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요 약

파론도 역설은 두 개의 지는 게임이 결합하여 이기게 되거나, 두 개의 이기는 게임이 결합하여 지

게 되는 현상을 말한다. 본 논문에서는 여러 명으로 구성된 집단에서 임의로 한 명을 선택하여 본인의

과거 실적에 의해 승패 확률이 정해지는 과거의존 파론도 게임을 실시하거나 또는 단순히 상금을 임의

로 선택한 또 다른 사람에게 전달만 하는 게임을 진행하는 경우를 살펴본다. 각 게임은 지거나 공정

한 게임인 반면에 두 게임을 임의로 결합한 혼합게임은 이기게 되는 파론도 효과가 존재함을 확인한

다. 또한 각 게임은 이기거나 공정한 게임인데 임의로 결합한 혼합게임은 지게 되는 역 파론도 효과가

존재하는확률모수의범위도완성한다.

주요용어: 과거의존파론도게임, 기대상금, 마코프체인, 재분배모형, 정상확률, 파론도역설.

1. 서론

파론도 현상은 넓은 의미로, 두 개의 유사한 성질의 시스템이 결합하여 반대 성질의 시스템으로 변형

되는현상을말한다. 이것은파론도 (J. M. R. Parrondo)가소개한두개의지는게임을결합하여이기

는게임이되게하는간단한동전게임에서유래하였다 (Parrondo, 1996; Harmer와 Abbott, 2002). 그

가 처음 소개한 파론도 게임은 두 개의 게임 A와 B로 구성되며, 게임 A는 앞면이 나올 확률이 1
2
− ϵ인

동전을 던져서 앞면이 나오면 게임자는 1원을 얻고, 뒷면이 나오면 1원을 잃는다. 게임 B는 게임자가

현재 가지고 있는 누적 상금이 3의 배수이면 앞면이 나올 확률이 1
10

− ϵ인 동전을 던지고, 3의 배수가

아니면 앞면이 나올 확률이 3
4
− ϵ인 동전을 던져 게임 A와 마찬가지로 앞면이 나오면 1원을 얻고 뒷면

이 나오면 1원을 잃는다. 그러면 0 < ϵ < 1/10일 때, 게임 A와 B는 게임당 점근적 기대상금이 음수

가 되어 항상 지는 게임이 된다. 반면에 매 시행에서 두 게임 A와 B 중 하나를 임의로 선택하여 진행

하거나 또는 일정한 패턴에 의해 주기적으로 두 게임을 반복해서 시행하면 작은 ϵ > 0에 대해 혼합게임

의 점근적 기대상금이 양수가 되어 이기는 게임이 되게 할 수 있다 (Parrondo 등, 2000; Ethier와 Lee,

2009; Lee, 2009). 이러한 게임을 원금의존 (capital-dependent) 파론도 게임이라고 한다. Harmer 등

(2001)은 이 현상을, 게임 B만 단독으로 계속하면 궁극적으로 지게 되는데, 게임 A를 혼합하면 게임

A가 잡음 (noise)처럼 작용하여 게임 B의 지는 성질을 변형시켜 이기게 되는 역설적인 결과가 나타나
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는 것으로 설명하였다. 최근들어 이런 현상을 주식 투자에 적용하여 파론도 현상이 존재함을 확인하기

도하였다 (Cho와 Lee, 2012a; Cho와 Lee, 2012b).

Toral (2002)은 유사한 효과를 가지는 다른 유형의 잡음으로 재분배 모형을 소개하였다. 이 모형에

서는 여러 명의 게임자들로 구성된 집단에서 기존 파론도 게임 A를 게임자들 사이에서 자본을 전달하

여 재분배하는 새로운 게임 A′으로 대체하였다. 즉, 여러 명의 게임자들 중에서 임의로 선택된 게임자

는 1/2의 확률로 원금의존 파론도 게임 B를 하거나 또는 게임 A′를 실시한다. 게임 A′는 임의로 선택

된 게임자가 임의로 선택된 또 다른 게임자에게 1원을 넘겨 주는 게임으로 전체 게임자들의 총 상금에

는 변함이 없음으로 이 집단에게는 공정한 게임이다. 반면에 임의로 선택된 게임자에 의해 진행되는 원

금의존 파론도 게임 B는 0 < ϵ < 1/10일 때 지는 게임이며, 전체 집단에 대해서도 여전히 지는 게임이

된다. 그러나 두 게임 A′와 B를 1/2의 확률로 결합한 혼합게임은 이기게 되어 파론도 현상이 나타남을

Toral (2002)은 특정한 확률 모수 값에 대한 시뮬레이션을 통하여 확인하였다. Ethier (2007)은 혼합게

임의 점근적 기대상금을 계산하였고, Ethier와 Lee (2012)는 이를 확장하여 모든 확률 모수 값에 대해

임의적혼합게임뿐아니라주기적반복결합에대해서도파론도현상이존재함을증명하였다.

본 논문에서는 이러한 원금의존 파론도 게임의 재분배 모형을 과거의존 파론도 게임의 재분배 모형으

로 확장하여 모든 확률 모수 값에 대해 파론도 효과와 역 파론도 효과가 존재하는 범위를 찾고자 한다.

과거의존 (history-dependent) 파론도게임 B는사용되는동전이현재의누적금액에의해결정되는것

이 아니라 바로 직전의 과거 두 번의 시행 결과에 의해 결정되는 게임이다 (Parrondo 등, 2000; Lee,

2011). 2절에서는 과거의존 파론도 게임을 소개하고 기존에 얻어졌던 결과로서 한 명의 게임자에 의해

진행되는 과거의존 파론도 게임에 대해 파론도 효과와 역 파론도 효과가 존재하는 확률 모수의 범위를

설명한다. 3절에서는 여러 명의 게임자들에 의해 진행되는 과거의존 파론도 게임의 재분배 모형에 대한

자세한설명과기대상금을계산하여파론도효과와역파론도효과가존재하는확률모수의범위를완성

한다. 더불어특정게임자한명에대한과거의존파론도게임의결과를이용하여과거의존파론도게임

의재분배모형을분석하는특별한관계에대해서도설명한다.

2. 과거의존 파론도 게임

Parrondo 등 (2000)이 소개한 과거의존 파론도 게임 B는 한 명의 게임자에 의해 진행되며, 게임자의

직전 두 번의 시행 결과가 패-패 (각각 패-승, 승-패, 승-승)이면 앞면이 나올 확률이 p0 (각각 p1, p2,

p3)인동전을던진다. 0 < ϵ < 1/4인 ϵ에대해 pi, i = 0, 1, 2, 3는다음과같다.

p0 :=
9

10
− ϵ, p1 = p2 :=

1

4
− ϵ, p3 :=

7

10
− ϵ. (2.1)

동전을 던져서 앞면이 나오면 1원을 얻고 뒷면이 나오면 1원을 잃는다. 과거의존 파론도 게임 B를 오

래 반복하면 시행당 점근적 기대상금이 음수가 되는 ϵ > 0을 찾을 수 있어 지는 게임이 된다. 반면 앞면

이나올확률이 1/2− ϵ인동전을항상사용하는게임 A는 ϵ > 0일때지는게임이된다.

게임 A와 B를 확률 γ > 0로 결합한 혼합게임 γA + (1 − γ)B을 고려하면, 모든 0 < γ < 1에 대해

혼합게임의 시행당 점근적 기대상금이 양수가 되는 아주 작은 ϵ > 0이 존재하여 이기는 게임으로 만들

수 있다 (Ethier와 Lee, 2009). 한편, 게임 A를 a번, 게임 B를 b번, 다시 게임 A를 a번, 게임 B를 b번

규칙적으로 반복하는 주기적 반복게임 [a, b]에 대해서도 Ethier와 Lee (2009)는 게임 A와 게임 B의 시

행당 기대상금은 음수인 반면에 주기적 반복게임 [a, b]의 시행당 기대상금은 양수가 되는 ϵ > 0이 존

재함을 확인하였다. 더불어 (2.1)의 특정한 확률 모수에서의 파론도 현상 뿐 아니라 κ > 0, λ > 0와

λ < 1 + κ에대해

p0 :=
1

1 + κ
− ϵ, p1 = p2 :=

λ

1 + λ
− ϵ, p3 := 1− λ

1 + κ
− ϵ (2.2)
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로 확장된 확률 값의 과거의존 파론도 게임 B에 대해서도 파론도 현상을 분석하였다. (2.1)의 확률 값

은 κ = 1/9이고 λ = 1/3인특별한경우이다. Ethier와 Lee (2009)는 (2.2)의확률모수에대해 ϵ = 0일

때, 두 게임 A와 B는 공정한 게임이지만, 임의적 혼합게임 γA + (1 − γ)B와 주기적 반복게임 [a, b]이

κ < λ < 1 또는 κ > λ > 1일 때 이기는 게임이 되어 파론도 효과가 나타나고, λ < min(κ, 1) 또는

λ > max(κ, 1)일때는지는게임이되어역파론도효과가존재함을증명하였다.

3. 과거의존 파론도 게임의 재분배 모형

2절의과거의존파론도게임은한명의게임자에의해진행되지만, 본절에서는여러명의게임자들로

구성된 집단에 의해 진행되는 게임을 고려한다. N (≥ 2)명의 게임자들로 구성된 집단에서 한 명의 게

임자를 임의로 선택한다. 그를 게임자 i (i = 1, 2, · · · , N)라고 하자. 게임 A′는 무작위로 선택된 게임

자 i가 또 다른 무작위로 선택된 게임자 j (j ̸= i, j = 1, 2, · · · , N)에게 1원을 넘겨 주는 게임이다. 그

러면 게임자 i는 1원을 잃어 패의 상태가 되고, 게임자 j는 1원을 얻어 승의 상태가 된다. 그러나 전체

게임자들의 총 상금에는 변함이 없음으로 게임 A′는 전체 게임자들의 집단에는 공정한 게임이다. 한편,

게임 B는 앞면이 나올 확률이 각각 p0, p1, p2, p3인 4개의 동전을 사용하여, 게임자 i의 직전 두 번 시행

의 결과가 패-패이면 p0 동전을, 패-승이면 p1 동전을, 승-패이면 p2 동전을, 승-승이면 p3 동전을 사용

한다. 즉, 게임자 i의 직전 두 번 시행의 결과에 따라 현재 시행에서 사용할 동전이 정해지는 과거의존

파론도 게임을 실시한다. 게임자 i는 정해진 동전을 던져 앞면이 나오면 1원을 얻어 승의 상태가 되고,

뒷면이 나오면 1원을 잃어 패의 상태가 되며, 승의 상태가 되면 전체 게임자들의 총 상금은 1원 증가하

고 패의 상태가 되면 1원 감소한다. 그러므로 확률 모수 p0, p1, p2, p3의 범위에 따라 지거나 공정하거나

이기는게임이된다.

각게임자들의연이은두번의시행에서의결과인패-패, 패-승, 승-패, 승-승을각각상태 0, 1, 2, 3으

로 나타내자. 게임 A′와 B는 다음의 두 가지 마코프 체인으로 설명할 수 있다. 첫 번째 마코프 체인

{Xn, n ≥ 0}은 xi를 게임자 i의 상태라고 할 때, N 차원의 벡터 x = (x1, x2, · · · , xN )로 전체 게임자

들의 상태를 나타내는 것이다. 두 번째 마코프 체인 {Nn, n ≥ 0}은 n0 (각각 n1, n2, n3)를 N명 중 상

태가 0 (각각 1,2,3)인 게임자들의 수라고 할 때, 상태 (n0, n1, n2, n3)로 나타낸다. {Xn, n ≥ 0}은 상
태공간이

ΣN := {x = (x1, x2, · · · , xN ) : i = 1, · · · , N에대해 xi ∈ {0, 1, 2, 3}} = {0, 1, 2, 3}N

이고, 이상태공간의크기는 |ΣN | = 4N이다. {Nn, n ≥ 0}의상태공간은

Σ̄N := {(n0, n1, n2, n3) ∈ Z4
+ : n0 + n1 + n2 + n3 = N}

이고, 그크기는
∣∣Σ̄N

∣∣ = (N+3
3

)
가된다.

게임 B에대한마코프체인 {Xn, n ≥ 0}의전이확률은 x = (x1, x2, · · · , xi, · · · , xN )일때, i번째요

소 xi를제외한나머지요소들은모두같은 y = (x1, x2, · · · , yi, · · · , xN )에대해

P
(N)
B (x,y) :=

{
N−1pxi xi가홀수이고 yi=3이거나또는 xi가짝수이고 yi=1이면,

N−1qxi xi가홀수이고 yi=2이거나또는 xi가짝수이고 yi=0이면

이고, 그외의경우에는 P
(N)
B (x,y) = 0이다. 여기서 qx := 1− px, x = 0, 1, 2, 3이다.

한편, 게임 A′에대한전이확률은

P
(N)

A′ (x,y) := [N(N − 1)]−1
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로서, i, j ∈ {1, 2, · · · , N}이고 i ̸= j인 i, j에대해서 xi의상태가홀수이면 yi = 2, xi의상태가짝수이

면 yi = 0, 그리고 xj의 상태가 홀수이면 yj = 3, xj의 상태가 짝수이면 yj = 1이고, i, j 이외의 나머지

요소들은 같은 값들을 갖는 상태 벡터 x, y에 대해 위와 같은 확률 값을 가지고 그 외의 경우에는 0이

다.

두게임 A′와 B를결합하여확률 γ ∈ (0, 1)로게임 A′를진행하고, 1− γ의확률로게임 B를실시하

는혼합게임 γA′ + (1− γ)B의전이확률행렬 P
(N)

(γ,1−γ)은

P
(N)

(γ,1−γ) := γP
(N)

A′ + (1− γ)P
(N)
B (3.1)

가된다.

좀 더 간단한 마코프 체인 {Nn, n ≥ 0}에서의 게임 A′와 B의 각 전이확률행렬 P̄
(N)

A′ 와 P̄
(N)
B 은

Table 3.1과 같다. Ethier (2007)는 γ = 1/2일 때의 혼합게임의 전이확률행렬 P̄
(N)

(1/2,1/2)을 유사한 형

태로유도하였다.

Table 3.1 Transition probabilities of {Nn, n ≥ 0} for game A′ and B. From state (n0, n1, n2, n3),

a transition is made to state (n′
0, n

′
1, n

′
2, n

′
3)

type type

game (n′
0, n

′
1, n

′
2, n

′
3) of of probability P̄

(N)

A′
player i player j

A′ (n0 − 1, n1 + 1, n2, n3) 0 0 n0(n0 − 1)/[N(N − 1)]
A′ (n0, n1 − 1, n2, n3 + 1) 0 1 n0n1/[N(N − 1)]
A′ (n0, n1 + 1, n2 − 1, n3) 0 2 n0n2/[N(N − 1)]
A′ (n0, n1, n2, n3) 0 3 n0n3/[N(N − 1)]
A′ (n0 − 1, n1, n2 + 1, n3) 1 0 n0n1/[N(N − 1)]
A′ (n0, n1 − 2, n2 + 1, n3 + 1) 1 1 n1(n1 − 1)/[N(N − 1)]
A′ (n0, n1, n2, n3) 1 2 n1n2/[N(N − 1)]
A′ (n0, n1, n2, n3) 1 3 n2n3/[N(N − 1)]
A′ (n0, n1 + 1, n2 − 1, n3) 2 0 n0n2/[N(N − 1)]
A′ (n0 + 1, n1 − 1, n2 − 1, n3 + 1) 2 1 n1n2/[N(N − 1)]
A′ (n0 + 1, n1 + 1, n2 − 2, n3) 2 2 n2(n2 − 1)/[N(N − 1)]
A′ (n0 + 1, n1, n2 − 1, n3) 2 3 n2n3/[N(N − 1)]
A′ (n0 − 1, n1 + 1, n2 + 1, n3 − 1) 3 0 n0n3/[N(N − 1)]
A′ (n0, n1 − 1, n2 + 1, n3) 3 1 n1n3/[N(N − 1)]
A′ (n0, n1 + 1, n2, n3 − 1) 3 2 n2n3/[N(N − 1)]
A′ (n0, n1, n2 + 1, n3 − 1) 3 3 n3(n3 − 1)/[N(N − 1)]

type

game (n′
0, n

′
1, n

′
2, n

′
3) of result probability P̄

(N)
B

player i
B (n0 − 1, n1 + 1, n2, n3) 0 win n0p0/N
B (n0, n1, n2, n3) 0 lose n0q0/N
B (n0, n1 − 1, n2, n3 + 1) 1 win n1p1/N
B (n0, n1 − 1, n2 + 1, n3) 1 lose n1q1/N
B (n0, n1 + 1, n2 − 1, n3) 2 win n2p2/N
B (n0 + 1, n1, n2 − 1, n3) 2 lose n2q2/N
B (n0, n1, n2, n3) 3 win n3p3/N
B (n0, n1, n2 + 1, n3 − 1) 3 lose n3q3/N

3.1. 기대상금

기대상금을 계산하기 위해 Ethier와 Lee (2009)의 마코프 체인에 의해 진행되는 게임의 평균에 대한

강대수의법칙 (strong law of large numbers)이필요하며그내용은다음과같다.

정리 3.1 (Ethier와 Lee, 2009) 유한 상태공간 Σ에서 정의되는 분할불가 (irreducible)이고 비주기

적 (aperiodic) 마코프 체인 {Xn, n ≥ 0}의 전이확률행렬과 정상분포를 각각 P와 π라고 하자. 함
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수 w : Σ × Σ 7→ R로 상금행렬 (payoff matrix) W = (w(i, j))i,j∈Σ을 나타내고, 모든 n에 대해

ξn := w(Xn−1, Xn)이고 Sn := ξ1 + · · · + ξn로 정의하면 Sn은 n번의 시행 후의 누적 상금이 된다.

(i, j)의 요소가 P (i, j)w(i, j)인 행렬을 Ṗ라고 하고, 열벡터 1 := (1, 1, . . . , 1)T라고 두면, 게임당 점근

적기대상금

µ := πṖ1

은임의의초기상태 X0에대해
Sn

n
→ µ a.s.

을만족한다.

이 결과를 게임 B의 마코프 체인 {Xn, n ≥ 0}에 적용하면 Σ := ΣN 그리고 P := P
(N)
B 이 된다. 특

별히 N = 1일 때는 한 명의 게임자로 진행되는 기존의 과거의존 파론도 게임과 동일하므로 정상분포

π
(1)
B := π = (π0, π1, π2, π3)는전이확률행렬

P
(1)
B :=


q0 p0 0 0

0 0 q1 p1

q2 p2 0 0

0 0 q3 p3


에대해 π = πP

(1)
B 과 π0 + π1 + π2 + π3 = 1를만족하여

π =
1

p0p1 + 2p0q3 + q2q3
(q2q3, p0q3, p0q3, p0p1) (3.2)

로 얻어진다. N ≥ 2일 때의 정상분포 π
(N)
B 는 (3.2)의 정상분포 π = (π0, π1, π2, π3)로 이루어진 N차

원의 π×π×· · ·×π가됨을다음과같이확인할수있다. 즉, π
(N)
B (x1, x2, · · · , xN ) = πx1πx2 · · ·πxN가

된다: ∑
x=(x1,··· ,xN )

πx1 · · ·πxNP
(N)
B (x,y)

=

N∑
i=1

πy1 · · ·πyi−1πyi+1 · · ·πyN ∑
xi:xi ̸=yi

πxiP
(N)
B ((y1, · · · , yi−1, xi, yi+1, · · · , yN ), (y1, · · · , yi−1, yi, yi+1, · · · , yN ))


=

N∑
i=1

πy1 · · ·πyi−1πyi+1 · · ·πyN

1

N

 ∑
xi:xi ̸=yi

πxiP
(1)
B (xi, yi)


=

1

N

N∑
i=1

πy1 · · ·πyN

= πy1 · · ·πyN .

여기서 첫 번째 등호는 y로의 전이는 상태 벡터 y와 단 한 개의 요소만 다르고 나머지 요소들은 동일

한 상태 벡터 x에서만 가능하기 때문이고, 세 번째 등호는 π가 P
(1)
B 의 정상분포로서 π = πP

(1)
B 를 만

족하기때문에성립한다.
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게임 B를두번째마코프체인 {Nn, n ≥ 0}으로나타내면 Σ := Σ̄N 그리고 P := P̄
(N)
B 이고, 정상분

포 π̄
(N)
B 는 (N,π)의다변량분포 (multinomial distribution)로서

π̄
(N)
B (n0, n1, n2, n3) =

(
N

n0, n1, n2, n3

)
πn0
0 πn1

1 πn2
2 πn3

3 ,

0 ≤ n0, n1, n2, n3 ≤ N, n0 + n1 + n2 + n3 = N

가된다 (Ethier와 Lee, 2012).

따라서게임 B의기대상금 µ
(N)
B 는정리 3.1을적용하면

µ
(N)
B = π

(N)
B Ṗ

(N)
B 1

=
∑

(x1,··· ,xN )

πx1 · · ·πxN

N∑
i=1

N−1(pxi − qxi)

= N−1
∑

(n0,n1,n2,n3)

(
N

n0, n1, n2, n3

)
πn0
0 πn1

1 πn2
2 πn3

3 [n0(p0 − q0) + n1(p1 − q1)

+n2(p2 − q2) + n3(p3 − q3)]

= π0(p0 − q0) + π1(p1 − q1) + π2(p2 − q2) + π3(p3 − q3) (3.3)

로얻어진다. (3.2)의정상분포를식 (3.3)에대입하면기대상금은, 모든 N ≥ 2에대해

µ
(N)
B =

p0p1 − q2q3
p0p1 + 2p0q3 + q2q3

가된다. 확률모수 p0, p1, p2, p3가 (2.2)의형태로표현되고 ϵ = 0이면, 그기대상금은

µ
(N)
B = 0

으로항상공정한게임이된다.

한편, 혼합게임 γA′ + (1 − γ)B도 ΣN에서 정의되는 분할불가이고 비주기적 마코프 체인이므로

(3.1)의전이확률행렬 P
(N)

(γ,1−γ)과정상분포 π
(N)

(γ,1−γ)을이용하면, 정리 3.1에의해

µ
(N)

(γ,1−γ) = π
(N)

(γ,1−γ)Ṗ
(N)

(γ,1−γ)1

= π
(N)

(γ,1−γ)

(
γṖ

(N)

A′ + (1− γ)Ṗ
(N)
B

)
1

= (1− γ)π
(N)

(γ,1−γ)Ṗ
(N)
B 1

을 얻을 수 있다. 이 때, 마지막 등호는 Ṗ
(N)

A′ 1 = (0, 0, . . . , 0)T이기 때문에 성립한다. 따라서 혼합게임

의기대상금은

µ
(N)

(γ,1−γ) = (1− γ)
∑

(x1,··· ,xN )

π
(N)

(γ,1−γ)(x1, · · · , xN )

N∑
i=1

N−1(pxi − qxi)

= N−1(1− γ)
∑

(n0,n1,n2,n3)

π̄
(N)

(γ,1−γ)(n0, n1, n2, n3)[n0(p0 − q0) + n1(p1 − q1)

+n2(p2 − q2) + n3(p3 − q3)]

= N−1(1− γ)[n̄0(p0 − q0) + n̄1(p1 − q1) + n̄2(p2 − q2) + n̄3(p3 − q3)] (3.4)
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가 된다. 단, n̄0 := E
π̄

(N)
(γ,1−γ)

[n0], n̄1 := E
π̄

(N)
(γ,1−γ)

[n1], n̄2 := E
π̄

(N)
(γ,1−γ)

[n2] 그리고 n̄3 :=

E
π̄

(N)
(γ,1−γ)

[n3]이며, 여기서 π̄
(N)

(γ,1−γ)는 상태 공간 Σ̄N에서의 혼합게임 γA′ + (1 − γ)B의 정상분포

를나타낸다. 기대값들 n̄0, n̄1, n̄2, n̄3을계산하기위해 Table 3.1의전이확률을이용하면

E[n′
0 − n0|Nn = (n0, n1, n2, n3)] (3.5)

= γ
−n0(n0 − 1)− n0n1 + n1n2 + n2(n2 − 1) + n2n3 − n0n3

N(N − 1)
+ (1− γ)

−n0p0 + n2q2
N

=
γ(−n0 + n2) + (1− γ)(−n0p0 + n2q2)

N

가된다. 나머지도동일한방법으로계산하면

E[n′
1 − n1|Nn = (n0, n1, n2, n3)] =

γ(n0 − 2n1 + n2) + (1− γ)(n0p0 − n1 + n2p2)

N
,

E[n′
2 − n2|Nn = (n0, n1, n2, n3)] =

γ(n1 − 2n2 + n3) + (1− γ)(n1q1 − n2 + n3q3)

N
,

E[n′
3 − n3|Nn = (n0, n1, n2, n3)] =

γ(n1 − n3) + (1− γ)(n1p1 − n3q3)

N

을 얻을 수 있다. 위의 각 식의 우변은 (n0, n1, n2, n3)에 관한 선형결합이고, 정상분포 π̄
(N)

(γ,1−γ)로 양

변에 기대값을 취하면 좌변의 ni와 n′
i의 기대값은 동일하므로 그 차이는 0이 된다. 따라서 다음과 같은

n̄0, n̄1, n̄2, n̄3에대한선형식을얻는다.

(0, 0, 0, 0) = (n̄0, n̄1, n̄2, n̄3)

γ

−1 1 0 0

0 −2 1 1

1 1 −2 0

0 0 1 −1

+ (1− γ)


−p0 p0 0 0

0 −1 q1 p1

q2 p2 −1 0

0 0 q3 −q3


 .

위의선형식을 n̄0 + n̄1 + n̄2 + n̄3 = N을이용하여풀면

n̄0 = N(q2 + γp2)(q3 + γp3)/d

n̄1 = N(p0 + γq0)(q3 + γp3)/d

n̄2 = N(p0 + γq0)(q3 + γp3)/d

n̄3 = N(p0 + γq0)(p1 + γq1)/d

가 된다. 단, d := (q2 + γp2)(q3 + γp3) + 2(p0 + γq0)(q3 + γp3) + (p0 + γq0)(p1 + γq1) > 0이다. 이

기대값들을식 (3.4)에대입하면, 확률모수 p0, p1, p2, p3가 (2.2)의형태이고 ϵ = 0일때기대상금은

µ
(N)

(γ,1−γ) =
γ(1− γ)(1 + γ)(κ+ 1)(λ− 1)(κ− λ)

d′

가 된다. 단, d′ = [3(λ + 1)κ2 + (−3λ2 + 2λ + 3)κ − λ2 + λ)]γ2 + [(λ + 1)κ2 + (3λ2 + 4λ + 5)κ −
λ2 − λ + 4]γ + 2(λκ + λ2 + 2λ)이다. 이 식을 보면 기대상금이 더 이상 N에 의존하지 않는 것을 확

인할 수 있다. 그리고 분모는 d′ = (1 + κ)2(1 + λ)d이고 d > 0이므로 항상 양수이다. 따라서 혼합게

임의 기대상금 µ
(N)

(γ,1−γ)는 κ < λ < 1이거나 κ > λ > 1이면 양의 값을 가지고 λ < min(κ, 1)이거나

λ > max(κ, 1)이면음의값을가진다. 특별히 γ = 1/2이면,

µ
(N)

(1/2,1/2) =
3(λ− 1)(k + 1)(k − λ)

2[5(λ+ 1)k2 + (3λ2 + 18λ+ 13)k + 5λ2 + 15λ+ 8]

로얻어진다.
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3.2. 특정 게임자 한 명을 고려한 과거의존 파론도 게임의 재분배 모형

3.1절은 전체 게임자 N명을 함께 고려하여 기대상금을 계산하였다. 본 절에서는 Ethier와 Lee

(2012)가 원금의존 파론도 게임의 재분배 모형에서 확인한 것과 같이, N명 중 특정 한 명만을 고려하

여 기대상금을 계산하고 앞의 결과와 비교하고자 한다. 게임 B가 진행될 때, 전체 N명 중 특정한 게임

자 i의 전이확률행렬은 게임자 i가 선택되었을 때는 N = 1일 때의 전이확률행렬과 같고, 선택되지 않

았을 때는 다른 게임자에게서 전이가 진행되므로 게임자 i의 상태에는 변화가 없다. 이 경우 게임자 i의

전이확률행렬은 4차 항등행렬 I4가 된다. 그러므로 N명 중 특정 한 명의 게임자에 대한 전이확률행렬

P
(1,N)
B 은그게임자가선택될확률 1/N과선택되지않을확률 (N − 1)/N을고려하여

P
(1,N)
B := N−1[P

(1)
B + (N − 1)I4]

으로나타낼수있다. 반면에게임 A′은게임자 i가기부자또는수혜자로선택될수있다. 기부자로선

택되는확률은 1/N이고수혜자로선택되는확률도 (N−1)
N

× 1
(N−1)

= 1
N
이된다. 그리고선택되지않는

다면, 위와 마찬가지로 상태 변화가 없으므로 그 때의 전이확률행렬은 I4이다. 따라서 N명 중 특정 한

명의게임자에대한게임 A′의전이확률행렬 P
(1,N)

A′ 은다음과같다.

P
(1,N)

A′ := N−1


1 0 0 0

0 0 1 0

1 0 0 0

0 0 1 0

+N−1


0 1 0 0

0 0 0 1

0 1 0 0

0 0 0 1

+N−1(N − 2)I4

= N−1[2P
(1)
A + (N − 2)I4],

여기서 P
(1)
A 는 앞면이 나올 확률이 1/2인 동전을 항상 사용하는 과거의존 파론도 게임 A의 전이확률행

렬로서

P
(1)
A =


1/2 1/2 0 0

0 0 1/2 1/2

1/2 1/2 0 0

0 0 1/2 1/2


이다.

위의전이확률행렬들을이용하면

Ṗ
(1,N)
B := N−1Ṗ

(1)
B , Ṗ

(1,N)

A′ := 2N−1Ṗ
(1)
A

가되고, 혼합게임 γA′ + (1− γ)B의전이확률행렬은

P := γP
(1,N)

A′ + (1− γ)P
(1,N)
B = N−1(2γP

(1)
A + (1− γ)P

(1)
B + (N − 1− γ)I4)

이므로

Ṗ := γṖ
(1,N)

A′ + (1− γ)Ṗ
(1,N)
B = N−1(2γṖ

(1)
A + (1− γ)Ṗ

(1)
B )

가 된다. 한편 혼합게임의 정상분포 π
(1,N)

(γ,1−γ) := (π′
0, π

′
1, π

′
2, π

′
3)은 π

(1,N)

(γ,1−γ)P = π
(1,N)

(γ,1−γ)를 만족함으

로

π′
0 = (q2 + γp2)(q3 + γp3)/d

π′
1 = (p0 + γq0)(q3 + γp3)/d

π′
2 = (p0 + γq0)(q3 + γp3)/d

π′
3 = (p0 + γq0)(p1 + γq1)/d
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을 얻을 수 있다. 따라서 확률 모수 p0, p1, p2, p3가 (2.2)의 형태이고 ϵ = 0일 때, 혼합게임의 기대상금

은정리 3.1에의해

µ
(1,N)

(γ,1−γ) = π
(1,N)

(γ,1−γ)Ṗ1

= (π′
0, π

′
1, π

′
2, π

′
3)


− q0+γp0

N
p0+γq0

N
0 0

0 0 − q1+γp1
N

p1+γq1
N

− q2+γp2
N

p2+γq2
N

0 0

0 0 − q3+γp3
N

p3+γq3
N



1

1

1

1


=

γ(1− γ)(1 + γ)(k + 1)(λ− 1)(k − λ)

Nd′

가된다. 이값에 N을곱하면 Nµ
(1,N)

(γ,1−γ) = µ
(N)

(γ,1−γ)이되어특정게임자한명에관한기대상금에 N을

곱해주면앞에서구한전체게임자 N에대한기대상금과같아짐을확인할수있다.

3.3. 파론도 현상

과거의존파론도게임의재분배모형에서전체 N명을고려한모형과 3.2절의특정게임자한명을고

려한모형모두에서 κ < λ < 1이거나 κ > λ > 1이면기대상금이양의값을가져파론도효과가존재하

고, λ < min(κ, 1)이거나 λ > max(κ, 1)이면 음의 값을 가져 역 파론도 효과가 존재함을 확인할 수 있

다.

Figure 3.1은 파론도 효과와 역 파론도 효과가 발생하는 모수 κ, λ의 범위를 나타내었다. 이 결과는

한명의게임자로진행되는기존의과거의존파론도게임에서의결과와일치한다.

0 1 2 λ 

1 

2 

κ 

Parrondo effect 

reverse Parrondo effect 

3 

Figure 3.1 The parameter space for the Parrondo effect and the reverse Parrondo effect
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Abstract

Parrondo paradox is the counter-intuitive phenomenon where two losing games can

be combined to win or two winning games can be combined to lose. In this paper, we

consider an ensemble of players, one of whom is chosen randomly to play game A′ or

game B. In game A′, the randomly chosen player transfers one unit of his capital to

another randomly selected player. In game B, the player plays the history-dependent

Parrondo game in which the winning probability of the present trial depends on the

results of the last two trials in the past. We show that Parrondo paradox exists in this

redistribution model of the history-dependent Parrondo game.

Keywords: Expected profits, history-dependent Parrondo games, Markov chains, Par-

rondo paradox, redistribution models, stationary distriburions.
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