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집중 질량을 갖는 폭 변단면 외팔보의 굽힘 진동 해석
Bending Vibration Analysis of Width Tapered Beams 

with Concentrated Tip Mass

이 정 우* ․곽 종 훈** ․이 정 윤†

Jung Woo Lee, Jong Hoon Kwak and Jung Youn Lee
(Received October 14, 2015 ; Revised November 17, 2015 ; Accepted November 17, 2015)

Key Words : Bending Vibration(굽힘 진동), Transfer Matrix Method(전달행렬법), Free Vibration Characteristics(자
유진동 특성), Bernoull-Euler Beam(베르누이-오일러 보), Tip Mass(끝질량)

ABSTRACT

A transfer matrix method has been developed to determine the more accurate natural frequencies 
for the bending vibration of Bernoulli-Euler beam with linearly reduced width and a concentrated tip 
mass. The proposed method can be computed an infinite number of the natural frequencies using a 
single element. Using the differential equation, shear force, and bending moment in which can be 
deduced by the diverse variational principles, a transfer matrix is formulated. The roots of the differ-
ential equation are computed by the Frobenius method. The effect of the concentrated mass for the 
natural frequencies of width-tapered beams is examined through a parametric study, and to show the 
accuracy of the proposed method, the computed results compared with those obtained from commer-
cial finite element analysis program(ANSYS). 

* 

1. 서  론

단면이 균일하지 않는 보(non-uniform beam)의  

동특성 해석은 유한요소법과 전달행렬법 같은 다양

한 방법에 의해 연구되었고, 공학설계에 폭 넓게 사

용되고 있다(1~10). 단면이 균일하지 않는 보의 한 종

류인 테이퍼진 보(tapered beam)는 많은 연구자들이 

형상함수를 가정하여 동특성을 근사적으로 해석하였

다. 테이퍼진 보는 단면의 높이가 감소된 것, 폭이 

감소된 것, 폭과 높이가 동시에 감소된 것으로 구분

할 수 있다. 다양한 테이퍼 비(taper ratio)에 의해 

단면의 폭이 감소된 보에 대한 정확한 동특성 해석

은 Lee 등(8)에 의하여 연구가 수행되었고 외팔보 끝

단에 질량이 부착된 보에 대한 연구는 많은 연구자

들에 의해 연구 되었으나(9~12) 테이퍼진 폭과 끝단에 

집중질량을 갖는 보의 동특성을 정확히 예측하는 연

구는 거의 없었으며 전달행렬법을 이용하여 테이퍼

진 폭과 집중질량을 가지는 보의 정확한 동특성을 

구하는 연구는 진행되지 않았다.
따라서 이 연구에서는 폭이 선형적으로 감소된 

보의 면내 굽힘진동(in-plane bending vibration)에 대

한 집중질량의 영향을 파라메트릭 연구(parametric 
study)를 통하여 검토한다. 이를 위해 폭이 감소된 

보에 대한 집중질량의 영향을 한 개의 보 요소를 사

용하여 해석할 수 있는 전달행렬법을 개발하고 미분 
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방정식의 근을 결정하며 멱급수의 하나인 Frobenius 
방법을 사용한다(1,2,5,7,8). 제안된 방법은 분포질량과 

집중질량을 고려하여 테이퍼진 보를 모델링하였으며 

한 개의 요소를 사용하여도 무한개의 고유 진동수를 

정확히 구하는 방법으로 해석된 결과들은 ANSYS
를 사용한 결과와 비교하였다.  

2. 이  론

2.1 지배 미분방정식

Fig. 1에 폭이 테이퍼진 보 끝단에 집중 질량을 

가지는 보를 나타내었으며 회전관성과 전단변형의 

영향을 무시하기 위하여 보의 길이가 단면의 치수에 

비해 충분히 길다고 가정하였다. 여기서 는 전

체 좌표계이고 은 보의 총 길이, 는 테이퍼 비, 
는 보요소의 끝단에 달린 집중질량이다. 는 미

소요소까지의 거리이고 는 미소요소의 길이, 
는 단면의 높이이다. 또한 는 변경 전 단면의 폭

이고, 는 끝단에서 테이퍼 비에 의해 변경된 단면

의 폭이다.
미소요소 에 대한 테이퍼진 보의 미분방정식 

및 다양한 힘을 유도하기 위하여 해밀턴의 원리

(Hamilton's principle)가 사용되었다. 변형에너지

와 운동에너지는 다음과 같이 표현할 수 있다.

(a) Geometry of a tapered beam with tip mass

(b) Side view

(c) Top view

Fig. 1 Notation and coordinate system
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여기서, 와 는 보 요소의 길이를 따라 

단면이 테이퍼 비에 의하여 변화하는 굽힘 강성과 

단위 길이당 질량이며 다음과 같이 표현된다(1,8,13,14).
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여기서,    이고, 와 는   일 

때의 굽힘 강성과 단위 길이당 질량이다. 보의 높이

가 일정하고 폭이 선형적으로 감소하는 경우는 

  ,  이며 동특성의 해(8)가 존재하고, 보의 

높이가 선형적으로 감소하고 폭이 일정한 경우는 

  ,  이며 최근에 Lee 등(13)에 의해 동특성

의 해가 구해졌다. 또한 보의 높이와 폭이 선형적으

로 변하는 원뿔 요소(conical element)인   , 
 의 경우에도 Boiangiu 등(14)의해 동특성의 해

가 베셀 함수(Bessel function)로 구해졌다. 
해밀턴의 원리는 다음과 같이 표현된다.





  (5)

식 (5) 안에 식 (1)과 식 (2)를 대입하여 부분 적분

하면 지배 미분방정식과 전단력과 굽힘 모멘트는 다

음과 같이 주어진다(2).

″ ″   (6)

″ ′ (7)

″ (8)

여기서 는 전단력이고 은 굽힘 모멘트이다. 
식 (6)을 각 주파수( )를 갖는 조화진동이라고 가

정하면 

 cos (9)

식 (9)를 미분하여 식 (6)에 대입하고 시간과 거리
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에 대해 변수 분리하면 Lee(8)에 의해 정의된 미분 

방정식을 무차원 형태(non-dimensional form)로 다

음과 같이 다시 표현할 수 있다.

 ″ ″  ″ ′ (10)

여기서    



 

이고 이다.

2.2 미분방정식의 일반해

식 (10)의 근은 멱급수 중 Frobenius 방법을 사

용하여 해석할 수 있으며 일반해의 형태는 다음과 

같다.




∞


 (11)

여기서 은 Frobenius 계수이다.
식 (11)을 미분하여 식 (10)에 대입하고 단순화하

면 지수 와 계수 값들을 결정할 수 있고 다음

의 결정방정식(indicial equation)이 얻어진다.

   (12)

또한 순환관계(recurrence relationship)에 의해 일

반화된 계수들은 다음 식에서 얻을 수 있다.
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여기서 계수  ,  ,  ,  , 그리고 의 값들은 다

음과 같다.

   (14)

 


 (15)
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(18)

위 식에서 모든 미지수들이 결정되며 식 (12)에서 

주어진 지수 의 4개에 값에 대해 식 (10)의 일반해

는 다음과 같다.



(19)

여기서 함수  는 다음과 같이 쓸 수 있다.




∞


 (20)

2.3 전달행렬

식 (19)를 미분하면 기울기는 다음과 같다.

 

 ′ ′
 ′ ′

(21)

식 (7)과 식 (8)에 식 (11)의 미분을 대입하면 전단

력과 굽힘 모멘트는 다음과 같다.






 ″ ′  ″  
(22)






 ″   (23)

여기서  
   

  이다. 보를 

무차원 변수로 가정했을 때 보 요소의 길이는 1이

며 고정단과 자유단에서 는 0과 1이 된다. 따라서 

 을 식 (19), (21), (22), (23)에 대입하고 행렬형

태로 표현하면
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여기서 
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이다.
식 (24)는 다음과 같이 된다.

    (25)

식 (25)로부터 상수 는 식 (26)과 같다.

  
 (26)

 을 식 (19), (21), (22), (23)에 대입하면 다

음의 행렬형태로 된다.
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여기서, 
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이다.
식 (27)을 단순화하면

    (28)

식 (26)을 식 (28)에 대입하면 폭이 선형적으로 감

소된 보의 굽힘 진동에 대한 전체 전달행렬이 얻어

진다.

    (29)

여기서      
 이다.

한편 보의 끝단에 달린 집중질량( )에 대한 전

달행렬은 다음과 같다.





































   
   
   


   

























(30)

식 (30)은 다음과 같이 단순화할 수 있다.

   (31)

식 (29)와 식 (31)을 사용하여 집중질량이 고려된 

전달행렬은 다음과 같이 표현할 수 있다. 

    (32)

보 요소의 끝단에 집중질량이 고려된 전체 전달행

렬에 다양한 경계조건을 적용함으로서 시스템의 고유 

진동수를 해석할 수 있으나 이 연구에서는 외팔보의 

경계조건을 고려하여 고유 진동수를 구하였다. 

3. 적용 예

제안된 이론을 검증하기 위해 Table 1에서 주어진 

보의 제원을 예제로 사용하였다. Table 1에서 와 

는   일 때 변경 전의 단면의 폭과 높이이다. 
제안된 이론은 오일러보에 대한 연구이므로 결과를 

비교하기 위하여 상업용 프로그램(ANSYS)에서 회

전관성과 전단변형의 영향을 무시할 수 있는 충분한 

길이를 사용하였다. 

Table 1 Properties of beam

Notation Description Value 

 Elastic modulus 200 GPa

 Density 7850 kg/m3

 Length 0.8 m

 Width of cross-section 0.03 m

 Height of cross-section 0.01 m
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Mode 
number

Natural frequency(Hz)

c = 0.1 c = 0.2 c = 0.3

Present ANSYS Diff. (%) Present ANSYS Diff. (%) Present ANSYS Diff. (%)

1 7.157 7.148  0.123  7.176  7.165  0.148  7.179  7.168  0.142  

2 61.691  61.623 0.110 61.167 61.093 0.121 61.276 61.203 0.119 

3 186.81  186.79 0.010 186.99 186.94 0.025 186.92 186.88 0.022 

Table 4 Effects of the taper ratio on the first three natural frequencies of beam with the same tip mass:

(a)  = 0.1, 0.2, 0.3 and Mc = 1 kg

Mode 
number

Natural frequency(Hz)

c = 0.4 c = 0.5 c = 0.6

Present ANSYS Diff. (%) Present ANSYS Diff. (%) Present ANSYS Diff. (%)

1 7.171 7.161  0.130  7.157  7.148  0.123  7.135  7.126  0.121  

2 61.539  61.468 0.116 61.691 61.623 0.110 61.862 61.792 0.113 

3 186.83  186.80 0.017 186.81 186.79 0.010 186.83 186.81 0.009 

(b)  = 0.4, 0.5, 0.6 and Mc = 1 kg

Mode 
number

Natural frequency(Hz)

c = 0.7 c = 0.8 c = 0.9

Present ANSYS Diff. (%) Present ANSYS Diff. (%) Present ANSYS Diff. (%)

1 7.100 7.092  0.114  7.048  7.040  0.104  6.967  6.960  0.092  

2 62.032  61.964 0.110 62.177 62.110 0.108 62.200 62.137 0.102 

3 186.88  186.86 0.009 186.92 186.91 0.005 186.78 186.79 -0.008 

(c)  = 0.7, 0.8, 0.9 and Mc = 1 kg

4. 결과 및 고찰

보의 끝단에 달린 집중질량의 영향을 검토하기 

위하여 테이퍼 비는 0.1부터 0.9까지 증가하여 검토

하였다. Table 2에는 집중질량이 없는 보에 테이퍼 

비가 0과 0.5일 때 고유 진동수를 ANSYS로 계산

한 고유 진동수와 비교하여 표시하였으며 잘 일치함

을 알 수 있었다. 
Table 3은 1 kg의 집중질량이 외팔보 끝단에 달렸

을 때 고유 진동수들을 나타낸 것으로 해석된 결과

와 ANSYS로 계산한 결과들이 잘 일치하였다. 
ANSYS에서 186번 요소를 사용하여 유효자리 4

자리수의 고유 진동수의 수렴을 위해 사용된 요소의 

수는 약 3700개이고 제안된 방법은 한 개의 요소를 

사용하였으며 멱급수에서 사용된 항의 수는 c = 0일 

때 50개, c = 0.9일 때 300개가 사용되었다. 
Tables 4(a), 4(b), 4(c)는 보의 끝단에 집중질량이 

1 kg일 때 테이퍼 비의 변경에 따른 고유 진동수의 

변화를 나타낸 것으로 해석된 결과들은 ANSYS에

서 주어진 결과와 잘 일치하였고, 테이퍼 비가 0.1
부터 0.9까지 3개의 고유 진동수의 변화에 대하여 

검토되었다. 

Mode

Natural frequency(Hz)
c = 0, Mc = 0 kg c = 0.5, Mc = 0 kg

Present ANSYS Diff. 
(%) Present ANSYS Diff. 

(%)
1 12.740 12.763  0.178  15.636 15.660  0.154  
2 79.842  79.925 0.104 85.222  85.300 0.091 
3 223.56  223.55 -0.005 229.00  228.95 -0.023 

Table 2 The first three natural frequencies: c = 0, c
= 0.5

Mode 
number

Natural frequency(Hz)
c = 0

Present ANSYS Diff. (%)
1 7.170 7.157  0.175 

2 61.070  60.970 0.164 

3 187.07  186.93 0.075 

Table 3 The first three natural frequencies: c=0, Mc

= 1 kg
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Mode 
number

Natural frequency(Hz)

Mc = 0.1 kg Mc = 0.2 kg Mc = 0.3 kg

Present ANSYS Diff. (%) Present ANSYS Diff. (%) Present ANSYS Diff. (%)

1 13.379 13.359  0.146  11.854  11.837  0.146  10.747  10.732  0.135  

2 74.575  74.501 0.099 69.855 69.782 0.104 67.231 67.160 0.105 

3 204.87  204.87 0.001 197.19 197.18 0.004 193.51 193.49 0.009 

Table 5 Effects of different tip masses on the first three natural frequencies of beam with the same taper ratio: 

(a) c = 0.5 and Mc = 0.1, 0.2, 0.3 kg

Mode 
number

Natural frequency(Hz)

Mc = 0.4 kg Mc = 0.5 kg Mc = 0.6 kg
Present ANSYS Diff. (%) Present ANSYS Diff. (%) Present ANSYS Diff. (%)

1 9.900 9.886  0.134  9.224  9.212  0.131  8.670  8.658  0.132  

2 65.568  65.497 0.109 64.420 64.349 0.110 63.581 63.510 0.111 

3 191.35  191.34 0.008 189.94 189.92 0.009 188.95 188.93 0.012 

 

(b) c = 0.5 and Mc = 0.4, 0.5, 0.6 kg

Mode 
number

Natural frequency(Hz)

Mc = 0.7 kg Mc = 0.8 kg Mc = 0.9 kg
Present ANSYS Diff. (%) Present ANSYS Diff. (%) Present ANSYS Diff. (%)

1 8.204 8.193  0.130  7.806  7.796  0.125  7.461  7.451  0.127  

2 62.941  62.870 0.112 62.437 62.366 0.113 62.030 61.959 0.114 

3 188.21  188.19 0.012 187.64 187.62 0.013 187.19 187.16 0.015 

(c) c = 0.5 and Mc = 0.7, 0.8, 0.9 kg

Tables 5(a), 5(b), 5(c)는 테이퍼 비가 0.5일 때 

보의 끝단에 부가된 질량의 변경에 따른 고유 진

동수의 변화를 나타낸 것으로 질량은 0.1 kg부터 

0.9 kg까지 증가시켰으며 ANSYS와 비교 결과 잘 

일치하였다. 
제안된 방법은 멱급수의 유한한 항을 정해 임의의 

정밀도의(소수점 3째 혹은 5째 자리 등) 엄밀해

(exact solution)를 결정할 수 있다. 그러나 멱급수에

서 항의 수가 증가 할수록 계산에 소요되는 시간이 

증가하기 때문에 적절한 개수의 항을 사용하는 것이 

필요하다. Table 5에 있는 고유 진동수의 소수점 3자

리까지 얻기 위해 사용된 멱급수의 항은 80개이다. 
Fig. 2와 Fig. 3은 각각 Table 4와 Table 5에서 주

어진 결과들을 기준으로 고유 진동수 비를 테이퍼 

비와 질량의 함수로 나타낸 것이다.  
Fig. 2에 테이퍼 비의 증가에 따른 고유 진동수의 

비의 변화를 나타내었다. 고유 진동수의 비는 테이

퍼 진 외팔보 끝단에 1 kg의 질량이 부가된 경우의 

고유 진동수를 질량이 부가되지 않는 경우의 고유 

진동수로 나누어 계산하였다. 끝단의 테이퍼비가 클

수록 집중질량이 3개의 고유 진동수 감소에 미치는 

영향은 커지고, 특히 1차 고유 진동수가 가장 큰 영

향을 받음을 알 수 있었다. 
Fig. 3은 테이퍼 비가 0.5일 때 외팔보 끝단에 부

가 질량 증가에 따른 고유 진동수의 비를 나타낸 그

림으로 고유 진동수의 비는 Fig. 2에서 정한 것과 

같다. 1차 고유 진동수가 끝단 질량의 증가에 가장 

큰 영향을 받았고, 2차, 3차 순으로 끝단 질량의 영

향을 받는다는 것을 알 수 있었다.
Fig. 4는 테이퍼 비가 0.5일 때 무차원 질량비의 

증가에 따른 무차원 고유 진동수 비의 변화를 나타

낸 그림이다. 질량비는 외팔보 끝단에 부착한 질량

을 외팔보의 질량으로 나눈 값이고 무차원 고유 진

동수 비는 앞에서 정의하였다. 3차 고유 진동수까지 

구하였으며 무차원 고유 진동수 비율을 보면 3개의 

무차원 고유 진동수가 끝단 집중질량에 의해 상당히 

영향을 받는다는 것을 알 수 있다. 1차 무차원 고유 

진동수는 보의 질량과 동일한 질량이 집중질량으로 
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Fig. 2 Frequency ratio with respect to taper ratios 
when  = 1 kg

Fig. 3 Frequency ratio depending on the variation of 
concentrated masses when c = 0.5

Fig. 4 Frequency ratio on the first three non-dimen-
sional natural frequencies with respect to the 
variation of non-dimensional mass when c =
0.5

부가 되었을 때 약 67 %의 진동수가 감소되었고, 2
차는 29.5 %, 3차는 19.2 % 감소되었다. 특히, 2차

와 3차 무차원 고유 진동수는 끝단에 보의 질량의 

25 %까지 급격한 변화를 보였으나 그 이상의 질량

에 대해서는 완만한 변화를 보였다. 

5. 결  론

제안된 방법으로 보의 폭이 길이를 따라 선형적

으로 감소하고 끝단에 집중질량을 가진 보의 굽힘 

진동해석 방법을 제안하였으며 다음과 같은 결론을 

얻었다.

(1) 끝단에 집중질량이 있고 폭이 테이퍼진 보에 

대해 한 개의 요소를 사용하여 정확하고 무한개의 

고유 진동수를 해석할 수 있는 전달행렬법을 제안하

였다. 
(2) 외팔보 끝단에 동일한 질량을 부가하였을 때 

테이퍼 비가 증가함에 따라 고유 진동수 감소에 미

치는 영향이 커졌다. 
(3) 무차원 고유 진동수의 검토 결과 보의 질량과 

동일한 질량이 끝단의 집중질량으로 부가 되었을 때 

1차 진동수는 다른 진동수들에 비해 더 큰 영향을 

받았다. 
(4) 제안된 방법은 오일러보에 대해 제한되었기 

때문에 향후에 회전관성과 전단변형의 영향이 고려

한 연구가 필요하다고 생각된다.
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