
Received 27 May 2015, Revised 22 June 2015, Accepted 06 July 2015
* Corresponding Author Sung-Jin Cho(E-mail:sjcho@pknu.ac.kr, Tel:+82-51-629-5527)
Department of Applied Mathematics, Pukyong National University, Busan 48513, Korea

Open Access   http://dx.doi.org/10.6109/jkiice.2015.19.12.2968 print ISSN: 2234-4772  online ISSN: 2288-4165
This is an Open Access article distributed under the terms of the Creative Commons Attribution Non-Commercial License(http://creativecommons.org/li-censes/ 

by-nc/3.0/) which permits unrestricted  non-commercial use, distribution, and reproduction in any medium, provided   the original work is properly cited.
Copyright Ⓒ The Korea Institute of Information and Communication Engineering.

한국정보통신학회논문지(J. Korea Inst. Inf. Commun. Eng.) Vol. 19, No. 12 : 2968~2974 Dec. 2015

CLT를 활용한 비선형 CA의 분석

권민정1 · 조성진1*· 김한두2 · 최언숙3 · 이규진1 · 공길탁1 

Analysis of Nonlinear CA Using CLT

Min-jeong Kwon1 · Sung-jin Cho1* · Han-doo Kim2 · Un-sook Choi3 · Kue-jin Lee1 · Gil-tak Kong1

1*Department of Applied Mathematics, Pukyong National University, Busan 48513, Korea 
2Institute of Basic Sciences and Department of Applied Mathematics, Inje University, Gimhae 50834, Korea
3Department of Information and Communications Engineering, Tongmyong University, Busan 48520, Korea

요  약 

선형/가산 CA에서 끌개는 패턴인식, 패턴 분류 또는 연관기억장치 디자인, 질문처리기 등과 같은 분야에서 활용

되고 있기 때문에 이를 어떻게 찾을 수 있는지는 주요한 연구 대상이 되어 왔다. 그러나 복잡한 현실을 모델링하고 그 

해결방안을 모색하기 위해서는 비선형 CA의 도입이 불가피하게 되었다. 본 논문에서는 RMT를 개선한 CLT를 도입

하여 비선형 CA의 끌개와 도달불가능 상태를 효율적으로 찾는 방법을 제시한다.

ABSTRACT 

Method for finding the attractors is the important object to investigate in the linear/additive CA because it is a 
primary interest in applications like pattern recognition, pattern classification, design of associative memory and query 
processing etc. But the research has been so far mostly concentrated around linear/additive CA and it is not enough to 
modelize the complex real life problem. So nonlinear CA is demanded to devise effective models of the problem and 
solutions around CA model. In this paper we introduce CLT as an upgraded version of RMT and provide the process 
for finding the attractors and nonreachable states effectively through the CLT.

키워드 : CA, 비선형 CA, NBCA, CLT, 끌개, 도달불가능 상태 
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Ⅰ. 서 론

Cellular Automata(CA)는 Von Neumann[1]에 의해 

처음으로 연구되기 시작하여 그 구조에 대한 연구[2-4]
가 활발하게 이루어졌다. Wolfram[5-7]은 복잡한 현실

을 모델링하기 위해 1차원 CA에 대해 자세히 연구함으

로써 3개의 이웃을 갖는 이산적인 개체로서의 CA를 수

학적으로 구조화하였다. 이와 같은 대수적인 구조에 의

해 수학적으로 CA를 다루는 것이 용이해졌고, 더욱 체

계적으로 그 성질을 파악할 수 있게 되었다. CA의 상태 

연구를 통해 상태전이과정을 거쳐 끌개로 접근하는 

CA가 존재함을 확인하였다[8]. 이러한 성질을 갖는 

CA는 패턴 인식, 패턴 분류 또는 연관기억장치 디자인, 
질문처리기 등과 같은 분야에서 활용되고 있다[9-11]. 
Chaudhuri[10], Ganguly[11], Cho 등[12]은 비그룹 CA
의 끌개를 어떻게 구성하고 찾을 수 있는지에 대해 연

구하였다. 그러나 다양한 분야의 복잡한 현실을 모델링

하고 그 해결방안을 모색하기 위해서는 선형/가산 CA
에 제한된 연구에서 벗어나 비선형 CA를 도입하는 것

이 불가피하게 되었다[13-15]. 
본 논문에서는 Das[13]가 제시한 Rule Min Term 

(RMT)를 개선한 Class Location Term(CLT)을 도입하

고 CLT 표를 이용함으로써 비선형 CA의 끌개와 도달

불가능 상태를 효율적으로 찾는 방법을 제시한다. 

Ⅱ. 배경지식 

CA는 이진 차원 벡터 공간이고 이산시간에 따라 

상태가 바뀐다. 하나의 CA는 개의 셀로 이루어져 있

으며 각 셀의 다음 상태는 식 ⑴과 같이 그 셀의 현재 상

태와 그 셀의 이웃 상태의 영향을 받아 결정된다.  또

는  의 상태를 갖는  -이웃  차원 CA에서 셀의 다음 

상태는 다음과 같이 결정된다.


               (1)

여기서 는 번째 셀의 상태전이 함수이고, 
은 시간 

에서 번째 셀의 상태, 
 은 번째 셀의 왼쪽 이웃 상

태, 
 은 번째 셀의 오른쪽 이웃 상태를 나타낸다. 즉 

시간 에서 셀 CA의 전체 상태  는 시간 에서 각 상

태 
     ⋯ 의 집합이며     ⋯   

로 나타낸다. 이 때, 가장 왼쪽에 있는 셀의 왼쪽 이웃과 

가장 오른쪽에 있는 셀의 오른쪽 이웃을 모두 이라 둔다. 

즉 
  , 

  이다. 이런 CA를 null boundary 

CA(NBCA)라 하고 본 논문에서는 NBCA를 다룬다.

정의 2.1. 셀 CA의 각 셀에 적용되는 함수 를 규

칙이라 하고 들을 각 셀에 적용되는 순서에 따라 벡

터 〈 ⋯ 〉으로 표현한다. 이때 각 셀에 

적용된 가 모두 같으면 uniform CA, 그렇지 않으면 

hybrid CA라 한다. 또한 의 모든 (    ⋯  )

가 XOR 연산만을 사용하면 선형 CA라 하고 그렇지 않

으면 비선형 CA라 한다.

Table. 1 ,  rule

state         rule


 1 0 0 1 0 1 1 0 


 0 1 1 0 1 0 0 1 

예제 2.2.  〈   〉에 대하여 상태 

  의 다음 상태는   이다.

정의 2.3. 셀 CA의 시간 에서의 상태  는 에 

의해 다음 상태  로 바뀌고 식 ⑵와  같이 나타낸다. 

                                    (2)

이때 주어진  에 대하여  가 존재하는 경우 

 은 도달가능상태(reachable state)라 하고  가 존

재하지 않으면 도달불가능 상태(nonreachable state)라 

한다. 특별히    을 만족하는  를 끌개

(attractor)라 한다.  

Ⅲ. 비선형 CA 규칙의 표현

정의 3.1. 셀로 이루어진 CA의 상태  를 가장 왼쪽

부터 시작하여 한  비트씩 오른쪽으로 옮겨가며 2개 비

트씩 읽어서 부터 까지의 십진수 개로 표현하
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고, 번째 숫자를 한 번 더 사용하여 개의 숫자로 

나타낸 것을 CLT(Class Location Term)  


 
 ⋯ 

 
 라 한다.  로부터 얻은  를  

로 대응시키는 전이규칙을 라 하고,  를  로 대

응시키는 함수 를 식 ⑶과 같이 정의한다.

    →  

              ⋯   ↦    ⋯   ,

단, 
  

⋅
 ⋅      ⋯ 


  

 .

(3)

그림 1은 함수 를 이용하여 4셀 CA의 상태  를 

 로 표현하는 과정을 나타낸 것이다. 예를 들어 

  에 대하여   이다. 

t t t t

Fig. 1 Relation between 4-cell CA state    and CLT  

  
 
 ⋯ 

 
 에서   ⋯ 번째 

셀의 클래스 번호는 
 , 위치 번호는 

이다. 첫 번째 

셀과 번째 셀의 
 
 를 클래스 번호라 두며, 위치 번

호는 고려하지 않는다. 표 2는 CLT에 대한 클래스 번호, 
위치 번호의 위치를 나타낸다. 

    Class number

        Location number
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

    Class number

Table. 2 The places of class and location number

NBCA에서는 가장 왼쪽 이웃을 으로 두기 때문에 

규칙  〈 ⋯〉에 대하여 에서는 실제

로    만 사용되므로 첫 번째 비트를 제

외한 나머지 두개의 비트만 사용하여 다음 상태를 결정

할 수 있다. 따라서 의 첫 번째 행에서 
의 값은 

    중 하나가 된다. 마찬가지로 NBCA에서는 가

장 오른쪽 이웃을 으로 두기 때문에 에서는 실제로 

   에 적용되는 규칙만 사용되므로 마

지막 비트를 제외한 두개의 비트만 사용하여 다음 상태

를 결정할 수 있다. 따라서 이 값은 번째의 CLT와 

같고  의 마지막 행에서 
의 값도     중 하나

이다.
RMT[13]에서는 번째 비트의 RMT 로부터 

을 구하기 위해 mod 처리과정을 거쳐야 하지만 CLT
를 이용하여 다음 상태를 구하는 과정에서는 두 비트만 

읽기 때문에 mod 처리과정을 거친다. 따라서 CLT를 

이용하면 끌개와 도달불가능 상태를 효과적으로 찾을 

수 있다. 표 3은 CA 규칙 과 CLT에 적용할 수 있도록 

만든  를 나타낸 것이다.

Table. 3 Table of  and   

상태   에 대하여     

이고 표 3의 로부터 다음 상태  을 찾는 과정은 

다음과 같다. 

먼저 
  으로부터 

 이다. 
  과 

  

로부터 클래스 번호 과 위치 번호 를 얻고 그 위치에

서 
  이다. 

  와 
  로부터 클래스 번호 

에서 위치 번호 을 얻고 
  ′이다. 

  이고 

이 값은 
와 같으므로 

  ′이다. 따라서 CA의 

상태   의 CLT는   이고 에 의

해   ′ ′가 된다. 

그림 2는 에서 다음 상태를 얻는 과정을 나타낸

다. 이 과정을 통해 얻은 다음 상태는 RMT 에 

을 적용한 결과와 같다. 
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Fig. 2 The process of obtaining the next state from   

정리 3.2.  의 다음 상태  는 함수 와 에 

대하여 다음을 만족한다.

                  ∘ 
                 (4)

증명.     ⋯  에 대해  의 RMT는 

    ⋯   
 

 

                   ⋯
 

 
  

 
 

이고 CLT는

    ⋯    

                                  ⋯
 

  
 

 
이다. 

⒜ 첫 번째 비트의 경우,  의 RMT와 CLT는 모

두 
 

로 같기 때문에   표와 에서 같은 위치에 

대응된다. 따라서 함숫값이 같다. 
⒝    ⋯번째 비트의 경우, 

  

이면 
  

이므로 RMT와 CLT의 값은 같다. 즉 

는   표와 같은 위치의 값에 대응되기 때문에 


의 값은 같다. 
  이면 

의 값은     중 하

나를 갖고 
의 값은     중 하나이다. 그러나 


  인 경우 

의 값은  또는 이고 이로부터 


의 클래스 번호가  또는 임을 알 수 있다. 클래스 

번호  또는 인 경우 위치 번호    의 위치는 

RMT    의 위치와 같다. 즉, 는   표와 같은 

위치의 값에 대응되기 때문에 
의 값은 같다. 

⒞ 번째 비트의 경우, RMT는 
 

이므로 

    중 하나의 값이 되고 CLT는 
 

이므로 

    중 하나의 값이 된다. 이 경우 그에 대응되는 

위치는 각각 다르지만 의 값과   표의 값은 같기 때

문에 
의 값은 같다. 

⒜, ⒝, ⒞에 의하여   ∘ 
이다.  □  

Table. 4  〈   〉
3 2 1 0
1 0 0 1

1 0 1 1 0 0 0 1
1 0 1 0 1 0 1 1

1 0 0 1

예제 3.3. 4셀 CA의 규칙 〈〉를 

로 표현하면 표4와 같다. 

CA 상태   의 CLT는   이고 

이것은 
  이므로 클래스 번호 의 값 , 

  , 


  이므로 클래스 번호 에서 위치 번호 의 값 , 


  , 

  이므로 클래스 번호 에서 위치 번호 

의 값 , 
  이므로   이고 클래스 번호 의 값 

에 대응되므로  이다. 

Ⅳ. 비선형 CA의 끌개 찾는 방법

 에 대한 다음 상태  이 현재 상태  와 같게 

되는 규칙은  〈  ⋯ 〉이고 에 대한 

를 라 하면 는 표 5와 같다. 

Table. 5  〈  ⋯ 〉
3 2 1 0
1 1 0 0

1 1 0 0 1 1 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

1 0 1 0

정리 4.1. 전이규칙이 인 CA의 끌개는 식 (5)를 

만족하는   에 대하여   이다. 

 
                              (5)

증명.   를 끌개라 하면 정리 3.2에 의하여 
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                ∘
                             (6)

  ∘ 
                            (7) 

이다. 식 (6), (7)에 의하여  
    

 이

고 
   

이므로 

 
 

이다. 따라서  는  
를 만족한다. □

예제 4.2.  〈   〉와 이에 대한  

는 표 6과 같다. 정리 4.1의 식 (5)에 의해 표 6(b)에서 

 이 만들어지는 CLT를 찾기 위해 첫 번째 

행을 살펴보면  0의 값을 가지고 있는 
는 0,1,3이다.  

Table. 6  〈   〉and     


  인 경우를 살펴보면,   

두 번째 행 : 클래스 번호 에서 위치 번호 ,
    세 번째 행 : 클래스 번호 에서 위치 번호 ,

네 번째 행 : 클래스 번호 일 때,   이므

로   이다. 나머지 
에 대해서도 같은 방법

으로 클래스 번호와 해당 클래스에 대응되는 위치 번호

를 이용하여 이 되는 부분을 찾으면 된다. 그림 은 나

머지 끌개를 찾는 과정을 나타낸다. 

모든  에  를 적용하여 결정되는 다음 상태에 

대해서는 항상 직전자가 존재한다. 즉 모든  에 
를 적용한 결과에서 나타나지 않는 상태는 도달불가능 

상태이다. 따라서 모든  를 에 의해 상태전이시켰

을 때 나타나는  을 전체 상태집합에서 제외하면 

도달불가능 상태를 찾을 수 있다. 도달불가능 상태는 

다음 과정을 통해 효율적으로 찾을 수 있다. 

t t t t t t

Fig. 3 The process of finding attractors from     

Algorithm. Finding  Nonreachable States

Step 1.  표에서   ⋯ ,  ⋯ , 

  ⋯ ,   ⋯가 나타나도록 

하는  를  찾아서 각 경우에 대해 
을 결정한다.

Step 2. 각 
에 의하여 선택될 수 있는  를 결정한다.

Step 3.     ⋯에 의하여 생성되는  을 

나열한다.

Step 4. 각  에서 나타나지 않는 상태를 찾는다.

예제 4.3. 예제 3.3의 4셀 CA의 도달불가능 상태를 

를 이용하여 찾아보자.

ⅰ)     :     또는   

일 때의 결과이므로 두 경우에 대하여 만들어질 수 다

음 상태를 점검한다.   에서 마지막 2 비트

가 될 수 있는 것을 모두 찾으면, 클래스 번호 2에서 위

치 번호 0, 클래스 번호 0이므로   , 클래

스 번호 2에서 위치 번호 1, 클래스 번호 1이므로 

  이다.   에서 마지막 2 비트

를 찾으면, 클래스 번호 3에서 위치 번호 2, 클래스 번

호 2이므로   , 클래스 번호 3에서 위치 번

호 3, 클래스 번호 3이므로   이다. 따라서 

첫 번째, 두 번째 비트의 에 대해 3번째, 4번째 

비트에서는   이 모두 나타나므로 

인 도달불가능 상태는 존재하지 않는다. 

ⅱ)   의 경우,     또는  

일 때의 결과이므로 두 경우에 대하여 만들어

질 수 있는 다음 상태를 점검한다.   에서 마

지막 2 비트를 찾으면, 클래스 번호 0에서 위치 번호 0, 

클래스 번호 0이므로    , 클래스 번호 0에
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서 위치 번호 1, 클래스 번호 1이므로   이

고,  에서 마지막 2 비트를 찾으면, 클래스 

번호 1에서 위치 번호 2, 클래스 번호 2이므로 

   , 클래스 번호 1에서 위치 번호 3, 클래

스 번호 3이므로  이다. 따라서 첫 번째, 
두 번째 비트의 에 대해 3번째, 4번째 비트에서

는  만 나타나므로 은 도달불가

능 상태이다. 
ⅲ)  , 에 대해서도 같은 방법을 적용하

면  , 이 도달불가능 상태임을 알 수 있다. 
그림 4는 주어진 알고리즘에 의해 도달불가능 상태

를 찾는 과정을 나타낸다. 

Fig. 4 The process of finding nonreachable states 

Ⅴ. 결  론

본 논문에서는 비선형 CA의 규칙을 표현하는 새로

운 방법인 CLT를 제안하였고 와 를 이용하여 비

선형 CA의 끌개를 찾는 방법, 로부터 도달불가능 

상태를 찾는 체계적인 방법을 제안하였다. 이로부터 비

선형 CA의 상태변화 그래프를 도달가능 트리를 그리지 

않고 효과적으로 작성할 수 있으며 비선형 CA의 상태

전이 행동분석에 도움이 될 것으로 사료된다. 
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1988년～현재 부경대학교 응용수학과 교수
※ 관심분야 : 셀룰라 오토마타론, 정보보호

김한두(Han-Doo Kim)

1984년 고려대학교 대학원 수학과 졸업(이학석사)
1988년 고려대학교 대학원 수학과 졸업(이학박사)
1989년～현재 인제대학교 응용수학과 교수
※ 관심분야 : 전산수학, 셀룰라 오토마타론

최언숙(Un-Sook Choi)

2000년 부경대학교 대학원 응용수학과 졸업(이학석사)
2004년 부경대학교 대학원 응용수학과 졸업(이학박사)
2009년 부경대학교 대학원 정보보호학과 졸업(공학박사)
현재 동명대학교 자율전공학부 교수
※ 관심분야 : 셀룰라 오토마타론, 정보보호, 암호이론

이규진(Kue-Jin Lee)

2015. 2 부경대학교 응용수학과 이학석사 
※관심분야 : 셀룰라 오토마타론, 정보보호

공길탁(Gil-Tak Kong)

2014년 부경대학교 응용수학과 졸업(이학사)
2014. 3~현재 부경대학교 응용수학과 석사과정 중
※관심분야 : 셀룰라 오토마타론, 정보보호


