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ABSTRACT

Dynamic response of any small structure is always affected by the mass of the attached 
accelerometer. This paper predicts the natural frequencies and frequency response functions by remov-
ing the mass loading effect from the accelerometer. This mass loading is studied on a simple canti-
lever beams by varying the location of accelerometer. By using sensitivity analysis with iteration 
method, accelerometer mass and location are obtained. The predicted natural frequencies of the small 
cantilever beam without the accelerometer’s mass show good agreement with the structural 
re-analysis.

* 

1. 서  론

구조물의 동적 특성을 얻기 위해  전달함수 측정

은 매우 중요하므로 오래 동안 많은 사람들이 보다 

정확한 데이터를 측정하기 위해 노력해 왔다. 하지

만 측정된 전달함수는 종종 주위 환경에 따라 실험 

과정에서 여러 가지 원인으로 인해 부정확한 결과를 

가져오기도 한다. 이 중에 피할 수 없는 에러의 하나

는 소위 말하는 가속도계의 질량 부가 효과이다(1~3). 
구조물에 질량이 부가되면 고유진동수와 고유벡터가 

변경되기 때문이다. 그러나 대부분의 구조물들은 가

속도계 질량보다 훨씬 크므로 가속도계의 질량에 의

해 발생되는 고유진동수와 고유벡터의 변화는 매우 

적어 무시할 수 있다. 하지만 소형 구조물의 경우는 

질량이 작아 상대적으로 가속도계의 질량이 소형 구

조물의 동특성에 많은 영향을 미치게 되므로 가속도

계의 질량 효과를 상쇄시키는 방법이 필요하게 되었

다. 많은 연구자들이 질량부가 효과에 대해 연구하

였다(4~6). 하지만 질량효과를 정확히 상쇄시키지 못

했다. 왜냐하면 구조물에 질량이 부가되면 질량 행

렬이 변하기 때문이다. 이 변경된 질량 행렬을 구할 

때 구조 변경 후 모드의 변화가 없다고 가정하였기 

때문에 구조 변경량이 많으면 오차가 증가하여 구조

물에 적용하는데 한계가 있었다.  
가속도계의 질량 부가 효과를 상쇄하기 위해 실

험적인 연구가 필요하지만 실험하기 위해서는 관련 

이론이 우선 확립되어야한다. 따라서 여기서는 이론

적인 방법을 연구한다. 먼저 소형 구조물에 가속도

계를 서로 다른 두 곳에 하나씩 설치하여 각각의 고
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유진동수와 고유벡터를 측정하고 이를 이용하여 가

속계의 위치와 질량을 예측한다. 가속도계가 부착된 

모델에서 가속도계의 질량을 제거하고 감도해석을 

이용하여 가속도계가 없는 외팔보의 고유진동수를 

예측하며 재해석치와 비교하여 유효성을 검증한다.

2. 이 론

구조물에 질량이 변경되면 동특성이 변하게 된

다. 이때 구조 변경 전·후의 동특성은 다음과 같

이 된다.

    (1)

   
    

(2)

여기서 와  은 각각 구조 변경 전, 
후의 구조물의 강성 행렬 및 질량행렬, 질량변화량

행렬이며 와    는 각각 구조 변경 

전·후의 고유치와 고유벡터, 구조 변경 후의 고유치, 
고유벡터 변화량이다. 

2.1 유한요소의 강성행렬

길이가 L, 단면 2차모멘트가 I, 종탄성계수가 E
인 보의 유한요소의 강성행렬은 다음 식과 같다.

 













 




 


 




 







 







 




 




(3)

2.2 유한요소의 질량행렬

유한요소의 질량행렬은 다음 식으로 표현된다.

 












   
     

   
     

(4)

여기서 는 밀도, 는 요소의 단면적이다.

2.3 동특성 변화로부터 감도계수의 해석 

Fox는(7) 고유벡터의 변화량을 변경 전 고유벡터

의 선형결합으로 표시될 수 있다고 다음과 같이 가

정하였다. 

⊿ 




 (5)

여기서⊿는 i차 모드의 고유벡터 변화량이고  

는 k차 모드에 대한 i차 모드의 감도계수이며 

는 구조 변경 전 k차 모드이다. 식 (5)를 행렬

식으로 나타내면 다음 식으로 표현된다. 

    (6)

   
 (7)

여기서 [  ]와 [  ], [ ]는 고유벡터 변화량행렬

과 감도계수행렬, 구조 변경 전 고유벡터행렬이다. 
즉 감도계수행렬은 구조 변경 전 고유벡터행렬과 변

경후의 고유벡터 변화량행렬로부터 구할 수 있으며 

이것은 감도해석의 역변환 문제이다. 

2.4 기존의 감도해석 방법

Fox는(7) 감도계수를 다음과 같이 구하였다.

 

⊿ (8)

 

 



⊿ ⊿ (9)

⊿    (10)

⊿    (11)

여기서 와 는 각각 모드변화에 의한 질량 

및 강성 변화량 이며 
 과 

 은 고유치 와 λ
이다. 

식 (10)과 식 (11)을 행렬로 다음과 같이 나타낼 

수 있다.

φ  Δ φ  Δ (12)

φ  Δ φ  Δ  (13)
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그러나 위 방법은 구조물에 질량이나 강성 변경 

후에도 고유벡터의 변화가 없다고 가정하였기 때문

에 변경량이 많으면 감도 계수의 오차가 증가하여 

실제 구조물의 적용에는 한계가 있다. 이런 문제점

을 개선하기 위해서 다른 방법이(8,9) 제안되었다.

  

 





 ⊿ 







          ⊿









⊿   
(14)

 

 



 ⊿




⊿

     






⊿









⊿







  











(15)

     









⊿ ≠

    ⊿ 




⊿

 





  





⊿
(16)

2.5 변경된 가속도계 위치 및 질량 해석

(1) Fox 이론의 감도계수를 사용한 경우

질량만 변경될 경우 ⊿  이므로 식 (8)과 식

(9)는 다음과 같이 된다.

 

⊿ (17)

 

 






(18)

여기서 ⊿을 구하기 위해 식 (18)에서 구한 감도

계수 를 식 (17)과 식 (18)에 대입하고 정리하면 

다음과 같이 된다.

     (19)

Δ ω
ω ω  α ≠ (20)

한편 식 (12)으로 부터

Δφ  Δ φ    (21)

이  을 유한요소법의 질량행렬과 비교하여 

가속도계의 변경 위치 및 질량을 구할 수 있지만 질

량이 증가하면 오차도 증가된다.

(2) 새로 제안한 감도계수를 사용한 경우

질량만 변경될 경우 ⊿  이므로 식 (14)와 

식 (15)는 다음과 같이 된다.

  

 





 ⊿ 





⊿

    









⊿   

(22)

 

 



 





  

      

 











 ⊿ (23)

           





⊿




⊿










⊿ ≠

식 (22), (23)은 식 (8), (9)에 비해 복잡하여 식

(17)과 식 (18)과 같이 쉽게 ⊿을 구할 수는 없

으므로 다른 방법으로 구해야 한다. 여기서는 반복

법을 사용하여 ⊿를 다음과 같이 해석하였다. 
먼저 초기 값을 식 (17)과 식 (18)에서 구한다. 다음

에 식 (22), (23)에서 오른쪽 항에 있는 ⊿와 

⊿를 왼쪽 항으로 이동시켜 다음과 같은 반복 

식의 알고리즘을 유도하였다.

Δα    (24)

Δω
ω ω  α ≠ (25)

⊿ 





 





⊿

               









⊿   

(26)
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Δω
ω ω

 ω








  





  






⊿




⊿











⊿ ≠

(27)

여기서 Δ와 Δ는 각각 번과 번 반

복했을 때 구한 값이다. 이 을  행

렬로 고친 다음 식 (21)을 사용하여 을 해석하

고 가속계의 변경위치 및 질량을 구한다.

2.6 가속도계 제거 시 구조물의 고유진동수 

및 전달함수 예측 

가속계의 영향을 제거하여 구조물의 변경된 동특

성을 구하는 것은 구조물에 질량을 변경하였을 때 감

도해석을 이용하여 동특성을 예측하는 것과 동일한 

문제이다. 이에 대한 내용은 저자가 이미 연구한(9) 
내용으로 다음과 같다.

(1) 질량 변경에 따른 구조물의 감도계수 해석

식 (22)와 식 (23)으로부터 반복법을 사용하면 감

도계수는 다음과 같다.


  

 





⊿ 






⊿

        











⊿   

(28)


 


 



 





 






 














 ⊿

      






⊿






⊿













⊿ ≠

(29)

여기서 
와 

는 각각 번과 번 반복했

을 때 구한 값이다. 

(2) 감도계수로부터 해석 고유진동수 변화 예측

만약 구조물이 질량의 변화만 있고 강성의 변화

가 없다면 변경된 고유진동수는 식 (16)으로 부터 

다음과 같이 예측할 수 있다. 


  

  
 






 
 (30)

즉, 변경된 고유진동수는 변경 전 고유진동수와 

감도계수를 가지고 예측할 수 있다. 

2.7 고유진동수 및 전달함수 예측 순서

다음은 가속도계를 제거 시 구조물의 고유진동수

와 전달함수를 예측하는 순서이다.
(1) 가속도계를 한 점에 부착하여 고유진동수와 

진동모드를 구한다.
(2) 가속도계를 다른 점으로 이동시켜 고유진동수

와 진동모드를 다시 구한다.
(3) 가속도계의 이동 전·후의 진동 모드로부터 식

(7)을 이용하여 감도계수를 구한 다음 식 (24)와 식

(27)을 이용하여 가속도계의 변경위치 및 질량을 구

한다.
(4) 구조물에 가속도계를 부착한 위치에 순서 (3)

에서 구한 가속도계 질량을 제거시켜 식 (28)과 식

(29)를 이용하여 또 다른 감도계수를 구한다. 
(5) 이 감도계수를 식 (30)에 대입하여 가속도계가 

제거된 구조물의 고유진동수를 해석한 다음 가속도계 

제거 시 재해석한 구조물의 고유진동수를 비교한다.

3. 적용 예

Fig. 1은 위에서 해석한 이론을 적용하기 위해 사

용한 작은 외팔보 모델을 나타낸다. 외팔보의 세로

탄성계수는 210 GPa이고 밀도는 7850 kg/m3로 하였

으며 길이는 50 mm, 폭과 두께는 각각 10 mm, 1
mm로 하였다. 외팔보 동특성에 대한 가속도계의 영

향을 알기위해 외팔보를 5등분하였다. 시뮬레이션에 

사용하는 가속도계는 소형가속도계(B&K 4374)로 

가정하여 질량은 0.65 g로 하였고 외팔보의 질량은 
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(a) Cantilever model

(b) Attach the accelerometer on No. 5 element

(c) Attach the accelerometer on No. 3 element

Fig. 1 Model of cantilever with accelerometer

3.93 g이였다. 먼저 가속도계의 질량이 작은 외팔보

의 고유진동수에 어떤 영향을 주는지 알아보기 위해 

가속도계를 외팔보의 5번 요소에 부착하고 2번 절

점에서 가진하여 고유진동수, 고유벡터를 해석하였

다. 그 다음에 가속도계를 5번 요소에서 3번 요소로 

이동하고 마찬가지로 2번 절점에서 가진하여 고유진

동수와 고유벡터를 해석하였다.

4. 결과 및 고찰

4.1 고유진동수 검토

Table 1에 가속도계의 부착 위치에 따른 고유진

동수의 변화에 대해 5차까지 나타내었으며 Fig. 2
에 전달함수를 나타내었다. 3번 요소에 가속도계

를 설치한 경우의 고유진동수는 5번 요소에 가속

도계를 설치하였을 때와 비교하여 1차에서 최대로 

17.6 % 증가하였으나 2차의 경우는 오히려 5.1 % 
감소하였다. 이는 1차 모드의 경우 5번 요소가 2
차 모드는 3번 요소가 최대 모드이기 때문이다. 
이에 비해 4, 5차 모드의 경우는 고유진동수의 변

화가 거의 없었다. 

4.2 고유벡터 변화 검토

5번과 3번 요소에 가속도계를 각각 설치하고 고

유벡터를 정규화하여 Table 2에 나타내었다. 행(row)
는 모드를 나타내며 열(column)은 변위와 변위 각을 

Table 1 Comparison of natural frequencies according 
to the location of accelerometer in cantilever 
beam(kHz)

Mode
Location of accelerometer





No. 5  No. 3

1 0.273 0.321 1.176

2 1.940 1.842 0.949

3 5.540 5.711 1.030

4 10.794 10.780 0.998

5 18.009 17.957 0.997

Frequency(kHz)
0 5 10 15 20
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pl

itu
de

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

No. 3 Acc.
No. 5 Acc.

Fig. 2 Transfer function of cantilever according to 
the location of accelerometer in cantilever 
beam

나타낸다. 고유벡터의 값에서 홀수 열(column)은 변

위를 짝수 열(column)은 변위 각을 나타낸다. 
Table 3은 가속도계 설치 위치에 따른 고유벡터의 

변화량행렬 를 나타낸 것으로 3번 요소에 가속

도계를 설치하였을 때의 고유벡터인 Table 2(b)에서 

5번 요소에 가속도계를 설치하였을 때의 고유벡터인 

Table 2(a)를 빼어서 나타낸 값이다. 

4.3 감도계수의 해석

Fig. 3은 가속도계 부착 위치 변경에 따른 동특성 

변화로부터 감도계수를 구하여 나타낸 그림이다. 
Table 3의 고유벡터 변화량행렬 와  Table 2(a)
의 고유벡터 행렬 가지고 식 (7)을 이용하여 감도

계수를 해석하였다. 는 k차 모드에 대한 i차 모

드의 감도계수로 감도계수를 알면 설계 변수가 변화

하였을 때 식 (5)에 의해 고유벡터 변화량 를 알 
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Mode Eigenvectors × 

1 -0.0002 -0.0310 -0.0006 -0.0530 -0.0012 -0.0663 -0.0019 -0.0723 -0.0026 -0.0733 
2 -0.0009 -0.1423 -0.0021 -0.0755 -0.0021 0.0987 -0.0003 0.2403 0.0024 0.2745 
3 0.0018 0.1994 0.0018 -0.2256 -0.0013 -0.2627 -0.0015 0.2420 0.0025 0.4712 
4 0.0024 0.0708 -0.0007 -0.4571 -0.0015 0.3490 0.0019 0.0053 -0.0026 -0.6615 
5 0.0023 -0.2546 -0.0024 -0.0324 0.0021 0.2862 -0.0012 -0.4001 0.0023 0.7638 
6 -0.0014 0.7710 0.0009 -0.9129 -0.0004 1.0110 0.0001 -0.9544 0.0025 1.1420 
7 -0.0003 1.3840 -0.0015 -1.0000 0.0022 -0.1212 -0.0013 1.1310 -0.0027 -1.6100 
8 0.0008 1.7640 -0.0020 0.6853 -0.0007 -1.7820 0.0018 -0.6616 0.0031 2.4020 
9 -0.0013 -1.6470 0.0001 -2.6220 0.0014 -1.4710 0.0012 0.7430 0.0039 3.6350 

10 0.0006 0.6311 0.0006 1.4880 0.0005 2.2890 0.0000 2.8120 0.0053 5.6070 

Table 2 Comparison of eigenvectors according to the location of accelerometer
(a) Attach the accelerometer on No. 5 element

Mode Eigenvectors × 

1 -0.0002 -0.0378 -0.0007 -0.0631 -0.0014 -0.0770 -0.0022 -0.0826 -0.0031 -0.0835 
2 -0.0008 -0.1252 -0.0018 -0.0510 -0.0015 0.1274 0.0005 0.2506 0.0032 0.2758 
3 0.0018 0.1936 0.0016 -0.2510 -0.0015 -0.2335 -0.0012 0.3008 0.0032 0.4896 
4 0.0025 0.0793 -0.0005 -0.4268 -0.0005 0.4134 0.0021 -0.1570 -0.0033 -0.6964 
5 0.0022 -0.2363 -0.0020 0.0185 0.0021 0.0426 -0.0020 -0.1987 0.0031 0.8482 
6 -0.0014 0.8093 0.0009 -0.9311 0.0007 0.9717 -0.0011 -0.8496 0.0033 1.2364 
7 -0.0004 1.3472 -0.0011 -0.9232 0.0014 -0.6638 -0.0002 1.2823 -0.0034 -1.6243 
8 0.0008 1.7039 -0.0017 0.8063 -0.0015 -1.4864 0.0017 -1.3523 0.0038 2.4244 
9 -0.0013 -1.7841 0.0006 -2.4690 0.0001 -1.9650 0.0015 -0.5170 0.0031 2.4100 
10 0.0002 0.2108 0.0002 0.5377 0.0010 1.2870 0.0016 3.1816 0.0090 8.9980 

(b) Attach the accelerometer on No. 3 element  
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Fig. 3 Sensitivity coefficient of cantilever 

수 있다. 감도계수의 최대 값은 =0.5360이고 

최소 값은 =-0.3901이었다. 

4.4 변경된 가속도계 위치 및 질량의 해석

Fig. 4는 질량이 0.65 g의 가속도계를 5번 요소에

서 3번 요소로 이동한 후 예측한 가속도계의 질량

을 원래의 가속도계 질량으로 나누어 비율로 나타낸 

그림이다. 5번 및 3번 가속도계의 위치 및 질량의 

예측은 식 (24)~(27)을 사용하였으며 반복회수를 20
회까지 하였다. 2회 반복하였을 때 3번 요소와 5번 

요소에 각각 52.6 %, 169.3 %로 예측하여 오차가 

많이 발생하였지만 반복 횟수를 14회까지 하였을 

때 3번 요소에 100.3 %, 5번 요소에 99.9 %로 예측

하였고 반복회수가 증가함에 따라 오차가 감소하여 

수렴하는 것을 볼 수 있었다. 

4.5 가속도계 없을 때 고유진동수 및 전달함수

외팔보만의 고유진동수를 알아보기 위해 위에서 

구한 가속도계의 질량 0.65 g을 5번 요소에서 제거

하고 감도해석을 하였으며 이때의 감도계수를 Fig. 
5에 나타내었다. 

이 감도계수를 식 (30)에 대입하여 가속도계가 없

을 때 고유진동수와 전달함수를 예측하였고, 가속도

계에 없는 외팔보의 고유진동수와 전달함수를 재해

석하여 Table 4와 Fig. 6에 나타내었다. 가속도계가 

없을 때 예측한 고유진동수 전달함수가 재해석한 것 
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Mode Delta eigenvectors ×

1 0.0000 -0.0067 -0.0001 -0.0101 -0.0002 -0.0107 -0.0003 -0.0103 -0.0004 -0.0102
2 0.0001 0.0171 0.0003 0.0245 0.0006 0.0287 0.0008 0.0103 0.0008 0.0013
3 0.0000 -0.0058 -0.0002 -0.0254 -0.0003 0.0292 0.0003 0.0588 0.0006 0.0184
4 0.0001 0.0085 0.0002 0.0303 0.0010 0.0644 0.0002 -0.1623 -0.0006 -0.0349
5 -0.0001 0.0183 0.0003 0.0509 -0.0001 -0.2436 -0.0008 0.2014 0.0007 0.0844
6 0.0000 0.0383 0.0000 -0.0182 0.0011 -0.0393 -0.0012 0.1048 0.0008 0.0944
7 -0.0001 -0.0368 0.0004 0.0768 -0.0008 -0.5426 0.0011 0.1513 -0.0007 -0.0143
8 0.0000 -0.0601 0.0003 0.1210 -0.0008 0.2956 -0.0002 -0.6907 0.0007 0.0224
9 0.0000 -0.1371 0.0006 0.1530 -0.0013 -0.4940 0.0003 -1.2600 -0.0007 -1.2250

10 -0.0004 -0.4203 -0.0004 -0.9503 0.0005 -1.0020 0.0016 0.3696 0.0037 3.3910

Table 3 Delta eigenvectors according to the location of the accelerometer
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Fig. 4 Predictive accelerometer mass ratio according 
to the number of iteration 
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Fig. 5 Sensitivity coefficient of cantilever without ac-
celerometer

들과 잘 일치하므로 제안한 방법이 타당함을 알 수 

있었다.
Table 5는 5번 요소에 가속도계의 부착 여부에 따

라 고유진동수를 비교하여 나타낸 표이다. 1차모드

에서 22.3 %의 차이가 발생하였다. 이는 가속도계의

Table 4 Comparison of natural frequencies between 
without accelerometer and reanalysis(kHz)

Mode Without acc.   Reanalysis ′ ′


1 0.334 0.334 1.000

2 2.096 2.095 1.000

3 5.886 5.886 1.000

4 11.627 11.612 1.001

5 19.298 19.303 0.999
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Fig. 6 Comparison of transfer functions of cantilever 
with/without accelerometer

Table 5 Comparison of natural frequencies between 
without and with accelerometer(kHz)

Mode
With acc. (No. 5)

  
Without acc.

  



1 0.273 0.334 1.223

2 1.940 2.096 1.080

3 5.540 5.886 1.062

4 10.794 11.627 1.077

5 18.009 19.298 1.071
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부착 위치에 따라 차이가 날 수 있지만 소형 구조물

의 경우 가속계의 질량이 고유진동수에 많은 영향을 

주는 것을 알 수 있었다.

5. 결  론

소형 외팔보에 가속도계의 설치 위치에 따라 변

경된 동특성을 이용하여 가속도계의 제거 시 외팔보

의의 동특성을 이론적으로 예측하는 알고리즘을 개

발하였으며 다음과 같은 결론을 얻었다. 
(1) 가속도계 설치 위치에 따라 변경된 고유벡터

를 가지고 감도 계수를 해석하는 방안을 제안하였으

며 이를 이용하여 변경된 질량 행렬 해석하는 알고

리즘을 개발하였다.
(2) 변경된 질량 행렬로부터 유한요소법의 질량

행렬을 이용하여 가속도계의 위치 및 질량을 찾아

내었다.
(3) 위에서 구한 가속도계 위치 및 질량을 이용하

여 가속도계가 없을 때 외팔보의 고유진동수를 감도

해석을 사용하여 예측하였으며 재해석한 고유진동수

와 잘 일치하므로 제안한 방법이 타당함을 알 수 있

었다. 
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