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Abstract

Traditional criteria for optimum experimental designs depend on the specifications of the model; however,

there will be a dilemma when we do not have perfect knowledge about the model. Box and Draper (1959)

suggested one direction to minimize bias that may occur in this situation. We will demonstrate some

examples with exact solutions that provide a no-bias design for polynomial regression. The most interesting

finding is that a design that requires less bias should allocate design points away from the border of the

design space.
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1. 서론

가정된 모형에 대한 불확실성하에서 실험계획을 다룬 대표적인 초기 논문으로 Box와 Draper (1959)을

들 수 있다. 후속되는 논문들의 일부는 이 효시적인 논문의 정신을 이어 받아 다른 분야로의 접목

을 시도하였고 일부는 모형의 불확실성을 감안한 복합실험(composite design)이라든지 참의 모형을

구축하기 위한 모형차별실험(model discrimination design)으로 연구가 진행되었다. 본 연구에서는
먼저 Box와 Draper (1959)의 논문이 왜 아직까지 각광을 받고 있는지에 대한 이해를 다항회귀모
형(polynomial regression model)을 중심으로 소개하고 그들이 제안한 최소편의(minimum bias) 실험

의 구조적인 성격을 다양한 예제를 통해 알아본다. 또한 주어진 모형을 가정한 전통적인 실험기준과 어

떤다른특징이있는지알아볼것이다. 제 2절에서는이를위하여최적실험에관한기본적인내용을표
현하고 왜 최소편의 실험계획이 중요한지에 관한 동기유발 예시를 한 다음 제 3절에서는 다항회귀모형
을중심으로최소편의실험의속성에대해알아본다. 제 4절에서는결론과향후과제를논하여본다.

2. Q-최적실험과 최소편의 실험계획

앞으로전개될논의를위해식 (2.1)과같은선형모형을가정한다.

yij = θT f(xi) + ϵij , i = 1, 2, . . . , k; j = 1, 2, . . . , ni,

k∑
1

ni = N, (2.1)
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여기서 θ ∈ Rm는 미지의 모수벡터 θT = (θ1, θ2, . . . , θm)이고, f(x)는 주어진 반응변수의 형태에 의존

하는 m × 1 벡터이며 fT (x) = (f1(x), f2(x), . . . , fm(x))로 표기한다. 받힘점(support point) x는 어

느 집합 Ω에서 선택될 수 있는 통제 가능(controllable)한 변수이고 ϵij는 오차벡터로서 기댓값이 0이

고, 분산은 σ2로 가정한 서로 비상관인 확률오차이다. 제시된 Ω는 실험점이 위치하는 실험영역으로 통

상 Ω ∈ [−1, 1]으로간주한다.

실험설계는실험영역 Ω 내의유한개의 k개의점 xi ∈ Ω, i = 1, 2, . . . , k에대한확률질량함수 ξ로기술

된다. 식 (2.1)에 의하면 이러한 ξ은 ξ = {n1/N, n2/N, . . . , nk/N}로 표기된다. 앞으로 각각의 xi에서

의질량은 ξ(xi)로표기한다.

N × ξ(xi)가 정수라는 제약조건이 주어지면 정확실험설계(exact design), 제약조건이 없는 경우를 근사
실험설계(approximate design) 혹은 연속실험설계(continuous design)이라 한다. 본 연구에서는 후자
를선택한다. 정확실험설계의중요성은결론부분에서토의한다.

식 (2.1)의 확률오차 ϵ에 대하여 정규분포를 가정한다면 실험설계 ξ의 정보행렬(information matrix)은

식 (2.2)와 같이 주어진다. 이 정보행렬로 실험설계의 정보의 양을 측정하는데 통상적으로 비특이(non-

singular) 행렬을가정한다.

M(ξ) =
1

N

k∑
i=1

nif(xi)f
T (xi). (2.2)

이러한 정보행렬은 1/N을 제외하면 통상적인 X ′X이다. 따라서 식 (2.2)는 정규화(normalized)된 정

보행렬로불린다. 또한이를연속적인표기방법으로구현하면식 (2.3)으로표기가가능하다.

M(ξ) =

∫
Ω

f(x)fT (x)dξ(x). (2.3)

최적실험설계분야에서는 대표적인 실험설계기준으로 M(ξ)의 행렬식을 최대화시키는 D-최적 실험설계

기준이 있고, 다른 하나는 x0 ∈ Ω인 경우 예측분산(prediction variance), σ2fT (x0)M
−1(ξ)f(x0)의 최

대값을 최소화하는 G-최적 실험설계기준이 존재한다. 이러한 D-와 G-최적 사이에는 동격성(equival-

ence)이 존재한다. 최적성은 예측분산의 최대값이 모형의 모수의 개수와 일치하는지 여부를 통해 확인

할 수 있다. 그리고 본 연구에서 주로 쓰일 선형최적의 한 형태인 Q-최적실험이 있다. G-최적은 예측

분산의최대값의최소화하는실험기준이나 Q-최적은식 (2.4)에서와같이실험영역에서예측분산의 (가

중)평균을최소화하는실험기준이다.

M(ξ) =

∫
Ω

σ2fT (x)M−1(ξ)f(x)dλ(x), (2.4)

여기서 λ는 가중치를 반영하기 위한 가중함수로 이해한다. 그리고 보통 식 (2.4)을 계산할시 λ를 실험

영역에서 균일분포로 가정하는데 반드시 그럴 이유는 없다. 실험영역, Ω ∈ [−1, 1]을 벗어나 확장될 수

있으며 균일분포가 아닌, 가중치의 유연성을 반영한 베타(beta) 분포를 적용하는 경우가 있다. 예외적

인 경우는 Kim (1995)과 같은 논문을 참고하기 바란다. 2차 회귀모형을 예를 들어 G-최적과 Q-최적의

차이점을간단하게설명한다. 단순회귀모형인경우는두최적은동일한실험계획을제공한다.

예제 2.1: 2차 회귀모형 fT (x) = (1, x, x2)인 경우 D(G)-최적은 ξ(±1) = ξ(0) = 1/3이고 Q-최적

인 경우는 ξ(±1) = 0.25, ξ(0) = 0.5이다. 분산함수 fT (x)M−1(ξ)f(x)를 실험영역에 그려보면 Figure

2.1과 같은데 실선이 G-최적 그리고 점선이 Q-최적의 분산함수이다. Figure 2.1에서 보듯이 D(G)-최

적의 최대값은 2차 회귀모형의 모수의 개수인 3과 정확히 일치한다. 반면 Q-최적은 실험영역의 양극
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Figure 2.1. Variance function of fitted value at Q-optimality and D-optimality (dotted line: Q-optimality, real

line: D-optimality).

점에서는 분산의 값이 4로 G-최적의 분산의 최대값인 3보다 높지만 실험영역 대부분에서는 D(G)-최적

보다는분산의값이낮게나온다는사실을확인할수있다.

그러나 이와는 달리 단순 선형모형인 경우는 G-최적이나 Q-최적이나 다 같이 ξ(±1) = 0.5로 나온

다. 기본적으로 모형이 단순회귀 모형이라면 양극점에 등질의 질량을 부여하는 것이 최상의 실험이
다. 그러나 Figure 2.2에서 짐작하듯이 참의 모형이 2차 회귀모형이라면 주어진 모형의 분산에 기초
한 실험 ξ(±1) = 0.5보다는 대안실험 ξ(±3/4) = 0.5에서 E[y(x)], x ∈ Ω의 추정치의 기대제곱오차

값(expected squared error; MSE)이 대부분의 실험영역에서 더 작다. 따라서 참의 모형이 2차 회귀모
형이라면 D(G)-최적과같은실험기준보다는대안실험이 MSE 관점에서보면더나을수있다.

따라서 가정한 모형과 참의 모형사이의 간극을 좁히기 위한 방법이 Box와 Draper (1959)의 논문의 배

경이다. 이를위하여식 (2.1)을다음과같이분해하여본다.

yij = θT1 f1(xi) + θT2 f2(xi) + ϵij , (2.5)

여기서모수벡터 θ1과 θ2의크기는각각m1과m2이며 f1과 f2역시해당되는 f(x)의부분집합이다. 그
러나 ŷij = θ̂T1 f1(x)을 적합 시켰다고 가정하자. 그러면 어떤 점 x에서의 ŷ의 제곱오차(squared error),

err(x)2는다음과같고

err(x)2 =
(
θT1 f1(xi) + θT2 f2(xi)− θ̂T1 f1(x)

)2
이고 이에 대한 기댓값인 평균제곱오차(MSE)는 E[err(x)2] = (E[err(x)])2 + Var[err(x)]로 나타난

다. 이를 Box와 Draper (1959)는 λ에 대해 적분을 취한 IMSE(integrated mean squared error)는



1230 Dae-Heung Jang, Youngil Kim

−1 0 1

x

Figure 2.2. Alternative design of D(G−) optimal design (dotted line).

식 (2.6)과같다.

IMSE =

∫
Ω

MSEdλ(x) = V +B, (2.6)

여기서 V는 integrated variance의 약자이고 B는 integrated bias의 약자이다. 그리고 V와 B는 다음

과같이각각표기된다.

V =

∫
Ω

σ2Var [err(x)] dλ(x) =
σ2

N
tr
[
M11(ξ)

−1µ11

]
,

B =

∫
Ω

E [err(x)]2 dλ(x) = θT2
(
µ22 −M21M

−1
11 µ12 − µ21M

−1
11 M12 +M21M

−1
11 µ11M

−1
11 M12

)
θ2,

여기서

M11(ξ) =
1

N

k∑
i=1

nif1(xi)f
T
1 (xi), M12(ξ) =

1

N

k∑
i=1

nif1(xi)f
T
2 (xi)

이고

µ11 =

∫
Ω

f1(x)f
T
1 (x)dλ(x), µ12 =

∫
Ω

f1(x)f
T
2 (x)dλ(x)

이다.

V는 f1(x)에대하여 Q-최적의대상이고더나아가 B는 B = B1 + B2로분해된다. 여기서 B1과 B2는

아래와같다.

B1 = θT2
(
µ22 − µ21µ

−1
11 µ12

)
θ2,

B2 = θT2
((
M21M

−1
11 − µ21µ

−1
11

)
µ11

(
M−1

11 M12 − µ−1
11 µ12

))
θ2. (2.7)
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그러나 식 (2.7)에서 B1은 실험과는 무관한 항목이기 때문에 실험하는 단계에서는 무시한다. 그리고
θ2에상관없이 B2 = 0이되는필요충분조건은식 (2.8)과같다.

M−1
11 M12 = µ−1

11 µ12, (2.8)

여기서 M−1
11 M12는 별명(alias) 행렬임을 주지하기 바란다. 이러한 B2 = 0을 만족하는 조건의 실험의

존재 여부 및 그 형태에 Box와 Draper (1959)에 의하여 언급이 되었고 Karson (1970), Hunga와 Fan

(2004), Draper와 Guttman (1992), Montepiedra와 Fedorov (1997), Abdelbasit와 Butler (2006) 여

러 연구자에 의하여 연구가 되었다. 그러나 많은 논문들은 이론적인 틀만 제시하고 그 해가 구체적이
지 못하였다. 그 이유로는 아무리 모형이 단순하다고 하더라도 그 해가 복잡한 수식으로 전개되기 때
문이라고 본다. 또한 대다수의 논문은 B에만 국한하지 않고 V와 B를 동시에 고려하였는데 이는 σ2과

θ2를 모르고 실험을 하는 문제가 되므로 단순한 직관적인 해를 구하기 힘들다. 따라서 본 연구에서는
B2 = 0를 만족하는 연속적인 실험에 국한한다. 이러한 실험을 본 연구에서는 최소편의실험(minimum

bias design)이라부른다.

그리고 본 연구에서는 문제의 단순성과 그러한 실험의 속성을 구체화하기 위하여 다항회귀모형만을 중
심으로 수치적인 해를 제공하고자 한다. 과연 위의 동기유발예제에서 보였던 대안실험의 성질이 최소

편의실험에서도 존재 하는지 알아보고자 한다. 그리고 본 연구에서는 Figure 2.2에서 언급한 이슈를

더 잘 설명할 수 있도록 연속실험의 관점에서 다루기로 한다. 수치적인 해로서는 필요충분조건의 만

족 여부에 따라 이산형의 실험인 경우는 Myer와 Nachtsheim (1995)의 교환알고리즘(exchange algo-

rithm)을 이용할 수 있으나 본 연구에서는 GRG2(generalized reduced gradient 2)란 비선형계획법 알

고리즘을 이용하여 그 필요충분조건을 만족하는 연속적인 실험계획의 해를 찾았다. GRG2 알고리즘은

Leon Lasdon 교수가 개발하여 Excel의 해찾기(solver)기능에 내장되어 있다. 이전에는 모형이 복잡한

경우구체적인해를얻지못하였으나이러한알고리즘의도움으로수치해석적이나마해의구조를좀더
정확하게 알아 볼 수 있게 되었다. 제 3절에서는 다항회귀모형을 중심으로 B2 = 0의 조건을 가지는 실

험의형태를알아본다.

3. 예제

예제 3.1: 주어진 fT (x)를 f1(x) = (1, x), f2(x) = (x2)로 분해하여 보자. 선형모형을 가정하고 실험

을 하려고 하나 참의 모형이 f2(x) = (x2)을 포함한 2차 회귀모형인 경우 나타날 편의를 최소화하는 실
험을하여본다. fT (x) = (1, x, x2)인경우잘알려져있듯이 D(G)-최적은

ξ(±1) = ξ(0) =
1

3

이다. 각 받힘점에 부여된 질량은 1/3로 고정하고 B2 = 0의 필요충분조건 M−1
11 M12 = µ−1

11 µ12을 만족

하는 0,±x의구조가어떻게나타나는지살펴보았다.

ξ(±0.707) = ξ(0) =
1

3

참고로위의실험하에서는 M11 =
(

1 0
0 2/3

)
, M12 =

(
2/3
0

)
, µ11 =

(
1 0
0 1/3

)
, µ12 =

(
1/3
0

)
으로나타나

필요충분조건을만족시킴을알수있다.

만약받힘점의구조를 0,±1로그대로두고질량을재배치한다면 ξ(±1) = 1/6, ξ(0) = 2/3으로나온다.

이러한 실험은 식 (3.1)에서 언급한 실험과 비교하여 본다면 양극점이 안쪽으로 축소가 되지 않고 가운
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데 받힘점인 0에 배정되는 질량을 1/3에서 2/3로 2배가 증가함을 알 수 있다. 참고로 Q-최적 실험은

ξ(0) = 1/2을배정한다는것을감안한다면오히려 B2 = 0을위한실험은 Q-최적보다도많은질량을가

운데받힘점에배정한다는사실을알수있다. 이두실험은모두다 B2 = 0을만족시키는실험이다.

N = 3이라면 당연히 첫 번째 실험이 이상적이다. N이 3의 배수가 되지 않는 한 각 받힘점에 배정되

는 실험의 질량에 따라 ±x의 값은 달라 질 수밖에 없다. 예를 들어 ξ(±x) = 1/5, ξ(0) = 3/5로 질량

이 정해져 있다면 더 이상 B2 = 0으로 하는 실험은 ±x = ±1이 아니다. 그러나 가운데 질량이 3/5 만

큼 부여가 되어 있으므로 ±1에서 이탈되는 양이 많지 않을 것이다. 이는 수치적으로 증명이 가능하다.

±x = ±0.80으로 밝혀지는데 ±x = ±0.707보다 ±1에서 이탈되는 양이 크지 않음을 알 수 있다. 결론

적으로 편의를 최소화 하는 실험은 예제 3.1인 경우는 기본적으로 양극단에 받힘점을 배치하기 보다는
양극단에서 이탈된 지점에서 받힘점을 재배치하거나 혹은 가운데 받힘점에 좀 더 많은 질량을 배정하는
것이타당하다고보여진다.

예제 3.2: 이번 예제는 예제 3.1을 확장하여 본다. 3차 회귀모형을 참의 모형으로 가정하고 같은 증상
이 나타나는지 수치적으로 확인하여 본다. fT (x) = (1, x, x2, x3), f1(x) = (1, x, x2), f2(x) = (x3)으로

설정되는 경우이다. 기존 문헌에서는 필요층분조건을 맞추기에는 모멘트의 함수가 복잡하므로 그 조건
에 대한 구체적인 해가 나와 있지 않다. 참고로 D(G)-최적실험은 ξ(±1) = ξ(±0.4472) = 1/4로 나타

난다. ξ(±x1), ξ(±x2)에 부여되는 질량을 등질량인 1/4로 하고 구하여 보면 ±x1 = ±0.8425, ±x2 =

±0.43611로 나타난다. 역시 예제 3.1과 마찬가지로 양극단에서 바깥쪽 받힘점들의 위치가 ±1에서 안

으로 줄어드는 현상이 나타난다. 그러나 안쪽 받힘점의 위치는 거의 변화가 없다. 그리고 받힘점의 구
조를 ±1,±x로하고질량을변화하였을때는

ξ(±1) = 0.08994, ξ(±0.50249) = 0.4101

로나타난다. 역시안쪽받힘점에질량이많이배정되는결과를보여준다. 역시 B2 = 0의실험을잘특

징지어준다고본다.

예제 3.3: fT (x) = (1, x, x2, x3, x4), f1(x) = (1, x), f2(x) = (x2, x3, x4)인 경우를 살펴보자. 4차 회

귀모형에서D(G)-최적인 경우 받힘점이 5개로 나오는데 본 연구에서는 0, ξ(±x1), ξ(±x2)에 주어지는
질량을 0.2로두고받힘점의위치가어떻게조정되는지보았다.

±x1 = 0.8325, ±x2 = 0.3745.

바깥 받힘점과 안쪽 받힘점의 위치가 D-최적에 비해 양극단에서 안쪽으로 이탈됨을 알 수 있어 예
제 3.1과 예제 3.2와 마찬가지의 현상이 나타난다. 다만 안쪽 받힘점의 위치가 조정됨이 달라지는 점

이라 할 수 있다. 예제 3.2 보다는 안쪽으로의 이탈이 조금 더 심하게 일어나는데 이는 모형의 설정

상 당연한 결과로 보인다. 또한 ±1,±x, 0을 받힘점으로 하고 x 및 질량을 구하면 ξ(±1) = 0.0667,

ξ(±0.5774) = 0.2999, ξ(0) = 0.2667로나타나역시안쪽받힘점에많은질량을배정함을알수있다.

몇 가지 예제를 보게 되면 차수가 높은 모형을 염두에 둔 B2 = 0 실험은 우리가 동기부여 예제에서 보

았듯이 V만 염두에 둔 실험보다는 향후 발생될 편의를 염두에 둔 실험으로 모형의 불확실성에 대한 상

황을 유연하게 대처 할 수 있다고 본다. 즉 양 극단에서 받힘점을 구하지 않고 받힘점의 위치를 실험영
역안쪽으로정하면된다.
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4. 결론 및 토의

본 연구에서는 Box와 Draper (1959)가 제안한 IMSE 중에서 B2만을 최소화하는 실험을 다항회귀모
형을 중심으로 알아보았다. 다른 연구와 달리 IMSE의 V,B의 관계를 감안한 실험을 하지 않고 B2만

을 감안하여 실험한다는 것은 B가 V에 비해 압도적으로 크다고 가정할 경우가 된다. 따라서 본 연구
의 목적을 B2만의 실험이 V만의 실험과 비교하여 어떤 특징을 가지는지를 알아보고자 설정하였다. 편

의가 발생되는 상황이라면 실험영역의 극단에 받힘점을 배정하는 것과 달리 영역가운데 쪽으로 재배치
되는 것이 더 바람직하다는 사실을 다항회귀모형에서는 수치적으로 확인하였다. 향후과제로서 Jones와

Nachtsheim (2011a, 2011b)이 시도하였던 별명(alias)의 놈(norm)을 최소화 하는 과정에서 밝혀진 확

정적인 선별실험설계(definitive screening experiment)와 본 연구에서 제안한 B2 = 0을 추구하는 실험
간에 어떤 연관성이 있는 지 혹은 모형을 다차원 다항회귀모형으로 확장을 하였을 때 어떤 규칙성이 존
재하는지를 탐색하는 것이다. 본 연구의 결과로 추정컨대 분명히 유사한 관계가 존재한다고 보여진다.

또한 V와 B의 복합실험에도 다양한 예제를 수치적으로 밝힐 필요가 있다. 또한 이의 내용을 정확실험

설계로확장하는것도실제실험자에게는매우중요한연구주제가될것이다.
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요 약

전통적으로 최적실험을 위한 실험기준들은 기본적으로 가정된 모형에 의존한다. 따라서 모형에 대한 완벽한 정보를

가지지 않는 경우 실험자는 곤란에 빠질 수 밖애 없다. Box와 Draper (1959) 이런 상황에 대비해 적분된 평균제
곱오차의 편의부분에 해당하는 적분된 편의를 최소화하는 실험기준을 제안하고 필요충분조건을 명시하였다. 그러나
간단한 예제를 제외하고는 문헌에서는 이러한 필요충분조건을 만족하는 실험에 대한 구채적인 예제는 계산상의 문제
로 예상외로 많이 연구가 되어 있지 않다. 비록 수치적인 해이긴 하지만 다항회귀모형을 중심으로 최소편의를 만족
하는 실험의 성격을 파악하였는데 결론적으로 양극단에서 안쪽 방향으로 이탈되는 위치에서 받힘점이 형성되는 것을
알수있었다.

주요용어: 편의, 최소편의실험, Q-최적실험, 적분평균제곱오차(IMSE)
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