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간단한 평면 오실레이터의 위상 천이의 시변 분산에

대한 기존 3개 모델의 추정 정확도 비교

Accuracy Comparison of Existing 3 Models in Estimating Time-Varying

Variance of Phase Deviation of a Simple Planar Oscillator
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Abstract

Through Montecarlo simulation, this study compares how accurately the existing three phase deviation models

estimate the time-varying variance of a planar oscillator perturbed by Gaussian noises. The comparison reveals

that Kaertner model estimates the time-varying variance with about 1000 times higher accuracy than ISF or PP

model exhibits. Additionally, it finds that the estimation accuracy of PP model is somewhat higher than that of ISF

model.

요 약

본 연구에서는, 가우시안 잡음에 의해 교란된 평면 오실레이터의 위상 천이의 시변 분산을, 기존 3개 위상천이 모델

이 얼마나 정확하게 추정할 수 있는지를 몬테카를로 시뮬레이션을 통하여 비교한다. 비교 결과, Kaertner 모델이

ISF 모델이나 PP 모델 보다 약 1000배 높은 정확도를 가지고 위상 천이의 시변 분산을 추정한다는 것을 알 수 있

다. 또한, PP 모델의 추정 정확도는 ISF 모델 보다 다소 높다는 것을 알 수 있다.
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Ⅰ. 서론

오실레이터 위상잡음 이론은 위상천이 모델

(phase deviation model)로부터 시작하여 정립된

다[1]-[4]. 지금까지 알려진 위상천이 모델은

perturbation projection-based model(이하, PP

모델) projection-based ISF model(이하, ISF 모

델), Kaertner model(이하, Kaertner 모델)등 3가

지가 있다[1]-[4]. 시간 영역에서 전개된 모든 위

상잡음 이론은 이 3개의 모델을 기초로 하고 있

으며, 최근에 임펄스와 임펄스 열 형태의 잡음에

대하여 오실레이터가 나타내는 위상 천이의 시변

(時變) 궤적을 상기 모델이 어떠한 정확도를 가

지고 추정하는지에 대한 연구[5]-[7]가 있었다.

그러나 실제 상황과 유사하게 오실레이터에 가우

시안 잡음이 입력되었을 때 오실레이터가 나타내

는 위상 천이의 시변 궤적과 시변 분산을 상기

모델이 얼마나 정확하게 추정하는지에 대한 연구

는 지금까지 없었다. 특히, 시변 분산을 얼마나

정확하게 추정하는지의 여부를 조사하는 것은 매
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우 중요하다. 왜냐하면 시변 분산의 기울기(확산

계수)는 잡음에 의해 교란된 오실레이터 위상의

확산속도(교란속도)를 나타내는 척도로서 위상잡

음 식과 타이밍 지터 식에 존재하는 계수이기 때

문이다[3],[4],[8],[9].

본 논문에서는 가우시안 잡음이 입력되었을 때

오실레이터가 나타내는 위상 천이의 시변 궤적과

시변 분산을 3개 모델이 얼마나 정확하게 추정

(모델링)할 수 있는지에 대한 연구를 수행한다.

이를 위해, 500가지 독립된 가우시안 잡음에 의

해 교란된 평면 오실레이터가 나타내는 위상 천

이의 시변 궤적과 시변 분산을 몬테카를로 시뮬

레이션을 통하여 얻고 이를 상기 3개 모델이 예

측하는 것들과 비교한다.

본 논문에서 사용하는 오실레이터는 물리적 회

로로 이루어진 실제 오실레이터가 아니라 van

der Pol 오실레이터처럼 수학적으로 개념화한 간

단한 평면 오실레이터이다[10]. 이 오실레이터는

실제 오실레이터로부터 해석적으로 얻기가 거의

불가능한 Floquet 벡터를 해석적으로 얻을 수 있

으며 이로부터 상기 3가지 모델의 임펄스 응답을

손쉽게 얻을 수 있기 때문에 사용한다[5],[6].

Ⅱ. 기존 3개 위상천이 모델의 가우시안

잡음에 대한 평면 오실레이터의 위상천이

응답 추정

외부잡음 에 의해 교란된 평면 오실레이터의

행동을 극좌표계로 기술하는 상태 방정식은
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(1)

이다[6],[10]. 여기서 는 외부잡음 에 의해

교란된 발진 신호의 위상을 나타내고, 는 외

부잡음이 없을 때( ) 발진 신호의 위상을

나타낸다. 는 교란된 발진 신호의 위상이 교

란되지 않은 발진 신호의 위상에 비해 얼마나 천

이 되어 있는지를 나타내며 아래 식 (2)와 같이

표현할 수 있다.

   (2)

는 외부잡음 가 오실레이

터의 상태벡터에 의해 변조되는 것을 모델링하기

위해 도입된 잡음 변조벡터로서

 











 (3)

의 형태를 갖는다.  는 외부잡음에

의해 교란되지 않은 오실레이터가 정상상태에 도

달한 후 위상 에서 평가된 상태벡터로

서
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가 된다.

평면 오실레이터의 가우시안 잡음 에 대한

위상천이 는 다음과 같이 구한다. 우선 임의

시간 에 평균 0과 분산 1의 정규분포를 갖는 임

의 수 발생기에서 생성되는 를 식 (1)에 대입

한 후 식 (1)을 수치 해석적으로 풀어서 가우시

안 잡음에 의해 교란된 를 구한다.(본 연구에

서 사용한  의 구체적 형태는 3

장에서 주어진다.) 다음으로  으로 둔 후 식

(1)을 수치 해석적으로 풀어 외부잡음에 교란되

지 않은 를 구한다. 그러면 구하고자 하는

위상 천이 는 식 (2)에 의해 구해진다.

참고문헌[5],[6]에 의하면, 본 연구에서 사용하

는 평면 오실레이터가   에서 가해지는 임펄

스   에 대하여 반응하는 위상천이 임

펄스 응답은 ISF, PP, Kaertner 모델에 의해 아

래의 식 (5), (6), (7)로 각각 모델링 된다.
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(7)

따라서 3개 모델은 가우시안 잡음 에 대해서

평면 오실레이터가 나타내는 위상천이 를 아

래 상승(相乘)적분 (8)을 계산함으로써 추정한다.


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식 (8)은 매순간 입력되는 가우시안 잡음에 대해

수치 해석적으로 계산한다.

다음 장에서는 가우시안 잡음에 의해 교란된

평면 오실레이터의 운동 방정식 (1)을 수치 해석

적으로 적분함으로써 얻는 의 시변궤적과 기

존 3개 모델이 식 (8)에 의하여 계산하는 의

시변궤적을 500개 서로 독립된 가우시안 잡음에

대해 몬테카를로 시뮬레이션에 의해 얻는다. 동

시에 이들로부터 평면 오실레이터 의 시변

분산과 3개 모델이 추정하는 의 시변 분산을

비교한다.

Ⅲ 위상천이 시변 분산특성에 대한 3가지

모델의 추정 정확도 비교

1. 시불변 변조벡터의 사용

변조 벡터식 (3)이 식 (9)와 같이 시간에 관계

없이 일정한 경우, 그림 1(a)와 같은 500번째 가

우시안 잡음 에 의해 유발되는 평면 오실레이터

의 위상천이 의 시변궤적과 기존 3개 모델이

추정하는 궤적을 시뮬레이션에 의해 얻으면 그림

1(b)과 같다.

그림 1(b)에서 볼 수 있듯이, 가우시안 잡음에

의해 교란된 평면 오실레이터의 위상 천이 

(‘o’로 표시)의 시변 궤적을 가장 정확하게 추정
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Fig. 1. (a) Gaussian noise, (b) Time evolutions of

the phase deviations of planar oscillator(o), Kaertner

model(solid line), PP model(··), and ISF model(·-)

for the use of time-invariant noise modulation

vector

그림 1. (a) 가우시안 잡음, (b) 시불변 잡음변조 벡

터 사용에 대한 평면 오실레이터(o), Kaertner 모델

(실선), PP 모델(··), ISF 모델(·-) 이 나타내는 위상

천이의 시간에 따른 궤적

                                               

하는 모델은 Kaertner 모델(‘실선’ 표시)이며 그

다음이 PP 모델(‘··’로 표시)이다. 가장 부정확하

게 추정하는 모델은 ISF 모델(‘·-’로 표시)임을

알 수 있다. 나머지 499개의 가우시안 잡음에 대

해서도 오실레이터 를 3개 모델이 추정하는

양상은 동일했다.

그림 1(a)와 같은 500개 서로 독립된 가우시안

잡음의 각각에 대하여 그림 1(b)과 같은 의
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시변 궤적을 얻는다. 얻어진 500개 로부터

의 앙상블 평균   와 의 앙상블

평균의 제곱    를 얻는다. 이들 사이의 차

로부터 평면 오실레이터와 3개 모델이 나타내는

의 분산   를 그림 2와 같이 얻는다.

그림으로부터 평면 오실레이터의 시변 분산(‘o’로

표시)을 가장 정확하게 추정하는 모델은

Kaertner 모델(‘실선’ 표시)이며 그 다음이 PP 모

델(‘··’로 표시)이다. 가장 부정확하게 추정하는

모델은 ISF 모델(‘·-’로 표시)임을 알 수 있다.

Fig. 2. Time-varying variances of the phase

deviations of planar oscillator(o), Kaertner model(solid

line), PP model (··), and ISF model (·-) for the use

of time-invariant noise modulation vector

그림 2. 시불변 잡음변조 벡터 사용에 대한 평면 오

실레이터(o), Kaertner 모델(실선), PP 모델(··), ISF

모델(·-) 이 나타내는 위상 천이의 시변 분산

2. 시변 변조벡터의 사용

변조 벡터식 (3)이 아래의 식 (10)과 같이 시간

에 따라 변하는 경우, 그림 1(a)와 같은 500번째
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


 (10)

가우시안 잡음 에 의해 교란되는 평면 오실

레이터의 위상천이 의 시변궤적과 기존 3개

모델이 추정하는 시변궤적을 시뮬레이션을 통해

찾아낸 결과는 그림 3과 같다.

그림 3 에서 볼 수 있듯이, 가우시안 잡음에

의해 교란된 평면 오실레이터의 위상 천이 

의 시변 궤적을 가장 정확하게 추정하는 모델은,

시불변 변조벡터를 사용하는 경우와 동일하게

Kaertner 모델이며 그 다음이 PP 모델이다.

Fig. 3. Time evolutions of the phase deviations of

planar oscillator(o), Kaertner model(solid line), PP

model(··), and ISF model(·-) for the use of

time-variant noise modulation vector

그림 3. 시변 잡음변조 벡터 사용에 대한 평면 오

실레이터(o), Kaertner 모델(실선), PP 모델(··), ISF

모델(·-)이 보이는 위상 천이의 시간에 따른 궤적

가장 부정확하게 추적하는 모델은 ISF 모델임을

알 수 있다. 나머지 499개의 가우시안 잡음에 대

해서도 오실레이터 를 3개 모델이 추정하는

양상은 동일함을 보였다.

그림 1(a)와 같은 500개 서로 독립된 가우시안

잡음을 사용하여 평면 오실레이터가 나타내는 위

상천이 의 시변 분산과 3개 모델이 추정하는

시변 분산을 몬테카를로 시뮬레이션을 통해 찾아

낸 결과는 그림 4와 같다. 그림으로부터 평면 오

실레이터의 시변 분산을 가장 정확하게 추정하는

모델은 시 불변 변조벡터를 사용한 경우와 동일

하게 Kaertner 모델이며 그 다음이 PP 모델이다.

가장 부정확하게 추정하는 모델은 ISF 모델임을

알 수 있다.



Accuracy Comparison of Existing 3 Models in Estimating Time-Varying Variance of 45

Phase Deviation of a Simple Planar Oscillator

(504)

Average errors (rad2)

Kaertner 
model

PP model ISF model

Time-invariant 
noise 

modulation 
vector

1.58․10-10 2.71․10-7 5.81․10-7

Time-variant 
noise 

modulation 
vector

2.72․10-11 5.30․10-8 6.44․10-8

Fig. 4. Time-varying variances of the phase

deviations of planar oscillator(o), Kaertner

model(solid line), PP model (··), and ISF model (·-)

for the use of time-variant noise modulation vector

그림 4. 시변 잡음변조 벡터 사용에 대한 평면 오

실레이터(o), Kaertner 모델(실선), PP 모델(··), ISF

모델(·-) 이 나타내는 위상 천이의 시변 분산

표 1은 오실레이터의 2 주기(약 6.84 s)동안 그

림 2와 4에 표시된 평면 오실레이터의 시변 분산

과 3개 모델이 추정하는 시변 분산과의 오차의

평균을 요약한 것이다. 시변 또는 시 불변 변조

벡터의 사용에 상관없이, 평면 오실레이터의 시변

분산과 Kaertner 모델이 추정하는 시변 분산 사

이의 평균 오차는, 평면 오실레이터의 시변 분

산과 다른 2개 모델이 추정하는 시변 분산 사이

의 평균 오차보다 약 1000배 이상 작다. 이처럼

Kaertner 모델이 다른 2개 모델에 비해 극단적으

로 정확한 추정을 하는 이유는 식 (7)에서 보는

바와 같이 Kaertner 모델의 위상 천이 임펄스 응

답에는 지수 함수적으로 표현되는 과도응답 특성

이 포함되어 있으나 식 (5)와 식 (6)으로 표현되

는 ISF 모델과 PP 모델의 임펄스 응답에는 그러

한 과도응답 특성이 포함되어 있지 않기 때문이

다. 사실상, 식 (1)의 평면 오실레이터에

   를 가한 후 평면 오실레이터가 실

제 보이는 위상천이 임펄스 응답을 수치 해석적

으로 구해보면 식 (7)의 Kaertner 모델이 예측하

는 임펄스 응답처럼 과도현상을 나타냄과 동시에

식 (7)의 예측과 정확히 일치하는 특성을 보인다

[6]. 반면, 식 (5)와 (6)을 살펴보면, ISF 모델은

Kaertner 모델의 임펄스 응답의 초기치를 전체

임펄스 응답으로, PP 모델은 Kaertner 모델의 임

펄스 응답의 최종치를 전체 임펄스 응답으로 각

각 지나치게 단순화 하여 모델링하고 있음을 알

수 있다.

Table 1. Average errors between the time-varying

variances of the planar oscillator and the existing

3 models

표 1. 평면 오실레이터와 기존 3개 모델이 나타내는 시

변 분산 사이의 평균 오차

Ⅲ 결론

본 연구에서는 가우시안 잡음이 입력되었을 때

평면 오실레이터가 나타내는 위상 천이의 시변

궤적과 분산을 기존 3개 모델이 얼마나 정확하게

추정할 수 있는지에 대한 연구를 수행하였다. 그

결과, Kaertner 모델이 다른 두 모델에 비해 극

히 높은 추정 정확도를 보였고 PP 모델은 ISF

모델보다 다소 높은 추정 정확도를 보였다. 따라

서 위상천이 모델로서 Kaertner 모델을 선택하여

오실레이터 위상잡음 이론을 전개할 때 가장 정

확한 오실레이터 위상잡음 식을 얻을 수 있음을

예상할 수 있다.
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