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1. 서  론

  컴퓨터 시각 및 패턴인식 분야의 다양한 문제를 해결하는데 있어서 클러스터링은 매우 

중요한 부분을 차지하고 있다. k-차원의 공간에 N개의 데이터  NnxX n ,,1|  가 주어진다

면, 클러스터링 알고리즘은 이들을 각각 J 개의 클러스터  Jjc j ,,1|   중 하나에 할당한다. 

이때, 같은 클러스터에 속한 데이터들은 매우 유사한 특성을 가진 반면, 서로 다른 클러스

터에 속한 데이터들은 높은 비유사성을 갖게 된다. 따라서, 클러스터링 알고리즘의 목적은 

같은 클러스터에 속하게 되는 데이터의 공통된 특성을 찾는 것이다. 따라서, 클러스터링 

알고리즘의 목적은 같은 클러스터에 속하게 되는 데이터의 공통된 특성을 찾는 것이다. 각 

클러스터 jc 는 평균 j 과 공분산 j 으로 표현된다.

본 논문에서는 타원형의 클러스터링에 뛰어난 EM 알고리즘을 사용한다[1]. EM 알고리

즘은 Expectation (E-단계)와 Maximization (M-단계)의 두 단계로 구성된다. E-단계에서는 

알려지지 않은 변수들에 대한 분포를 예측하고, M-단계에서는 이들 변수에 대한 예측을 

최대화시키는 매개변수를 찾는다. EM 알고리즘의 두 단계가 반복되면서 매개변수들이 
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을 제안한다. EM 알고리즘은 가장 많이 사용되고 성능이 우수한 클러스터링 방법이다. 그러나, 기존의 EM 알고

리즘은 다중해상도 데이터 처리에 대한 문제점과 클러스터 개수에 대한 사전 지식 요구라는 단점을 가지고 있다. 

본 논문에서는 이러한 문제점을 해결하기 위해서 E-단계에 다중해상도 kd-트리를 적용함으로써 다중해상도 데

이터 처리 문제를 해결하였고, 순차적 데이터에 따라 클러스터를 할당할 수 있데 하였다. 클러스터의 유효성을 

검사하기 위해서, 클러스터 병합 원칙을 이용한다. 본 논문에서는 제안하는 알고리즘을 텍스쳐 영상 분할에 적용

하였고, 우수한 성능을 보였다. 
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Abstract
In this paper, we propose a new multiresolutional and dynamic approach of the EM algorithm. EM is a very 

popular and powerful clustering algorithm. EM, however, has problems that indexes multiresolution data and
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the proposed EM algorithm can impose a multiresolution kd-tree structure in the E-step and allocates a clus-

ter based on sequential data. To validate clusters, we use a merge criteria for cluster merging. We demon-

strate the proposed EM algorithm outperforms for texture image segmentation. 
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실제값에 수련하게 된다.

EM 알고리즘은 본래 모든 데이터를 가지고 실행하는 오프라

인 또는 배치(batch) 형태의 알고리즘이다. 그러나, 데이터가 계

속적으로 발생하는 경우엔 배치 형태의 방법은 한계가 있다. 이 

문제를 해결하기 위해, Nowlan은 EM 알고리즘에 대한 점증적

인 방법을 제안하였다[2]. J. Xu et.al [3]와 Ng et.al [4]는 온라

인 EM 알고리즘을 동작 인식 및 온라인 예측에 적용하였다. 그

러나, 이 두 방법 모두는 클러스터 개수를 미리 정해야 한다. 

논문 [5]는 클러스터 개수를 미리 정하는 대신에, Allocation 단

계(A-단계)에서 데이터에 따라 클러스터를 새로이 할당할 수 있

는 할당 EM(EAM) 알고리즘을 소개하였다.

본 논문에서는 EM알고리즘의 E-단계에 다중해상도 kd-트리 

구조를 적용하였고, 이를 순차적 데이터를 처리할 수 있는 할당 

EAM 방법으로 실행할 수 있는 방법을 제안한다. 클러스터 구

조가 과도하게 증가하는 것을 막기 위해 유효성 검사를 통해 클

러스터를 합병하였다. 2장에서는 기본  EM 배치 알고리즘과 다

중해상도 kd-트리를 이용한 EM 배치 알고리즘을 간단하게 설명

한다. 3장에서는 kd-트리와 클러스터 유효성 검사를 포함한 새

로운 할당 EM 알고리즘를 제안한다. 4장은 제안한 알고리즘을 

텍스쳐 영상 분할에 적용한 실험결과를 보여주고, 5장에 결론이 

주어진다. 

2. 다중해상도 ks-트리를 이용한 EM 배치 
알고리즘

본 장에서는 EM 배치 알고리즘과 대중해상도 kd-트리를 

이용한 EM 배치 알고리즘을 간단하게 설명한다.

2.1 EM 배치 알고리즘

우선, EM 알고리즘은 매개변수 θ를 예측하기 위해  최대우

도(Maximum Likelihood)로 초기화한 후, E-단계와 M-단계를 

반복적으로 실행하면서 계속적으로 예측을 실행한다[6]. θ에 대

한 결합 확률을  |, jxP n
라고 하자. nx 에 대한 주변 확률은 

    j
nn jxPxP  |,| 이다.  을 현재의 예측량이라고 하면,  

E-단계에서는 베이지안 정리를 이용하여, j 번째 클러스터 jc 에 

의한 후행 확률을 계산한다. 
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특히 지수 함수를 사용한다면, nx 에 대한 주변 확률은 
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이 된다.

식 (1)을 이용하여, M-단계는 모든 데이터에 대해 예측된 로

그-우도를 정의할 수 있다.
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여기서  Xl ,| 는 예측량 θ에 대해 최대화된다. M-단계

는 논문 [7]에 따라 클러스터의 매개변수인 평균 j  과 공분산 

 j 을 수정한다.
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(3)

기호는 전치행렬을 의미한다.

2.2 다중해상도 kd-트리를 이용한 EM 배치 알고리즘

EM 알고리즘의 속도를 향상시키기 위해, Moore는 다중해상

도 kd-트리를 사용할 것을 제안하였다[8,9]. Moore는 현재 노드

에 바운딩 박스를 추가하여 그 노드에 포한된 데이터의 개수에 

따라 분리하는 하향식(top-down)의 다중해상도 트리를 사용하

였다. 리프(leaf) 노드는 노드 내의 데이터 개수가 임계치 이하

여서 더 이상 분리할 필요가 없는 노드를 의미한다. Moore는 

전체 데이터의 개수의 1%를 분리 임계치로 설정하였다.
t 는 EM 알고리즘의 t번째 반복 후의 예측량이라 하자. 

1t 를 구성하는데 필요한 통계를 계산하기 위해, M-단계의 식 

(2)와 (3)은 다음과 같이 변경된다.
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(5)

kd-트리를 이용하는 EM 배치 알고리즘을 수행하기 위해서, 

식 (4)와 (5)는 루트(root) 노드부터 계산되어진다. 만약 x가 리

프 노드라면, E-단계의 식(1), 즉 j번째 클러스터의 후행 확률은 

다음으로 대치된다.
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(6)

여기서 리프 노드가 매우 작다면, 그 노드에 포함된 데이터에 

대한 후행 확률  txjP ,| 의 차이가 거의 없을 것이다[8]. 예를 

들어, 
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이다. 그러나, 정확도

를 유지하려는 이런 가정은 리프 노드의 개수를 데이터의 개수

와 거의 같게 만들 것이며, 따라서 EM 알고리즘에 대한 시간적

이 이득은 거의 없게 된다. Moore는 j번째 클러스터의 후행 확

률의 최대값  tnxjP ,|max 과 최소값  tnxjP ,|min 사이의 차

이가 작은 노드를 잘라냈다[8,9].
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3. 제안하는 알고리즘

클러스터링 알고리즘의 주요 목적은 데이터에 정확하게 맞는 

모델을 찾는 것이 아니라, 주어진 데이터에 대해 J개의 클러스

터에 맞는 통계학적 모델을 만드는 것이다. 따라서 적합한 클러

스터 개수를 찾는 것은 클러스터링 결과에 매우 영향을 미친다. 

그러나 대부분의 경우에 적합한 클러스터 개수를 결정하는 것

은 쉬운 일은 아니다. 최적의 개수보다 적은 수의 클러스터가 

주어진다면, EM 알고리즘은 서로 다른 클러스터를 함께 묶을 

수 있다. 또한, 많은 수의 클러스터가 주어진다면, EM 알고리즘

은 하나의 클러스터를 여러 개의 클러스터로 분리할 것이다. 본 

장에서는 클러스터 개수에 대한 사전 정보가 없는 순차적 데이

터를 클러스터링 하는 다중해상도 kd-트리를 이용한 EM 알고리

즘이 제안한다.

3.1 온라인 알고리즘

2장에서 살펴본 EM 알고리즘은 오프라인 또는 배치 형태로 

실행된다. 또 다른 실행 방법으로 온라인 또는 순차적 학습이 

있다. 온라인 클러스터링 알고리즘은 데이터가 입력될 때마다 

매개변수를 변경한다. n번째 반복 때 데이터 nx 이 나타난다고 

하자. 온라인 알고리즘은 단계별 수식을 이용하여 식 (4)와 (5)

를 아래와 같이 변경한다.
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여기서 학습 매개변수 
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이고, 

n  ( 10  n )는 감쇄 인자로 n에 따라 점차적으로 감소한다. 

 xf n
j 은       xfPxxfxf n

j
n
j

nnn
j

n
j

11111    으로 정의

되고,  1n
jf 와  j

n
j xf  도 같은 방식으로 정의된다. 

kd-트리를 이용하는 온라인 EM 알고리즘을 수행하기 위해

서, 식 (7)과 (8)은 루트 노드에서부터 계산되어진다. nx 이 리

프 노드라면, t번째 반복에서 E-단계의 식 (6)은 j번째 클러스터

의 후행 확률을 다음과 같이 대체할 수 있다.
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(9)

3.2 점증적 할당 알고리즘

EM 알고리즘에서 적절한 클러스터 개수를 선택하는 문제를 

해결하기 위해, 점증적 알고리즘은 온라인 모델링에 적합한 자

원 할당 방식을 적용하였다[5]. 새로운 데이터가 입력될 때마다, 

데이터 신규 임계치에 따라 할당 EM 알고리즘은 기존의 클러스

터 매개변수를 갱신하거나 새로운 클러스터를 추가한다. 

점증적 클러스터 알고리즘은 적은 수의 클러스터 개수

( JJ 0 )를 초기화 하면서 시작하거나, 아니면 사전에 정의된 

클러스터 없이 시작할 수 있다( 00 J ). 알고리즘은 0J 개의 클

러스터를 초기화하고, 평균 
0
j 은 랜덤(random)하게, 공분산 

0
j 은 단위 행렬로 초기화한다. 데이터에 대한 사전 지식이 없

다면, 알고리즘은 클러스터 없이 시작한다.

새로운 데이터 nx 가 입력될 때마다, 제안하는 알고리즘은 기

존 클러스터의 평균과 비교하여 가장 가까운 클러스터 nearestc

를 찾는다. 이 때, 리프 노드라면 식 (9)를, 그렇지 않다면 식 

(6)을 이용하여 클러스러와의 거리를 계산한다. 신규성 평가에 

따라, 가장 가까운 클러스터에 대한 후행 행렬은 임계치 n 보

다 커야만 한다

   nnxnearestP  ,| . (10)

임계치는 큰 값으로 초기화 되고( max
0   ), 반복될 때마다 

가장 작은 값 min 이 될 때까지 감쇄 인자값 γ ( 10   )을 곱

한다. 

식 (10)을 만족하는 경우는 데이터 nx 이 어떤 클러스터와도 

비슷하지 않는 상황으로, nx 으로 새로운 클러스터를 만들고 클

러스터의 개수를 증가시킨다. 이 단계를 Allocation(A-단계)라 

한다. 새로 생성된 클러스터는 다음과 같이 초기화된다[5,10]:
n

J x1 ,  

    nearest
n

nearest
n

J xx 1 , 
  J = J + 1,

(11)

여기서 κ는 중첩 요소 상수이고, nearest 는 nx 에서 가장 가

까운 클러스터의 평균이다. 

데이터 nx 이 기존의 클러스터 중에 하나와 유사하다면, M-단

계는 식 (7)과 (8)을 이용하여 nx 과 가장 유사한 클러스터의 평

균과 공분산을 갱신한다. 이때 클러스터의 평균이 데이터 nx 를 

향해 움직이는 반면, 공분산은 nx 로 표현된 공분산 행렬로 움

직인다. 그러나, 이런 갱신은 공분산의 역행렬을 매 반복마다 

계산해야 하므로 비효율적이다. 따라서, 단계별 수식을 이용하

여   1
n

j 을 직접적으로 갱신하는 방법을 사용한다[5].

d

n
jn

j
n
jR I

d

'
 

(12)

3.3 클러스터 유효성 검사

  두 개의 클러스터 1j 과 2j 가 있다고 하자. V(validation)-

단계에서는 두 클러스터가 얼마나 잘 분리되었나를 검사하기 

위해, 다음과 같은 합병 평가값을 계산한다:

   


N

n
j

n
j

n xjPxjP
1

21 21
,|,| 

(13)

클러스터 분포의 선형적 결합을 위해, 식 (9)는 아래와 같이 

변경된다:
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k

n
k

n
jn

kxP

jxP
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|,

|,
,|






여기서 매개변수 k ( 10  k )는 혼합 가중치로 

1
1

 

J

k k 이다.

합병 평가값이 임계치보다 크다면, 이는 두 클러스터가 유사

하므로 하나의 클러스터로 합병되어야 함을 의미한다. 새로이 

합병된 클러스터 m은 다음과 같이 초기화된다:

21 jjm   ,  

21

2211

jj

jjjj
m 









,

21

2211

jj

jjjj

m 









 ,

 J = J - 1

(14)

알고리즘 I은 지금까지 설명한 제안하는 알고리즘을 보여주

고 있다.

4. 텍스쳐 영상 분할 및 결과

클러스터링은 주어진 영상을 유사한 특징을 보이는 부분 영역

으로 나누는 영상 분할을 위해 매우 유용한 알고리즘이다[11]. 본 

장에서는 제안하는 EM 알고리즘을 텍스쳐 영상 분할에 적용하

고, EM 배치 알고리즘, EAM 알고리즘의 실험결과와 비교한다.

알고리즘 I. 제안하는 알고리즘
Algorithm I. Proposed algorithm

For some clusters 01 Jj  ,

Initialize 
0
j  randomly.

Initialize 
0
j .

J = J0
n = 0
Create a kd-tree with empty node.
For all data nx ,
E-step: 
   If nx  is a leaf node,

      Find the nearest cluster nearestc  using Eq. (9).
   else

      Find the nearest cluster nearestc  using Eq. (6).
If Eq. (10) is satisfied,
   A-step: Allocate and initialize a new cluster using Eq. 

(11).
else  
   M-step: Update the center and the inverse covariance 

matrix results using Eq. (7) and (12), respectively.

If min n
, 

nn  1
.

n =n + 1   

For all clusters Jj 1 , 
      V-step: If the merge criteria, Eq. (13), is large, 

the corresponding two clusters are merged us-
ing Eq. (14).

 

4.1 실험 영상

제안하는 알고리즘은 256×256 크기의 Brodatz 텍스쳐 영상

을 겹합하여 만든 영상에 적용되었다[12]. 그림 1은 두 개(그림 

1의 맨 위, D8과 D84), 네 개(그림 1의 가운데, D19, D21, D36

과 D37), 다섯 개(그림 1의 맨 아래, D77, D84, D55, D53과 

D24)의 텍스쳐들이 결합되어 만들어진 텍스쳐 영상을 보여주고 

있다. 본 논문에서는 두 개의 Brodatz 텍스쳐 영상을 결합한 영

상 20개, 4개의 결합 영상 13개, 5개의 결합 영상 4개를 실험영

상으로 사용하였다.

텍스쳐는 영상의 공간 주파수와 방향으로 특징을 표현할 수 

있다. 본 논문에서는 Gabor 필터를 이용하여 텍스쳐의 특징을 

표현하였다[13]. Gabor 필터는 공간과 주파수에서 최적의 국부 

해상도를 제공하기 때문에, Gabor 필터는 텍스쳐 분할 및 분류

에 많이 사용되어진다. d개의 Gabor 필터로 텍스쳐 영상의 각 

픽셀은 d-차원의 특징 공간에서 점으로 표현될 수 있다. 본 논

문에서는 영상의 각 픽셀을 24(d)개의 Gabor 필터를 사용하여 

표현하였다. 4개의 최고 방사형 주파수에 대해 각각 6개의 방향

에 대한 필터를 사용하였다. 실험에 사용된 매개변수 값은 

7.0max  , 07.0min  , γ = 0.999, κ = 0.9, β = 0.3 이

다.

4.2 실험 결과

텍스처의 특징이 구해지면, 제안하는 알고리즘은 픽셀을 클

러스터링한다. 그림 1은 EM 배치 알고리즘(그림 1(b),(c),(d)), 

할당 EM 알고리즘(EAM) [5](그림 1(e))과 제안하는 EM 알고리

즘(그림 1(f))의 실험 결과를 보여준다. EM 배치 알고리즘은 J 

= 2(그림 1(b)), 4(그림 1(c)), 5(그림 1(d))일 때 구해진 분할 

결과이다. 올바른 J가 주어졌을 때 가장 좋은 영상 분할 결과를 

얻음을 알 수 있다. 즉, 두 개의 텍스쳐 영상 결합으로 만들어

진 그림 1의 가장 위줄 영상은 J=4, 5일 때 하나의 텍스쳐가 여

러 영역으로 분할됨을 알 수 있다. 또한, 5개의 텍스쳐 영상 결

합으로 만들어진 그림 1의 가장 아랫줄 영상은 J=2, 4일 때 여

러 텍스쳐가 하나의 영역으로 합쳐져서 분할됨을 보여주고 있

다. 반면에, 그림 1(e)과 그림 1(f)는 클러스터 없이 시작하지만

(J0 = 0), 최종적으로 최적의 클러스터를 구할 수 있음을 보여준

다. 그림 1(d)는 제안하는 알고리즘이 더 적은 분할 오류를 가

지고 있음을 시각적으로 보여주고 있다.

EM 알고리즘은 데이터를 보여주는 순서에 따라 실험 결과에 

영향을 미치므로, 각 실험 영상의 실험 결과를 구하기 위해 40

개의 서로 다른 픽셀 순서를 적용한 분할 결과의 평균값을 계산

하였다. Brodatz 텍스쳐 결합 영상의 분할 결과는 EM 배치 알

고리즘은 평균 69.56%, 할당 EM 알고리즘(EAM)은 평균 

74.12%, 제안하는 EM 알고리즘은 평균 90.78%으로 제안하는 

알고리즘의 분할 성능이 뛰어남을 보여주고 있다(표 1).

또한, 본 논문에서는 Randen의 실험에서 사용된 11개의 텍

스쳐 영상을 사용하였다[14]. 같은 방법으로 각 영상에 대해 40

번의 서로 다른 픽셀 순서를 적용하였고, EM 배치알고리즘은 

평균 72.18%, 할당 EM 알고리즘(EAM)은 평균 82.36%, 제안하
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는 EM 알고리즘은 평균 92.12%의 영상 분할률을 획득하였다.

Parameter
Brodatz tex-

ture[12]

Randen tex-

ture[14]

EM[1] 69.56% 72.18%

EAM[5] 74.12% 82.36%

Our proposed method 90.78% 92.12%

표 1. 평균 텍스쳐 분할율
Table 1. Average texture segmentation rate

5. 결론

EM 알고리즘은 강한 통계학 기저, 최적값에 대한 이론적 

보장, 쉽게 설명할 수 있는 결과, 잡음이나 편형된 데이터에

도 유용한 장점을 가지고 있다. 본 논문에서는 다중해상도 

문제와 클러스터 개수에 대한 사전 지식의 문제를 해결하기 

위해 다중해상도 kd-트리를 이용한 새로운 할당 EM 알고리

즘을 제안하였다. 제안하는 알고리즘은 텍스쳐 영상 분할에 

적용되었고, 제안하는 알고리즘이 EM 배치 알고리즘보다 분

할 결과가 뛰어남을 보여주었다. 
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