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임의발생 불확실성 및 외란을 고려한 시간지연시스템의 

강인비약성 ∞제어기 설계 알고리듬

( Robust and Non-fragile ∞  Controller Design Algorithm for 

Time-delayed System with Randomly Occurring Uncertainties and 
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요  약

본 논문에서는 임의적으로 발생하는 폴리토프 불확실성과 외란을 고려한 시간지연시스템의 강인비약성 ∞  제어기설계 알

고리듬을 다룬다. 먼저 임의적으로 발생하는 불확실성과 외란을 가지는 시간지연시스템을 설계하고, Lyapunov 안정성 분석과 

∞  성능지수를 기반으로 강인비약성 ∞  제어기가 존재하기 위한 충분조건을 선형행렬부등식(LMI, linear matrix inequality)

의 형태로 제시한다. 구한 충분조건은 변수치환과 슈어 여수(Schur complement) 정리를 바탕으로 파라미터의 함수를 포함한 

파라미터화 선형행렬부등식(PLMI, parameterized linear matrix inequality)으로 표현할 수 있으므로 PLMI의 모든 해로부터 제

어기이득과 비약성을 만족하는 제어기 섭동영역 및 ∞  성능을 만족하는 노옴 한계치 를 한번에 구할 수 있다. 마지막으로 

예제와 모의실험에서 제안한 강인비약성 ∞  제어기가 임의적으로 발생하는 불확실성 및 외란, 시간지연이 있더라도 폐루프시

스템을 안정화시키고 ∞  성능을 보장함을 확인하고 확정적인 불확실성을 기반으로 설계한 제어기와 성능을 비교한다. 

Abstract

This paper provides a robust and non-fragile ∞  controller design algorithm for time-delayed systems with randomly 

occurring polytopic uncertainties and disturbances. First, we design time-delayed system considering randomly occurring 

uncertainties and disturbances. Next, The sufficient condition for the existence of robust and non-fragile ∞  controller is 

presented by LMI(linear matrix inequality) using Lyapunov stability analysis and ∞  performance measure. Since the 

obtained condition can be expressed as a PLMI(parameterized linear matrix inequality) by changes of variables and Schur 

complement, all solutions including controller gain, degrees of controller satisfying non-fragility, ∞  norm bound   can be 

calculated simultaneously. Finally, numerical examples are given to illustrate the performance and the effectiveness of the 

proposed robust and non-fragile ∞  controller compared with the deterministic uncertainty model even though there exists 

randomly occurring uncertainties, disturbances and time delays.

      Keywords : Robust control, non-fragile, ∞, randomly occurring, time-delay 

* 학생회원, ** 정회원, 경북대학교  IT대학 전자공학부

(School of Electronics Engineering, the College of 

IT Engineering, Kyungpook National University)
ⓒ
 Corresponding Author(E-mail: hbpark@knu.ac.kr)

※ 이 논문은 2012학년도 경북대학교 학술연구비에 의

하여 연구되었음.

Received ; August 3, 2015 Revised ; November 23, 2015

Accepted ; December 1, 2015

Ⅰ. 서  론

물리적 시스템은 일반적으로 시간지연을 가지고 있

으며 무시할 수 있을 만큼 작다고 여겨지므로 간단한 

모델링을 위해 고려하지 않는 경우가 많았다. 그러나 
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90 임의발생 불확실성 및 외란을 고려한 시간지연시스템의 강인비약성 H∞ 제어기 설계 알고리듬 양승협 외

시간지연은 응답의 진동(oscillation) 및 성능저하를 야

기하거나 전체 시스템을 불안정하게 할 수 있음이 밝혀

지면서 시간지연 시스템에 관한 다양한 연구가 수행되

었다
[1∼4]

. 또한, 시스템에 유입되는 외부잡음을 고려하

지 않는 경우 전체시스템이 불안정해질 수 있으므로 이

러한 문제를 해결하기위해 ∞  이론이 대두된 이후로 

제어기에서부터 필터링문제까지 확장 및 발전하면서 현

재까지 연구가 지속되고 있다[1∼4]. 

제어기 설계 대상의 모델링이 명확하지 않은 경우를 

고려하여 불확실성을 가지는 시스템의 안정성을 다루는 

강인(robust) 제어이론은 초창기의 주파수영역을 기반

으로 한 고전 제어기법에서 상태변수모델에 기반한 현

대 제어기법으로 발전하였으며 불확실성의 묘사방법에 

따라 여러 분야의 제어기 설계 및 최적화 연구에 활용

되면서 현재까지 관련연구가 지속적으로 이루어지고 있

다[5∼6]. 또한 시스템 뿐만 아니라 제어기의 설계 및 구

현과정에서 불확실성을 발생하고 이러한 불확실성이 전

체 폐루프시스템의 성능과 안정성을 해칠 수 있음이 밝

혀지면서[7] 이러한 제어시스템의 안정화와 성능향상을 

위한 연구가 지속적으로 이루어지고 있다[5∼11].

최근 확률(stochastic) 시스템의 안정성 해석을 바탕

으로 확률적으로 발생할 수 있는 비선형성, 불확실성, 

외란 및 시간지연에 대한 연구가 이슈가 되고 있다. 복

잡한 네트워크시스템에서 네트워크가 사라지는 현상을 

바탕으로 유기적인 네트워크를 모델링하기 위해 임의적

으로 발생하는 비선형성(randomly occurring non- 

linearity)을 고려한 연구가 대두되었고
[12]

, 비선형성 뿐

만 아니라 불확실성도 임의적으로 발생할 수 있음을 보

이면서 임의적으로 발생하는 불확실성(randomly 

occurring uncertainties: ROU) 개념이 소개되었으며
[13]

, 

이 연구들을 모티브로 임의발생 시간지연(randomly 

occurring delays) 현상을 연구한 제어기 설계기법[14], 

고장검출
[15]

, 필터 설계기법
[16]

 등 관련연구가 다양한 분

야에 적용되고 있다. 또한 임의적으로 발생하는 비선형

성, 시간지연, 불확실성의 개념이 네트워크시스템과 같

은 확률기반시스템뿐만 아니라 기존 물리시스템에 확장

적용한 연구가 타당성을 입증함으로써 관심을 받고 있

다[17∼18]. 관련 연구들을 살펴보면 확정적으로 발생하는 

불확실성(deterministically occurring uncertainties: 

DOU) 모델링기법에 비해 ROU 모델링기법이 실제 시

스템의 불확실성을 표현하기에 보다 적합하다고 간주되

는 추세이며 실제에 가까운 시스템을 모사하기 위해 시

스템의 불안정요소인 시간지연, 임의적으로 발생하는 

외란(randomly occurring disturbances: RODs) 및 

ROU 요소를 함께 고려하는 것은 충분한 가치가 있다

고 할 수 있다.

앞에서 언급한 내용들을 토대로, 본 논문에서는 ROU 

및 ROD를 고려한 강인비약성 ∞  제어기 설계 연구를 

진행한다. 우선 임의적으로 발생하는 폴리토프 불확실

성을 기반으로 전체 제어시스템을 설계하고, 리아푸노

프 안정성을 바탕으로 시스템의 불확실성, 제어이득섭

동, 시간지연, 외란을 고려한 강인비약성 ∞  제어기가 

존재할 충분조건을 LMI로 유도한 후, 유도한 충분조건

을 간단한 상수계수를 가지는 PLMI의 형태로 변형하고 

그 해로부터 임의발생 불확실성과 외란을 고려한 강인

비약성 ∞  제어기와 비약성의 정도, ∞  노옴 한계치 

를 구한다. 마지막으로 수치예제와 모의실험을 통해 

제안한 제어기의 성능을 검증한다.

Ⅱ. 문제 설정

파라미터 불확실성을 가지는 선형 시변지연시스템 

    (1)

        

    

      ≤ 

을 고려한다. 여기서 ∊ 은 상태, ∊ 은 

제어입력, ∊  은 외란, ∊  는 제어된 출

력이다. 시스템행렬 , , , 

는 적절한 차원을 가지고 다음의 시변구조를 만족하는 

불확실성을 가진다고 가정한다.

    
 



,

      
 



, (2)

      
 



,

      
 



,
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  ≥  
 



       ⋯  .

여기서 은 시스템행렬의 매개변수 불확실성의 개수

를 표현하는 값이며 는

 ≤   ∞ ≤    (3)

를 만족하는 시변 시간지연이다. 실제 제어시스템의 불

안정정을 야기하는 불확실성 문제를 도식화하기 위해 

서로 독립인 두 개의 확률변수 와 를 도입하

여 ROU 및 외란을 가지는 시스템을 다음과 같이 표현

할 수 있다.

     (4)

      

  .

여기서 

    
 



, (5)

      
 



, 

      
 



,

      
 





이고, 확률변수 와 는 베르누이 확률분포를 따

르며 

Prob    , (6)

  Prob     ,
  Prob    ,
  Prob     .
의 성질을 가진다. 여기서   ∊   는 시스템

에 불확실성과 외란이 발생할 확률을 나타내는 알려진 

상수이다. 

파라미터 불확실성 시스템에 제어기 이득섭동을 고

려하여 시스템 (4)를 위한 제어기를 

     (7)

        

와 같은 형태로 두고 비약성을 만족하는 제어기이득 섭

동영역을 공칭  제어기(nominal controller)에 대하여 다

시 정리하면 (7)은

    
 




 (8)

  
 



   
     

와 같이 쓸 수 있다. 여기서 는 비약성을 만족

하는 시변 제어기이득의 섭동영역, 는 제어기이득 

섭동영역의 꼭지점(vertex), 는 제어기이득섭동의 비

약성의 정도를 나타낸다. 시스템에 발생하는 불확실성

과 마찬가지로 임의적으로 발생하는 제어기의 이득섭동 

등의 불확실성을 모사하기 위해 

Prob     , (9)

  Prob     
의 성질을 만족하는 또 다른 확률변수 를 도입하

여 (7)과 (8)을 다시 쓰면

    (10)

       
 



 


로 나타낼 수 있다.

(1)-(10)으로부터 최종적으로 ROU와 ROD를 고려한 

폐루프시스템은

     

          (11)

    

으로 표현할 수 있으며 여기서 

      (12)

이다. 주요결과를 유도하기 전에 다음 보조정리를 제시

한다. 

(2153)
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보조정리 1
[19]

.    임의의 대칭행렬

 



 

 




 (13)

에 대하여 다음은 서로 등가이다.

1)    (14)

  2)      
 

   

  3)      
 

  

또한 앞으로의 수식전개 간편성을 위해

   ,   , (15)

    ,   ,

    ,    

를 정의한다.

Ⅲ. 주요 결과

본 장에서는 ROU와 ROD를 고려한 시간지연시스템

의 강인비약성 ∞  제어기가 존재할 조건과 제어기 설

계방법을 구하고자 하는 모든 변수의 측면에서 볼록 최

적화가 가능한 선형행렬부등식으로 제안하고 이를 

PLMI의 형태로 나타낸다. 

보조정리 2.    시간지연시스템 (1)에 상태궤환 제어기 

(10)을 적용한 폐루프시스템 (11)을 고려한다. 파라미터 

불확실성 및 시간지연이 존재하는 폐루프시스템 (11)에 

대하여 행렬부등식


















    

   
 
 

 (16)

     

 


 
  
  














 

을 만족하는 양한정행렬  , 이 존재하면, 폐루프시스

템 (11)은 (3)을 만족하는 시간지연에 대해서 ∞  노옴

이 한계치를 보장하며 자승적으로 안정하다. 여기서 *

는 대칭행렬의 주대각선 아래에 놓이는 요소이다.

증명.    Lyapunov 함수를 

   (17)

             
  





로 설정하고 미분을 구하면

      (18)

         
 

  





         ≤      

            

             

             

          

 
 









 
 





이고 여기서





 




    


    

(19)

이다. ∞  성능지수함수를

  


∞

   (20)

로 정의하면 구간  ≤ 에서   이라는 초기조건

으로부터 (20)은

  


∞

   (21)

   


∞

  
     ∞ 

     ≤


∞

  

으로 변환할 수 있으며, 를

(2154)
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      
 (22)

로 두면 ∞  성능조건은

 ≤


∞

   (23)

으로 표현할 수 있다. 여기서 는

 











  
    

   

(24)

이며

  
   

 , (25)

이다. 따라서  ≥ 일 때   을 만족하면 시간지

연과 외란이 존재하는 시스템 (1)은 ∞  노옴 한계치 

를 보장하면서 자승적으로 안정하다. (16)은 (24)에 

슈어 여수정리를 이용하면 변환가능하다. ∎

정리 1.    시간지연시스템 (1)을 고려한다. 외란과 불

확실성, 시간지연이 존재하는 폐루프시스템 (11)에 대하

여 행렬부등식






















  

 
    
    
    









   (26)

을 만족하는 행렬  ,      ⋯ 과 양한정

행렬  , 가 존재하면 폐루프시스템 (11)은 ∞노옴 

한계치 와 비약성을 보장하면서 자승적으로 안정하다. 

여기서

   
 


 (27)

         
 



    

           
 

 ,

      ,      ,    , 

     ,  


이다.

증명.    보조정리 2의 (16)은






















   



     

    
    









  (28)

⇔















   



     

    
    














  (29)

⇔















   

 

     

    
    
    














  (30)

⇔















  

 

    
    
     














  (31)

으로 표현할 수 있다. 여기서

  
  


  , (32)

    



 ,

    
 


  

        
 



    

이며 변수치환과 보조정리 1의 슈어 여수정리를 통해 

(26)으로 정리할 수 있다. ∎

제안한 강인비약성 ∞제어기가 존재할 충분조건은 

다음 정리 2와 같이 PLMI의 형태로 표현할 수 있다.

정리 2.    파라미터 불확실성을 가지는 시간지연시스

템 (1)에 대하여 

  
  

 




  (34)

       
 



 
 
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        
≤ ≤ ≤ 


    

을 만족하는 행렬  ,     ⋯ 와 양한정

행렬  ,   및 양의 상수 가 존재하면 ∞  노옴 한계

치인 와 비약성을 만족시키며 자승적으로 안정하다. 

여기서 

  











  

 


    

    
    

, (35)

    











  

 

   
   
   

,

    











 


   

   
   
   

,

    











 


   

   
   
   

이고

  
 


 (36)

          
 

 ,

    
 




          
 



이다.

증명.    정리 2의 부등식 (26)은 






















  

 
   
   
   

(37)

    















     

   
   
   









 

⇔




















  

 


    

    
    

(38)

       
 















  

 

   
   
   

        
 



 











 


   

   
   
   

       













×














   

   
   
   









 

와 같이 정리할 수 있고, 여기서

  
  (39)

        


          
 

 ,

      


        


   
 

 ,

      


        


   
 



이며 정리한 부등식 (38)의 기댓값을 구한 후 계수를 

정리하면 (34)와 같이 PLMI의 형태로 제어기 존재조

건을 구할 수 있다. ∎

(34)는  ,  , 와  ,      ⋯ 항이 존

재하는 파라미터화 선형행렬부등식이다. 그러므로 제안

한 강인비약성 ∞  공칭제어기 와 비약성을 만족하

는 제어기이득섭동영역  은 PLMI (34)의 해를 구한 

후   
  ,    

      ⋯ 로

부터 계산할 수 있고 ∞  노옴의 한계치 는   

로부터 얻을 수 있다. 또한    ,    ,   로 설
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정하면 확정적으로 발생하는 불확실성과 외란을 고려한 

시스템에 대하여 제어기를 설계할 수 있다.

Ⅳ. 예제 및 모의 실험

본 장에서는 수치예제와 모의실험을 통해 본 논문에

서 제안한 제어기의 유효성을 검증한다.

우선 ROU를 고려한 연속시간지연시스템 (4)의 변수

로 

 


  
  



  



  
  





            


   
  



 ,

   


  
  





            


  
  





            


    
  



 , (40)

   


 



 



 





            


 
 



 ,  

   


 




,

               

                  

를 고려한다. 여기서 파라미터  ,  와 시변지

연 는 각각

   sin,    cos, (41)

     sin 
를 만족한다. 시스템에 불확실성이 나타날 확률의 기댓

값을    , 제어기에 불확실성이 나타날 확률의 

기댓값을    , 외란이 발생할 확률의 기댓값을 

  로 설정하고 MATLAB의 LMI 도구상자를 

이용하여 (34)의 해를 구하면

 


 
 



 , (42)

   


   
  



 ,

        ,

        ,

        ,

    

이고, (42)와 (27)로부터 제어이득과 비약성을 만족하는 

섭동의 정도 및 ∞  노옴 한계치 를 

       , (43)

       ,

      ,

    

과 같이 구할 수 있다. 모의실험을 위해 제어기 이득섭동 

파라미터  와  를 

   sin,    cos (44)

로 설정한다. 그림 1은 모의실험을 위해 적용한  

  을 만족하는 ROD, 그림 2는    , 

  을 만족하는 확률변수 와 의 궤적을 

도식한 그림이다.

다음으로 DOU를 모델링한 제어시스템과 ROU를 고

려한 제어시스템 각각에 ROU를 적용하고 얻은 제어출력

의 궤적을 그림 3에 보이고 각 시스템 제어응답의 차이를 
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그림 1. 임의 발생 외란

Fig. 1. Randomly occurring disturbance.
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그림 2. 확률변수 와 

Fig. 2. Stochastic variable   and  .
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그림 3. 각 시스템의 제어출력

Fig. 3. Control outputs of each system.

도식한 궤적을 그림 4에 보인다. 그림 3에서 볼 수 있듯

이 제안한 제어기가 외란입력의 영향을    이하

로 줄여 ∞  안정화를 달성함을 알 수 있으며, 그림 4로 
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그림 4. 제어출력의 차

Fig. 4. Difference of control outputs.

부터 DOU를 고려한 제어시스템에 비해 본 논문에서 제

안한 ROU를 고려한 제어시스템이 외란의 영향을 적게 

받음에 따라 제어출력의 차가 대부분 양수임을 확인할 

수 있다.

Ⅴ. 결  론

본 논문에서는 ROU 및 ROD를 고려한 강인비약성 

∞  제어기 설계에 관한 연구를 수행하였다. 불확실성

을 폴리토프 불확실성으로 설계하고 임의발생 요소를 

고려하기 위해 베르누이 확률분포를 따르는 확률변수

를 도입하여 시스템을 수학적으로 모델링하였으며, 제

안한 제어기의 안정성을 리아푸노프 안정성을 바탕으

로 증명하고 제어기 존재조건을 파라미터화 선형행렬

부등식의 형태로 제시하였다. 제안한 제어기 존재 조건

을 만족하는 해를 MATLAB의 LMI 도구상자를 이용

하여 구하고 수치예제를 통해 제안한 제어기의 성능을 

검증하였다.
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