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Abstract: While designing and operating machines, it is very important to understand the dynamic 

characteristic of the machines. Authors developed the Sylvester-transfer stiffness coefficient method in order 

to analyze effectively the free vibration of machines or structures. The Sylvester-transfer stiffness 

coefficient method was derived from the combination of the Sylvester's inertia theorem and the transfer 

stiffness coefficient method. In this paper, the authors formulate the computational algorithm for flexural 

free vibration analysis of axisymmetric annular plate using the Sylvester-transfer stiffness coefficient 

method. To confirm the usefulness of the Sylvester-transfer stiffness coefficient method, the natural 

frequencies and modes for two computational models computed using the Sylvester-transfer stiffness 

coefficient method are compared with those computed using the exact solution and the finite element 

method. 
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1. 서  론 

기계나 구조물을 설계하거나 안정적으로 이용

하기 위하여 시스템의 동적 거동을 파악하는 일

은 무척 중요하다. 따라서 동적 거동을 효과적으

로 파악하기 위해 현재까지도 많은 연구자들이 
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다양한 동적 해석 기법들을 연구해 오고 있다.

현재, 동적 해석 기법으로서 가장 많은 사용자

를 확보하고 있는 것은 유한요소법1)이다. 그리고 

전달행렬법2)이나 전달영향계수법3)도 직선 구조물

에 전달 개념을 도입하여 효과적인 동적 해석을 

수행할 수 있다.

저자들은 과거에 유한요소법과 전달행렬법의 

장점을 유지하면서 이 방법들의 단점을 극복하기 

위하여 유한요소-전달강성계수법4)이라는 해석 기

법을 개발하여 제안한 바 있다. 그러나 유한요소-

전달강성계수법은 자유진동해석에서 안정적으로 

고유진동수를 찾기 위해 이분법을 도입할 경우에 

취약점이 있었다. 이는 기존의 전달행렬법에서도 

나타나는 취약점으로서, 고유진동수가 이중근에 

해당할 경우 이 값을 찾기 어렵고, 인접한 두 고

유진동수의 차가 아주 작을 경우 이들을 빠뜨릴 

가능성이 높았다. 그리고 진동수의 검색 범위가 0

Hz에서 시작하지 않을 경우, 찾은 고유진동수의 

차수를 정확히 알 수 없었다. 저자들은 상기 취약

점들을 해결하기 위하여 실베스터-전달강성계수법
5)을 개발하여 직선 보형 구조물에 적용하여 성공

적인 결과를 얻은 바 있다.

이 연구에서는 실베스터-전달강성계수법의 사

용 범위를 확장하여 축대칭 원판 및 환원판의 자

유진동 해석에 도입하였다. 이 논문에서 저자들

은 축대칭 환원판의 굽힘 자유진동을 실베스터-

전달강성계수법으로 해석하는 알고리즘을 정식

화한다. 축대칭 원판인 경우에는 환원판으로 모

델링한 후, 내경을 0으로 처리하면 해석이 가능

해진다.

알고리즘의 일반성 유지도 무척 중요하므로, 저

자들은 가능한 한 기존에 발표된 실베스터-전달강

성계수법의 알고리즘을 최대한 유지하려 노력하

였다. 그리고 원판과 환원판에 대해 수치계산 모

델을 선정하여 실베스터-전달강성계수법으로 자유

진동 해석을 수행하고, 그 유용성을 확인하기 위

해 동일 구조물에 엄밀해6)와 유한요소법을 이용

하여 자유진동 해석을 수행하고 그 결과들을 비

교하였다.

2. 환원판의 자유진동 해석 알고리즘

2.1 해석 모델

이 연구에서 해석 모델은 Fig. 1에 나타낸 것처

럼 Z축에 대해 대칭이고, 내반경과 외반경이 각각 

과 인 탄성지지를 갖는 환원판이다. 환원

Fig. 1 Analytical model

Fig. 2 Axisymmetric annular plate element
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판을 Fig. 2에 나타낸 n개의 축대칭 환원판 요소

로 모델링하면, 환원판은 n+1개의 절원주(nodal 

circumference)를 가지게 되며, 여기서 가장 안쪽의 

절원주를 절원주 1이라 부르고, 가장 바깥쪽의 절

원주를 절원주 n+1로 부른다. 그리고 각 절원주와 

기초(base) 사이에는 환원판을 지지하는 스프링들

로 구성된다.

Fig. 1에서 r축은 반경 방향을 나타내고, r축과 

절원주의 교차점을 절점(node)이라 부른다. 그리고 

환원판의 가장 안쪽에서 바깥쪽으로 각 절점을 

절점 1, 절점 2, …, 절점 n+1이라 한다.

각 절점은 횡방향과 회전방향의 2자유도를 갖

는다. 횡방향과 회전방향의 절점의 변위를 각각 

와 라 하고, 이에 대응하는 전단력과 모멘트를 

각각 와 이라 한다. 따라서 절점의 변위벡터와 

힘벡터는 각각 X 와 F 가 되

고, 축대칭 환원판 요소 좌우의 변위벡터와 힘벡

터의 정방향은 Fig. 2와 같다. 그리고 횡방향과 회

전방향별 기초지지 스프링의 스프링상수를 각각 

와 라고 한다.

2.2 환원판 요소의 질량 및 강성행렬

원주방향 파수가 인 i번째 축대칭 환원판 요

소의 질량행렬(M )과 강성행렬(K )은 다음 식

과 같이 구할 수 있다7).

M    




NT N                (1)

K    




B T D B                  (2)

여기서

N   
  

    
 

  
    

 

D










  
  
  



  


   
  

B










   
   
   



  
   

  
   

 
   

 

 
   

 
       
       

  
   



  
  

 

  

                                             

와 는 판의 밀도와 두께, 은 반경, 와 은 

각각 절원주 와 +1의 반경이고, 은 i번째 환원

판 요소의 반경차  ,   이 되고, 는 

반경방향의 로컬좌표이며, 와 는 각각 종탄성

계수와 푸아송 비이다.

2.3 유한요소-전달강성계수법

절점 i 좌측의 힘벡터(F ), 절점 i 우측의 힘벡

터(F ) 그리고 절점 i의 변위벡터(X ) 사이의 관

계를 다음 식과 같이 정의한다.

F   S X                               (4)

F  S X                               (5)

여기서 S 와 S 를 각각 절점 i의 좌측과 우측의 

강성계수행렬이라 한다.

절점 i에 기초지지 스프링이 존재하면, 절점 i에

서 힘의 평형식은

F   F  P X                           (6)

여기서

P   



 

 
                           (7)

이다.

식 (4)~(6)으로부터 강성계수행렬의 포인트

(point) 전달식인 식 (8)을 유도한다.
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S   S  P                             (8)

절점 +1 좌측의 힘벡터(F )와 절점 +1의 

변위벡터(X ) 사이의 관계도 절점 +1 좌측의 

강성계수행렬을 이용하여 다음 식과 같이 정의한

다.

F   S X                        (9)

i번째 축대칭 환원판 요소의 동강성행렬(D )
은 i번째 축대칭 환원판 요소의 질량행렬 및 강성

행렬을 이용하여 다음 식과 같이 구할 수 있다.

D  K  M   

 


A  B 

B  C          (10)   

여기서 는 구해야 할 고유진동수로서 고유치 

의 제곱근이다. 그리고 크기가 4×4인 축대칭 환원

판 요소의 동강성행렬은 크기가 2×2인 부분행렬

(A  B  C )로 분리할 수 있다. 따라서 번째 축

대칭 환원판 요소 좌우측의 힘벡터와 변위벡터 

사이의 관계는 다음 식과 같이 된다.




 




F i
F  




 


A  B 

B  C 



 


X X             (11)

식 (5), (9) 및 (11)로부터 강성계수행렬의 필드

(field) 전달식인 식 (12)를 유도한다.

S  C  B  V                      (12)

여기서

V  G B  G  S  A            (13)

좌단의 경계조건을 절점 1의 기초지지 스프링

으로 모델링하고, 절점 1 우측의 강성계수행렬은 

식 (14)와 같다.

S P                               (14)

식 (14)를 시작으로, 전달식 (8)과 (12)를 순차적

으로 적용하면, 마지막 절점 우측의 강성계수행렬

(S)을 구할 수 있다.

우단의 경계조건도 절점 n+1의 기초지지 스프

링으로 모델링하면, 절점 n+1의 우측에서 힘벡터

는 영벡터가 된다. 따라서 식 (5)의 에 n+1을 대

입한 식은

F  SX                    (15)

가 되고, 따라서 진동수 방정식은

S                          (16)

이다. 상기 식에 이분법이나 할선법 등을 적용하

여 주어진 진동수 범위 내의 고유진동수를 구할 

수 있다. 

고유모드는 고유진동수를 구한 후, 식 (15)로부

터 X 을 구한다. 나머지 절점의 변위벡터는 식

(5), (9) 및 (11)로부터 구한 다음 식을 이용하여 

구한다.

X  V  X                          (17)

2.4 실베스터-전달강성계수법

Fig. 1에 나타낸 해석모델의 시스템 동강성행렬

은 다음 식과 같이 구성된다.

D 






E  B   ⋯ 

B  E  B  ⋯ 

 B  E  ⋯ 

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ B 
   B  E 





             (18)

여기서

E  P  A  C       ⋯       (19)

이고, E  P  A , E  P  C 이다.

식 (20)의 행렬 L과 L 를 식 (18)에 곱하면 시

스템 동강성행렬은 식 (21)과 같이 된다.

L  L  L  ⋯ L  

L  





I V   ⋯ 
 I  ⋯ 
  I ⋯
⋮ ⋮ ⋮⋱
    I





 L  





I   ⋯ 
 I V ⋯ 
  I ⋯
⋮⋮ ⋮ ⋱
    I






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L n 





I   ⋯ 
 I  ⋯ 
  I ⋯ 
⋮⋮⋮⋱V 
    I





    

Q LT D  L








G    ⋯  

 G   ⋯  

  G ⋯  
⋮ ⋮ ⋮ ⋱  
    G  

     S





 

  

           

실베스터의 관성이론(Sylvester's inertia theorem)8)

과 블록 대각행렬의 성질에 의해 시스템 동강성

행렬 D 의 관성, 즉, 음, 양, 영 고유치의 개수는 

행렬 G  G  ⋯ G  S의 음, 양, 영 고유치

의 개수의 합과 같다. 고유진동수 검색 범위 내의 

임의의 값()을 식(10)의 에 대입하여 상기의 전

달 계산을 수행하면 계산 과정에서 구한 행렬 

G  G  ⋯G  S의 음의 고유치의 개수를 

알 수 있고, 이것은  이전에 존재하는 시스템의 

고유진동수의 개수이다. 따라서 여기에 이분법을 

도입하면 모든 고유진동수들을 빠뜨리지 않고 구

할 수 있다.

3. 수치계산 결과

3.1 계산 모델 I

Fig. 3에 나타낸 계산 모델 I은 지름이 600 mm, 

두께가 3 mm인 원판이다. 경계조건은 바깥쪽 원

주가 고정이고, 재료의 밀도는 7850 kg/m3, 종탄성

계수는 200 GPa, 푸아송 비는 0.3이다.

Table 1은 원판을 5개, 10개, 50개의 축대칭 환

원판 요소로 모델링한 후, 원주방향의 파수(η)가 

0, 1, 2, 3일 때, 각 파수별로 1차부터 4차까지의 

고유진동수를 실베스터-전달강성계수법(S-TSCM)

으로 계산한 결과이다. Table 1에서 계산 결과를 

살펴보면, 요소의 수가 증가할수록 고유진동수가 

수렴해 감을 알 수 있다.

Fig. 3 Computational model I


Order
(m)

Number of elements

5 10 50

0 1 82.78 82.78 82.78
2 322.5 322.3 322.3
3 725.6 722.3 722.0
4 1303 1283 1282

1 1 172.3 172.3 172.3
2 493.9 493.0 492.9
3 981.2 973.6 973.1
4 1639 1616 1613

2 1 282.7 282.6 282.6
2 687.5 685.5 685.4
3 1261 1247 1246
4 2001 1972 1967

3 1 413.8 413.5 413.5
2 903.5 899.9 899.7
3 1560 1544 1542
4 2464 2350 2343

Table 1 Natural frequencies [Hz] of computational 

model I obtained using S-TSCM

No. 
Order

(m)

Exact natural 

frequencies

1 0 1 82.78

2 1 1 172.3

3 2 1 282.6

4 0 2 322.3

5 3 1 413.5

6 1 2 492.9

Table 2 Exact natural frequencies [Hz] of 

computational model I
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계산모델 I은 단순한 구조이므로 해석적으로 

정확한 고유진동수를 구할 수 있다. Table 2는 참

고문헌6)에서 제시된 바 있는 계산모델 I에 대한 

가장 낮은 차수 6개의 고유진동수에 대한 엄밀해

이다. Table 1과 Table 2의 결과를 비교해 보면, 실

베스터-전달강성계수법의 계산 결과가 아주 정확

함을 확인할 수 있다.

(a) =0, m=1 (82.78 Hz)

(b) =1, m=1 (172.3 Hz)

(c) =2, m=1 (282.6 Hz)

Fig. 4 Natural modes of computational model I

Fig. 4에는 원주방향의 파수(η)가 0, 1, 2일 때, 

실베스터-전달강성계수법으로 파수별 1차 고유모드

를 나타낸 것이다. 실베스터-전달강성계수법으로 구

한 고유모드도 참고문헌의 결과와 잘 일치하였다.

3.2 계산 모델 II

Fig. 5에 나타낸 계산 모델 II는 안지름이 200

mm, 바깥지름이 600 mm, 두께가 3 mm인 환원판

이다. 경계조건은 안쪽 원주가 고정이고 바깥쪽 

원주는 자유이다. 원판 재료의 물성치는 계산 모

델 I과 동일하다.

환원판을 5개, 10개, 50개의 축대칭 환원판 요

소로 모델링한 후, 실베스터-전달강성계수법과 유

한요소법으로 고유진동수를 계산한 후 비교해 본 

결과, 양 방법의 계산 결과는 완전히 일치하였다.

Table 3에는 원주방향의 파수()가 0, 1, 2일 때, 

4차까지의 고유진동수를 양 방법으로 계산한 결

과를 나타낸 것이다.

Table 3 Natural frequencies [Hz] of computa- tional 

model II obtained using S-TSCM and FEM


Order
(m)

Number of elements

5 10 50

0 1 59.35 59.35 59.35

2 382.3 382.0 381.9

3 1110 1105 1105

4 2213 2186 2183

1 1 59.07 59.06 59.06

2 398.2 397.8 397.8

3 1128 1123 1123

4 2233 2205 2203

2 1 70.19 70.16 70.16

2 447.1 446.7 446.7

3 1183 1178 1178

4 2292 2265 2262

Fig. 6은 원주방향의 파수(η)가 0, 1, 2일 때, 

실베스터-전달강성계수법으로 계산모델 II의 1차 

고유모드를 나타낸 것이다. 실베스터-전달강성계

수법으로 구한 계산모델 II의 고유모드도 유한요

소법의 결과와 잘 일치하였다.
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Fig. 5 Computational model II

(a) =0, m=1 (59.35 Hz)

(b) =1, m=1 (59.06 Hz)

(c) =2, m=1 (70.16 Hz)

Fig. 6 Natural modes of computational model II

4. 결  론

기계나 구조물의 설계 및 안정적인 운전을 위

해 시스템의 동적 거동을 파악하는 일은 무척 중

요하다. 저자들은 기계나 구조물의 자유진동을 효

과적으로 해석하기 위하여 실베스터-전달강성계수

법을 개발한 바 있다. 이 방법은 실베스터의 관성

이론과 전달강성계수법의 조합에 의해 유도된다.

이 논문에서 저자들은 축대칭 환원판의 굽힘 

자유진동을 실베스터-전달강성계수법으로 해석하

는 알고리즘을 정식화하였다. 그리고 원판과 환원

판에 대한 수치계산 모델을 선정하여 실베스터-전

달강성계수법으로 고유진동수와 고유모드를 계산

한 후, 이미 신뢰성이 잘 알려져 있는 유한요소법

과 엄밀해로 동일 모델에 대해 고유진동수와 고

유모드를 각각 구하였다. 그리고 계산 결과들을 

비교해보니, 계산 결과들은 서로 잘 일치하였다. 

따라서 실베스터-전달강성계수법이 원판 및 환원

판의 굽힘 자유진동 해석에도 유용하게 사용할 

수 있음을 확인할 수 있었다.

후  기
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