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Ⅰ. 서 론

대부분 매니퓰레이터 로봇은 작업 수행 시 구동기의 명령이 실행되는 

관절 공간(joint space)의 좌표계 시스템에 의존한다. 그렇기 때문에 작

업 공간에서의 작업 계획(task space)은 기준 각도 등의 변수를 계산하

기 전에 액추에이터 공간에서의 적절한 좌표 변환이 필요하다[1]. 본 논

문에서는 매니퓰레이터 로봇의 작업 공간에서의 이동 궤적을 관절 공간

에서의 궤적으로 변환하는 방법에 대해 다룬다. 대부분의 매니퓰레이

터 로봇은 작업도구가 로봇의 가장 끝 지점에 위치한다. 이를 엔드이펙

터(end-effector)라고 한다. 엔드이펙터는 로봇의 관절운동에 의해 위

치이동과 회전이동이 결정

된다. 이러한 로봇이 작업

을 하도록 설정하기 위해

서는, 엔드이펙터가 원하

는 위치로 정확히 움직여

야 한다. 이를 위해서 로

봇을 제어하기 위해서는 

운동기하학(kinematics)

으로부터 계산을 해야 한다. 운동기하학은 정운동기하학(forward 

kinematics)과 역운동기하학(inverse kinematics)으로 나뉘는데, 정

운동기하학은 로봇의 각 관절의 운동에 따라 엔드이펙터가 어떻게 움직

이게 되는지 계산하는 방법이고, 역운동기하학에서는 엔드이펙터가 원

하는 위치로 움직이기 위한 관절 각도의 변화를 계산하는 방법이다. 매

니퓰레이터 로봇의 운동을 제어하거나 작업 계획을 하기 위해서 역운동

기하학은 필수적이라고 할 수 있다.

본 논문에서는 매니퓰레이터 로봇의 역운동기하학 해석 및 시뮬레이

엔드이펙터는 로봇의 가장 끝 지점으로, 

주로 작업도구가 장착되는 부분이다.  

엔드이펙터의 정확한 운동을 위해 로봇을 

제어하기 위해서는 운동기하학으로부터 

계산해야 한다. 운동기하학은 정운동기

하학과 역운동기하학으로 나뉜다.
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션을 위해 먼저 로봇의 운동기하학 모델을 결정하고, 정

운동기하학을 풀이한 후 역운동기하학을 해석한다. 마지

막으로 MATLAB을 이용하여 실험로봇의 시뮬레이션을 

하고 결과를 도출한다.

Ⅱ. 역운동기하학 식 유도 및 해석

역운동기하학을 푸는 대표적인 방법은 자코비안 행렬

을 이용하는 방법[2]과 기하학을 이용한 닫힌 형태(closed 

form)로 구하는 방법이 있다[3-5]. 관절각을 닫힌 형태로 

구하는 방법은 반복 과정이 있는 역

운동기하학보다 계산이 빠르게 된

다는 장점이 있으나, 이 방법은 로

봇의 구조가 바뀔 때 마다 운동기하

학 식을 유도해야 하는 단점이 있

다. 본 논문에서는 자코비안을 이용

하여 역운동기하학 기법에 대해 다

룬다.

1. 매니퓰레이터 로봇의 운동기하학 모델

매니퓰레이터 로봇의 시뮬레이션을 위해 가장 먼저 해

야 할 것은 관절 좌표계를 설정하는 것이다. 본 논문에서

는 D-H 표기법(Denavit-Hartenberg notation)을 이용

하여 로봇의 각 링크마다 좌표계를 부착하고, 로봇의 초

기위치를 설정하였다. 

엔드이펙터의 위치와 회전은 각 관절의 변화에 의해 영

향을 받으므로 <그림 1>과 같이 표현하였다. D-H 표기

법은 각 좌표계의 z축을 각 관절의 운동축에 설정한다. 

좌표계의 중심은 z축 위에 임의로 설정하며, x축과 y축

은 오른손 법칙을 이용하여 결정한다. 이 후의 좌표계는 

D-H 파라미터를 결정하며 반복적인 방법을 이용하여 

결정하게 된다. 다음은 D-H 표기법을 기반으로 D-H 

파라미터(Denavit-Hartenberg parameter)를 도시한 

것이다.

D-H 파라미터의 각 변수 q, d, 

l, a는 <그림 1>의 각 부분에 결정

된 것과 같다. q는 이전 링크의 x축

과 다음 링크의 x축 사이의 각도이

며, d는 이전 좌표계의 원점과 다음 

좌표계의 x축의 연장선과 이전 좌

표계의 z축이 만나는 점과의 거리

이고, l은 이전 좌표계의 z축과 다음 좌표계의 z축 사이의 

최단 직선의 길이이다. 이 직선이 다음 좌표계의 x축을 

결정한다. 마지막으로, a는 이전 좌표계의 z축과 다음 좌

표계의 z축 사이의 각도이다.

2. 정운동기하학(Forward kinematics) 풀이

역운동기하학 해석에서는 정운동기하학이 선행되어

야 한다. 이는 로봇이 목표위치로 가기 위해 움직이는 동

안 엔드이펙터의 위치와 회전이 계산에 따라 항상 변하

기 때문이다. 정운동기하학의 풀이는 II.1절에서 설정한 

D-H 표기법을 이용하여 동차 변환 행렬(homogeneous 

transformation matrix)을 도출하면 간단히 계산할 수 

있다[5,6].동차변환행렬은 강체의 운동을 기술할 수 있는 

행렬로, 다음과 같은 형태이다. 

식 1

식 1에서, R은 3×3 크기의 회전행렬이며 d는 3×1 크

기의 위치벡터, 0은 1×3 크기의 영행렬이다. 따라서 동

차변환행렬은 4×4 크기의 정사각행렬로 정의된다. 식 2<그림 1> D-H 표기법에 따른 좌표계 설정
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<표 1> 매니퓰레이터 로봇의 D-H 파라미터

로봇 모델을 해석하기 위한 순서로,  

각 관절의 좌표계를 설정한 후 정운동기

하학을 풀이한다. 정운동기하학 방정식

에서 자코비안 행렬을 도출하여 로봇  

제어를 위한 정보를 추출하는 것이  

목적이다.
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는 <표 1>의 D-H 파라미터와 식 1을 이용하여 i번째 링

크에서 i+1번째 링크로의 동차변환행렬이다.

식 2

식 2에서, Rot(a,b)는 회전 변환을 나타내는 동차변환

행렬을 나타내며 a는 회전축, b는 회전각도를 의미한다. 

Trans(a,b)는 이동을 나타내는 동차변환행렬이고, d는 이

동 거리를 표현한다. Ai를 식으로 표현하면 다음과 같다.

식 3

식 3에서, cθi
/sθi

는 cosθi/sinθi를, cai
/sai

는 cosai/sinai를 

의미한다. 식 2와 식 3을 활용하여 기준 좌표계에서 엔드

이펙터의 위치를 계산할 수 있다. 즉, 기준좌표계에서 n

번 좌표계로의 좌표변환을 나타내는 식이다. 각 링크별 

D-H파라미터에서 추출한 동차변환행렬을 기준부터 n번

까지 순서대로 곱하여 계산할 수 있으며, 식 4와 같다.

식 4

3. 자코비안(Jacobian) 행렬 도출

정운동기하학 방정식은 직교 공간(cartesian space)

에서표현한 엔드이펙터의 자세와 관절 좌표 사이의 공간

함수로 정의된다[1,6]. 따라서, 엔드이펙터의 속도와 관절

속도와의 관계는 이 함수의 도함수로 나타내며 이를 자

코비안이라고 한다. 자코비안은 로봇의 운동을 제어하는 

중요한 정보 중 하나이다. 이를 수식으로 표현하면 식 5

와 같다.

식 5

식 5에 의거하여 엔드이펙터는 관절들에 의해 운동을 

하게 된다. <그림 2>는 회전관절의 운동에 따른 엔드이펙

터의 운동을 설명한다. 여기서, z는 해당 좌표계의 z축 단

위벡터이며, o0
n은 기준 좌표계의 원점에서부터 n번 좌표

계의 원점까지의 거리이다.

식 9

<그림 2>로부터 자코비안 행렬은 다음과 같은 구해진다.

4. 역운동기하학(Inverse kinematics) 풀이

정운동기하학을 풀면 목표위치에서 현재위치의 차이를 

구할 수 있다. 

식 6

위 수식에서, p0
d는 목표위치를 의미하며, R0

d는 목표회

전을 의미한다. 이 기준좌표계에서 n번 좌표계까지의 회

전행렬로 나타나는 회전변환을 하나의 회전축과 해당 회

전각도 만큼의 변화로 변환하여 나타낼 수 있다.

<그림 2> 회전관절 의 운동에 따른 엔드이펙터의 운동

<그림 3> 기하학적 해석을 위한 예시 그림
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 식 7

rd은 기하학적인 해석 방법을 이용하여 해석할 수 있다.

<그림 2>에서 O
→
N은 좌표계의 z축방향 벡터이고, N

→
V

는 계산을 위해 O
→
N벡터에서 r0

n벡터로 수직으로 표현한 

벡터이다. V
→
P벡터 또한 계산을 위해 N

→
Q벡터 위에서 rd

벡터의 끝점 P로 표현한 벡터이다.

 
식 8

식 7과 식 8로부터 회전행렬은 식 9와 같이 구할 수 있

다. 여기서, 회전각도 δ와 회전 축 벡터 an은 ΔR의 대각

선방향의 원소들로부터 다음과 같이 계산되어진다.

 식 10

an은 n번째 관절에 설정한 축을 기준으로 계산된 벡터

이므로 이를 기준 좌표계에서 계산된 값을 나타낼 수 있

도록 변환해야 한다.

 식 11 

회전행렬을 회전축과 각도로 변환 후의 목표위치에서 

현재위치의 차이를 구하기 위해 오차 벡터를 정의하면 다

음과 같이 표현할 수 있다.

 식 12

목표 위치까지 도달하기 위한 최적의 각도를 계산하기 

위해 비용함수를 설정하고 오차를 구할 수 있다.

 식 13

자코비안을 이용한 방법은 반복적인 계산이 필요하다. 

그러므로 에러가 수렴하기 위한 가중치 또한 반복적으로 

계산해야 한다. 에러가 수렴하기 위한 가중치는 Samuel 

R.B weighting 기법을 사용하여 구할 수 있다[7]. 이것을 

α라고 하면 식 14와 같이 표현할 수 있다.

 식 14

현재의 각도에 가중치를 적용한 에러를 더하여 최적화

된 다음 이동 각도를 구할 수 있다. 수식은 다음과 같이 

표현한다.

 식 15

위의 과정을 에러가 사용자가 설정한 반복회수만큼 반

복해서 계산하여 에러가 기준치 이내로 수렴하면 역운동

기하학의 계산을 종료할 수 있다. <그림 4>는 앞선 내용

들을 이용한 알고리즘이다.

Ⅲ. 실험 결과

II장의 과정을 이용하여 MATLAB으로 매니퓰레이터 

로봇의 엔드이펙터가 목표위치까지 이동하는 과정을 시

뮬레이션하였다. 시뮬레이션의 결과는 엔드이펙터가 목

표위치까지 도달하기 위한 각 관절의 각도변화와 목표위

치에서 현재위치의 차이를 나타내는 에러벡터를 확인하

였고, 에러가 수렴하는 것을 norm을 이용하여 그래프로 

<그림 4> 역운동기하학 알고리즘
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확인할 수 있었다.

<그림 5>은 시뮬레이션을 하기 위한 로봇의 초기 형상

을 나타내고 있다. 자코비안을 이용한 역운동기하학 풀이

는 로봇의 초기 형상이 자코비안의 특이점에 있으면 풀이

가 불가능한 경우가 되기 때문에 초기 형상을 지정해 주

어야 한다. 다음은 로봇의 초기 관절각도와 엔드이펙터가 

목표한 위치에 도달했을 때의 관절각도를 정리한 표이다.

시뮬레이션 과정은 목표 관절각도를 정운동기하학에 

대입하여 동차변환행렬을 구하는 것으로 시작한다. 그 후 

매니퓰레이터 로봇이 초기상태에서 설정한 목표로 도달

할 수 있도록 계산하기 위해 <그림 4>의 알고리즘을 이용

하면서, 반복할 때 마다 그 당시의 이동한 관절 각도를 업

데이트하면서 계산을 한다. 이 과정을 거치면서 목표에서 

현재의 에러값이 수렴할 때 까지 반복한다. 에러값이 원

하는 범위 이내로 수렴한 것이 1301번째 이므로 시뮬레

이션을 종료하였다. 에러 범위를 설정하기 위해 기준 범

위를 1e-6으로 설정하였다. 에러 수렴 판별은 에러행렬

을 제곱하여 크기를 구하여 판별하였다. 이 값을 기반으

로 에러가 수렴하는 과정을 확인하기 위해 그래프를 도시

하였다.

<그림 6>의 결과를 통해 에러의 수렴을 확인할 수 있

다. 에러가 초반에는 빠르게 수렴하고, 후반에 느리게 수

렴하게 되는데, 이는 <그림 4>의 알고리즘이 Newton-

Raphson방법을 기반으로 한 방법이기 때문이다. <그림 

7>은 시뮬레이션의 결과로 도시된 6축 매니퓰레이터 로

봇의 형상을 각각 다른 시점에서 바라본 것이다.

Ⅵ. 결 론

본 논문에서는 매니퓰레이터 로봇의 역운동기하학 해

석을 위하여, 엔드이펙터의 선속도 및 각속도와 각 관절 

각도의 관계에 의한 자코비안 행렬을 이용하는 방법을 소

개하였다. 이 방법은 관절각을 닫힌 형태로 구하는 방법

에 비해 연산속도는 다소 느리지만, 로봇이 달라질 때 마

<그림 7> 6축 로봇 시뮬레이션 

<그림 6> 에러 수렴 판별 그래프

구분 Link 1 Link 2 Link 3 Link 4 Link 5 Link 6

초기 각도 90˚ 0˚ 0˚ 90˚ -90˚ 90˚

목표 각도 100˚ 10˚ 10˚ 100˚ -80˚ 100˚

<표 2> 로봇의 초기 관절각도 및 이동목표 관절각도

<그림 5> 실험 로봇의 초기 형상
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이 진 영

•2015년 2월 명지대학교 전기공학 학사

•2015년 3월~현재 명지대학교 전기공학 석사과정

<관심분야>

로봇제어, Motion planning, 휴머노이드 로봇

이 범 주

•2004년 3월~2008년 8월  한국과학기술원 전기전자공학 

박사

•2002년 3월~2004년 2월  한국과학기술원 전기전자공학 

석사

•1998년 3월~2002년 2월  연세대학교 전기전자공학/

기계공학 학사

<관심분야>

휴머노이드 로봇 보행 기술 연구, 감속기 연구, 로봇 

메커니즘 설계 및 개발, 로봇 제어알고리즘 연구 및 개발

다 수식을 새롭게 유도할 필요가 없다는 장점을 가지고 

있다. 6축 매니퓰레이터 로봇의 모델에 기반하여 시뮬레

이션을 하였으며 목표 자세의 오차가 허용범위 이내로 수

렴하는 것을 확인하였다.
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