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요 약

최적실험의 제일 큰 약점은 실험기준이 지나치게 모형과 그에 수반되는 가정에 의존한다는 점이

다. 이는 종종 모형의 모수의 개수와 받힘점의 개수가 일치를 하는 경우로 이루어지는데 이는 가정된

모형이 참이 아닌 경우를 대비한 실험이 될 수 없다. 이런 경우 문헌에서는 가정된 다항회귀모형의 차

수보다큰차수를가진다항회귀모형을가정하고최적실험을제안하나이는 D−효율에근거한관행적
인 방법일 뿐이다. 본 연구에서는 O’Brien (1995)이 제안한 가정된 모형의 일반적인 이탈을 염두에

둔 추가받힘점 생성에 관하여 알아보고 단순회귀모형과 2차 회귀모형에 대한 실험들을 D−효율로 카
타로그화 하여 실험자로 하여금 선택을 할 수 있게 하였다. O’Brien은 비선형모형에 대해 추가받힘

점의 선택 방법을 제시하였지만 방법을 구현하는 데 있어 명확치 않은 기준이 있어 모수에 의존하는

비선형모형에대한최적실험보다는다항회귀모형을중심으로심층적으로사용방법을알아보았다.

주요용어: 다항회귀모형, 받힘점. D−최적실험, D−효율.

1. 머리말

반응변수 n × 1벡터 y(x)는 식 (1.1)과 같이 x의 다항회귀 (polynomial regression) 함수로 연결되어

있다.

y(x) = θ0 +

m∑
i=1

θix
i + ϵ = fT

m(x)θ + ϵ, (x ∈ Ω) (1.1)

여기서 fT
m(x) = (1, x, · · · , xm)이며 θT = (θ0, θ1, · · · , θm)는 추정하여야 할 모수벡터이며 오차항

ϵ는 기댓값 0 그리고, 분산은 σ2이다. 본 연구에서는 일반성의 손실 없이 σ2 = 1로 설정한다. 받

힘점 (support point)에 해당되는 x값이 위치하는 실험영역으로 통상 x ∈ Ω = [−1, 1]으로 간주한

다. 실험설계 ξ는 실험영역 Ω내의 유한개의 k개의 점 xi ∈ Ω, i = 1, 2, · · · , k에 대한 확률질량함수
ξ(xi), i = 1, · · · , k로 기술되는데 전체 실험에 쓰이는 관측값의 개수 n이고 각 받힘점에서 반복되는

관측값의 개수가 ni, i = 1, · · · , k라 한다면 개개의 ξ(xi), i = 1, 2, · · · , k는 ni/n의 형태를 가지며∫
Ω
ξd(x) = 1.0의 제약조건을 가진다. 추가로 n× ξ(xi)이 정수라는 제약조건이 주어지면 정확실험설계

(exact design), 제약조건이 없는 경우를 근사실험설계 (approximate design)라 한다. 본 연구는 근사

실험인경우를다룬다.
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식 (1.1)의모형 fm(x)하에서특정한점 x0 ∈ Ω에서의분산은식 (1.2)와같다.

dm(ξ, xo) = fT
m(xo)M

−1
m (ξ)fm(x0) (1.2)

여기서 Mm(ξ)는
∫
Ω
fm(x)fT

m(x)ξd(x)로 정보행렬 (information matrix)이다. 이 정보행렬은 비특이

(non-singular) 행렬로 가정한다. 최적실험설계분야에서는 이러한 Mm(ξ)의 행렬식을 최대화시키는 실

험설계기준으로 D-최적실험설계기준이 있고 x0 ∈ Ω인 경우 해당하는 식 (1.2)의 예측분산 (prediction

variance) dm(ξ, x0), xo ∈ Ω의최대값을최소화하는 G-최적실험설계기준이존재한다. 이러한 D-와 G-

최적 사이에는 동격성 (equivalence)이 존재한다. 그리고 최적성은 dm(ξ, xo), xo ∈ Ω의 최대값이 모형

의 모수의 개수와 일치하는지 여부를 통해 확인할 수 있다. 물론 식 (1.1)에서의 다항모형의 경우 모수

의개수는 m+ 1이다.

다항회귀모형인 경우 D−최적의 해는 이미 1950년대에 구해진 바 있다. de la Garza (1954) 및

Guest (1958)에 의해 다항회귀모형 fm(x)의 차수 m을 알고 있다는 가정에서 D−최적실험설계 해가
제공되었다. 그러나 이러한 해의 구조는 받힘점의 개수가 다항회귀모형의 모수의 개수 m + 1와 정확

히 일치하고 각 받힘점에 부여되는 질량은 1/(m + 1)로 등질량인 구조를 가진다. 이러한 구조 때문에

D−최적실험은가정된모형에불확실성이존재하는실제적인실험환경하에서는채택되기힘들다.

따라서 Kussmaul (1969)과 Cook과 Nacthsheim (1980) 등은 가정된 모형보다 더 높은 차수의 다항

회귀모형을 가정하고 실험을 하는 것을 추천하곤 한다. 그러나 이러한 방법은 두 모형간의 효율성만을

가지고 추천된 방법이므로 다소 관행적이다. 기존 연구에서는 Dykstra (1971), Evans (1979), Kim 등

(2002) 등과 같이 기존 실험에 받힘점을 추가하는 추가실험의 논문들이 존재하나 이는 적합결여검정을

염두에 두고 받힘점을 찾는 문제와는 별도의 문제이다. 또한 Ds-최적, 즉 기본 모형에서 이탈되는 차수

에 해당하는 추정계수의 분산을 최소화하는 기준이 있으나 이러한 최적의 받힘점의 개수가 확장된 모형

의 모수의 개수와 일치하므로 유용성이 떨어진다. O’Brien (1995) 이외에는 모형의 일반적인 불확실성

을 염두에 두고 추가받힘점을 찾는 연구는 기존문헌에 없는 편이다. 최적실험의 일반적인 참고문헌으로

는 Fedorov (1972)나 Atkinson과 Donev (1992)등을참조하기바란다.

제 2절에서는 O’Brien (1995)의 방법을 소개하고 다항회귀모형으로 연계하여 추가받힘점에 대한 논

의를 심도 있게 한다. 기존 방법과 달리 이 방법이 가지고 특징들을 분석하고 이에 대한 사용 용도를 제

안하고자한다. 제 3절에서는결론과토의를한다.

2. 받힘점 추가

먼저 O’Brien의방법을설명하여보자. 다항회귀모형 fm(x)의모수의개수는 m+ 1이므로 D−최적
의받힘점의개수는 m+ 1이다. 또한 ξx을새로운받힘점 x에모든질량을부여하는한점 (one point)

실험이라하면다음과같은실험설계는

ξE =
m+ 1

m+ 2
ξD +

1

m+ 2
ξx (2.1)

D−최적의받힘점 x1, · · · , xm+1 및 x에질량 1/(m+ 2)를배정하는실험이된다.

이러한 실험 ξE와 D-최적실험 ξD의 차이를 나타내주는 방법으로서 ξE이 D−최적에 대해 가지는
D−효율 e[ξE(ξD)]을이용한다.

e[ξE(ξD)] = (|M(ξE)| / |M(ξD)|)1/(m+1)

이러한 D−효율은 ξE에대해서는다음과같이표현된다. 앞으로는이런 D−효율을 de로표기한다.

de =
m+ 1

m+ 2
(1 + d(x, ξD)/(m+ 1))1/m+1 (2.2)
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O’Brien (1995)은 이러한 효율을 일정 수준, 예를 들어 90%를 충족시키는 받힘점 x을 추가받힘점으

로 설정하는 것을 제안하였다. 식 (2.2)를 d(x, ξD)에 대해 정리하면 O’Brien이 추천한 받힘점이 나온

다.

d(x, ξD) = (m+ 1)

[(
m+ 2

m+ 1
de

)m+1

− 1

]
(2.3)

즉 예측분산의 값이 식 (2.3)의 우변과 일치하는 모든 받힘점 x를 찾는 문제가 된다. 다만 O’Brien은

비선형모형을 이용하여 이런 방법을 제시하였지만 이에 대한 응용은 선형모형이 더 적합하다고 판단되

어 본 연구에서는 다항회귀모형을 가정하여 추가받힘점을 카탈로그 (catalogue)화하려는 것이다. 또한

O’Brien이간과한 de의설정문제도짚으려고한다.

예제 2.1 O’Brien은 아무런 설명 없이 de값으로 0.9와 같은 임의의 숫자를 제시하였는데 그러나 de를

설정할 때는 고려할 사항이 존재한다. 왜냐하면 단순회귀모형인 경우 D−최적 하에서의 예측분산함수
는 d(x, ξD) = 1 + x2으로표시되는데이는실험영역 Ω = [−1, 1]에서최대값 2와최소값 1로상한과하

한이 주어져 있기 때문이다. 식 (2.3)의 우변에 있는 식을 이 상하한선에 맞추어 계산된다면 0.81650=√
2/3 ≤ de ≤

√
8/9=0.94281사이에서 de가설정되어야한다. 만약 de가하한

√
2/3으로설정되면중

간 받힘점이 0으로 설정이 되고 상한
√

8/9로 설정을 하면 기존 모형에 대한 효율을 100%로 요구하는

문제가된다. 후자의경우는중간받힘점의필요성은없어진다.

본 연구에서는 편의상 de를
√

2/3과 O’Brien이 제안한 0.9만 다루고자 한다. de가 0.9로 설정되는

경우는받힘점은 -1, 1 이외에 ±0.803에설정된다. 최적실험에서의양극점인받힘점에추가하여실험영

역내의 점 두 개가 생성된 것이다. Figure 2.1은 d(x, ξD)의 그림인데 식 (2.3)에서 우측 값에 해당되는

값을수직으로읽어들여 x축에서교점을읽어드리면된다.

Figure 2.1 d(x, ξD) = 1 + x2 with dotted line corresponding to de=0.9

기존 ξD의 받힘점과 O’Brien이 제안한 추가받힘점에 등질량을 부여하는 다음과 같은 실험의 효율성

에대해알아보고자한다.

ξO : ξ(±1) = ξ(±x) = 1/4

참고로 본 연구에서는 받힘점에 대한 질량을 등질량 (equi-weight)으로 국한하여 설명을 전개할 것이

나 반드시 그럴 필요는 없다. 기존의 D−최적실험을 ξD 그리고 추가받힘점만을 가정한 D−최적실험을
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ξ∆라한다면다음과같은복합실험을설정하여볼수있다.

ξc = αξD + (1− α)ξ∆, 0 ≤ α ≤ 1

그러나 본 연구의 특징이 O’Brien의 방법에 대한 다항회귀모형에 대한 적용성 문제를 검토하는 내용

이므로 본 연구에서는 받힘점 개수만큼 해당하는 등질량의 실험만을 고려할 것이다. 왜냐하면 de의 상

한값과 적절한 α를 이용하면 얼마든지 기본모형에 대한 D-효율을 올릴 수 있어 이러한 경우는 제외한

다.

기본적으로 O’Brien이 제안한 실험은 가정된 모형에 대한 D-효율을 어느 정도 보장하는 조건을 만족

하는 조건만 있을 뿐 다른 조건은 없다. 따라서 O’Brien (1995)의 방법은 기존모형에서 이탈되는 일반

적인모든상황을염두에둔실험이라할수있고그런상황에서사용을추천하였다. 그러나다항회귀모

형인경우는참의모형이 2차나 3차다항회귀모형인경우로밝혀지는경우가있기때문에 O’Brien이제

안한실험의 D−효율을이러한관점에서논의하는것이바람직하다.

x = 0인 경우 O’Brien의 실험은 2차 회귀모형을 가정한 D−최적실험, ξ(±1) = ξ(0) = 1/3이므

로 참의 모형이 2차 모형인 경우는 e[ξ2O(ξ
2
D)] =1.0, 참의 모형이 가정한 모형 단순회귀모형인 경우는

e[ξO(ξ
1
D)] =0.8165이 된다. ξO은 O’Brien이 제시한 실험이다. 그리고 ξ1D, ξ2D는 각각 1차 및 2차 다항

회귀모형에대한 D−최적이다.

그리고 de = 0.9으로 설정된 x = ±0.803인 경우는 e[ξO(ξ
1
D)] =0.9069, e[ξ2O(ξ

2
D)] =0.5593로 나

타난다. 또한 de = 0.9인 경우는 ξO는 받힘점이 4개이므로 ξ3D과 비교하면 e[ξO(ξ
3
D)]=0.5947로 나온

다. 결론적으로 O’Brien이 제안하였듯이 de값을 너무 높게 설정되고 참의 모형이 기존모형에서 이탈되

면 그 효율은 급속히 떨어진다. 만약 de를 0.85로 낮추게 되면 e[ξO(ξ
1
D)] =0.7909, e[ξ2O(ξ

2
D)] =0.8396,

e[ξ2O(ξ
3
D)] =0.9909이므로모든이탈되는모형에대해만족스러운결과를가져다준다.

참고로 3차 다항회귀모형에 대한 최적실험 ξ3D : ξ(±1) = ξ(±
√

1/5) = 0.25은 1, 2 차 모형에 대해서

가지는효율은다음과같다.

e[ξ3D(ξ3D)] = 1.0, e[ξ3D(ξ2D)] = 0.865, e[ξ3D(ξ1D)] = 0.7736

결론적으로실험자에게는다음과같은 3가지실험선택이주어진다.

ξ2D, ξ3D, ξdeO :
√

2/3 ≤ de ≤
√

8/9

수치적으로 de =
√
2/3이면 ξ2D = ξdeO가 되고 de = 0.84327이면 ξ1D에 받힘점 ±

√
1/5이 추가되는

ξO실험이 된다. de = 0.84327를 기준으로 밑으로 de값을 잡으면 중간 받힘점은 ±
√

1/5에서 이탈하여

0으로 향하는 반면 de값을 그 위로 잡으면 중간받힘점은 1로 향한다. de가 낮아지면 즉 기존 모형에 대

한효율을낮게잡더라도다른참의모형이될가능성이높은 2차나 3차에대한효율은상대적으로높아

진다는 점을 생각하면 O’Brien이 제시한 de = 0.9의 경우는 다항회귀모형인 경우는 너무 높은 감이 없

지 않다. 위에 언급한 3가지 실험 중 어느 실험을 선택할지는 실험자의 몫이 되겠지만 O’Brien이 제안

한 방법을 선택할 시에는 조심스러운 de에 대한 설정이 필요하다. 또한 위의 세 가지 실험에 추가하여

다음과같은실험기준을고려하여보자.

max
ξ

min
{
e[ξ(ξ1D)], e[ξ(ξ2D)], e[ξ(ξ3D)]

}
물론 이 경우는 O‘Brien 의 방법과 달리 3차 항을 모형 집합에 포함시켜야 하는 조건이 필요하다. 비

교목적으로받힘점에등질량을가정한다면다음과같은실험이나온다.

ξmm : ξ(±1) = ξ(±0.7739) = ξ(0) = 0.2
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각모형에대한 D−효율의각각약 e[ξmm(ξ1D)]=0.7999, e[ξmm(ξ2D)]=0.8339, e[ξmm(ξ3D)]=0.7999로

나온다.

또한 O’Brien이 명기한 단순회귀모형에 대한 de를 0.8로 한 경우 다른 모형에 대한 효율에 어떤 변화

가일어나는지다음과같은제약조건실험을실시하여보았다. 이방법은 Kim과 Lim (2007) 의논문을

참조하기바란다.

max
ξ

min
{
e[ξ(ξ2D)], e[ξ(ξ3D)]

}
subject to e[ξ(ξ1D)] ≥ 0.80

이경우도비교목적으로받힘점에등질량을가정한다면다음과같은실험이나온다.

ξmmc : ξ(±1) = ξ(±0.7746) = ξ(0) = 0.2,

e[ξmmc(ξ
1
D)] = 0.80, e[ξmmc(ξ

3
D)] = 0.7969, e[ξmmc(ξ

2
D)] = 0.8343

이러한 경우 제약건식에 들어가는 하한 값은 O’Brien의 방법과 달리 실험자가 0과 1상에서 임의로

설정할수있다. 우연치않게 ξmm과 ξmmc는거의유사한결과를보여준다.

ξ2D, ξ3D, ξdeO :
√

2/3 ≤ de ≤
√

8/9에 추가하여 ξmm, ξmmc까지 실험의 선택의 폭은 넓어지는 것이

다. 물론이외에도다양한복합실험기준이존재하나여기서는그설명은생략한다.

O’Brien의 방법이 de를 설정하는데 있어 다소 까다로운 점이 다항회귀모형인 경우는 존재하나 장점

은 다른 방법과 달리 기본 모형에서 이탈 되는 구조식을 밝히지 않더라도 된다는 점이다. 기본 모형에

대한 효율만 너무 과다하게 설정하지 않는다면 기존의 문헌의 ξmm이나 ξmmc에 버금가는 실험을 손쉽

게설정할수있다.

또한 O’Brien의 방법은 기존의 받힘점에 추가하여 받힘점을 구하는 문제이므로 기존의 받힘점은 포

기할 필요가 없다. 기존의 받힘점에 추가하여 추가받힘점이 생성된다는 점 역시 O’Brien방법의 매력이

다.

예제 2.2 이차회귀모형에서 de가 정해지면 추가받힘점은 -1, 0, 1 이외에 ±x1,±x2에 설정되는

데 x1, x2값은 Table 2.1에 주어져 있다. 2차함수인 경우 D−최적의 예측분산함수는 d(x, ξD) =

3 − 4.5x2 + 4.5x4이고 실험영역 Ω = [−1, 1]에서 받힘점 −1, 0, 1에서 분산의 최대값 3을 가지며

±
√

1/2=0.707에서 최저값, 1.875를 가진다. 따라서 예제 2.1과 마찬가지로 선택할 수 있는 de의 구간

을 설정하여 보면 0.88175 ≤ de ≤ 0.9450이 나오는데 본 연구에서는 예제 2.1과 같은 맥락에서 de값을

임의로 0.88175, 0.9로설정하였다. Figure 2.2를참조하기바란다.

Table 2.1 Extra support point for specific de

de 0.88175 0.90

추가받힘점 ±
√

1/2= ±0.7071 ±0.9098, ±0.4149

de가 0.88175인경우즉 ξ(±1) = ξ(0) = ξ(±
√

1/2) = 0.2와같은실험인경우받힘점이 5개까지나

오므로차수가 1, 2, 3, 4인다항회귀모형에대해그효율을비교하여볼수있을것이다.

de = 0.88175 : e[ξO(ξ
1
D)] = 0.7746, e[ξO(ξ

2
D)] = 0.8277, e[ξO(ξ

3
D)] = 0.8599, e[ξO(ξ

4
D)] = 0.95979

참고로 ξ4D실험이차수가 1, 2, 3, 4인다항회귀모형에대해가지는효율은다음과같다.

e[ξ4D(ξ1D)] = 0.756, e[ξ4D(ξ2D)] = 0.7828, e[ξ4D(ξ3D)] = 0.895, e[ξ4D(ξ4D)] = 1.0
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다음으로 de값을 0.9로 상향 조정하여 보자. 받힘점이 7개가 나온다. Figure 2.2를 참조하기 바란다.

기존받힘점 3개에 4개의추가받힘점이생성된다.

ξ(±1) = ξ(±0.8730) = ξ(±0.4878) = ξ(0) = 1/7

차수가 1, 2, 3, 4, 5, 6인다항회귀모형 D−최적에대해가지는효율은다음과같다.

de = 0.9 : e[ξO(ξ
1
D)] = 0.7559, e[ξO(ξ

2
D)] = 0.8168, e[ξO(ξ

3
D)] = 0.8494,

e[ξO(ξ
4
D)] = 0.8618, e[ξO(ξ

5
D)] = 0.8806, e[ξO(ξ

6
D)] = 0.9743

참고로 ξ6D실험이차수가 1, 2 3 4, 5, 6인다항회귀모형에대해가지는효율은다음과같다.

e[ξ6D(ξ1D)] = 0.7385, e[ξ6D(ξ2D)] = 0.7975, e[ξ6D(ξ3D)] = 0.8464

e[ξ6D(ξ4D)] = 0.8676, e[ξ6D(ξ5D)] = 0.9026, e[ξ6D(ξ6D)] = 1.0

실험의 선택은 보호하고자 하는 다항회귀모형의 차수에 달려 있다. 기본 모형인 2차모형에서 이탈되

는 정도가 심하지 않고 2차 모형에 대한 효율을 높게 유지한다면 de를 최소로 하는 O’Brien의 방법을,

그렇지 않고 참의 모형이 어떤 차수의 다항회귀모형인지 모를 경우에는 4차를 선택하는 것이 합리적이

다. 혹은 이탈의 정도가 심하면 5, 6차 항의 다항회귀모형을 기준으로 하여 받힘점을 선택하는 것이 합

리적이다. 그러나 차수가 높은 다항회귀모형을 염두에 둔 최적실험은 결과적으로 받힘점의 개수가 늘어

난다. 기존 3개의 받힘점에서 2배 이상의 6, 7개의 받힘점의 개수는 다소 과다하다고 판단된다. 따라

서 기존의 받힘점 3개에 신규 받힘점 두 개가 추가되는 최소 de를 가정한 O’Brien의 방법도 나쁜 선택

은아니라보여진다. 또한이탈되는모형의구조식을실험에포함시키지않아도되는장점이있기때문

이다. ξO는 간단한 계산으로 결정되므로 ξmm, ξmmc와 같이 알고리즘에 의해 계산되는 실험보다 간편

한점이이점이될수있을것이다. 물론불확실한모형들의집합이구조적으로구성되어있다면 Kim과

Lim (2007)의방법이추천된다.

Figure 2.2 d(x, ξD) = 3 − 4.5x2 + 4.5x4 with dotted line corresponding to de=0.9

3. 결론

본 연구에서는 다항회귀모형을 기준으로 추가받힘점의 생성과정을 알아보았다. 최적실험이 가지고

있는 단점을 보완하면서 이론적인 근거에 의해 모델에 대한 불확실성을 감안한 실험을 실시할 수 있는
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바탕이 마련된 것이다. O’Brien방법은 기존 모형에서 일반적인 이탈 (general departure)을 염두에 둔

방법이므로 기존문헌에서 추천되었던 확장 모형을 명시하지 않아도 되는 장점이 있다. O’Brien은 비선

형모형을 염두에 두고 이러한 방법을 제안하였으나 비선형모형에 대한 실험은 모수 값에 의존하는 국지

D−최적이 결정되고 de를 설정하는데 있어 애매모호한 점이 있어 본 연구에서는 다항회귀모형을 염두

에둔실질적인실험을구성하여보았다.
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Abstract

The major criticism of optimal experimental design is that it depends heavily on

the model and its accompanying assumption that often leads the number of support

points equal to the number of parameters in the model. Often in the past, a polynomial

model of higher degree is assumed to handle the experimental design for the polynomial

regression of lower degree. In this paper we searched the possible set of designs which

are robust to the departure of the assumed model. The designs are categorized with

respect to D-efficiency. The approach by O’Brien (1995) was discussed in univariate

polynomial regression model setting.
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