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Abstract

Multivariate skew-normal distribution(distribution that includes multivariate normal distribution) has been

recently applied to many application areas. We consider saddlepoint approximation for a statistic of linear

combination based on a multivariate skew-normal distribution. This approach can be regarded as an exten-

sion of Na and Yu (2013) that dealt saddlepoint approximation for the distribution of a skew-normal sample

mean for a linear statistic and multivariate version. Simulations results and examples with real data verify

the accuracy and applicability of suggested approximations.

Keywords: Multivariate skew-normal distribution, saddlepoint approximation, cumulant generating func-

tion.

1. 서론

Azzalini와 Dalla Valle (1996)는 p-차원의다변량왜정규분포의밀도함수를다음과같이정의하였다.

fp(x) = 2ϕp(x; Ω)Φ
(
α′x
)
, x ∈ Rp, (1.1)

여기서 ϕp(x; Ω)는 평균이 0이고 상관행렬이 Ω인 p-차원의 다변량 정규분포의 밀도함수이며, Φ( · )는
일변량 표준정규분포 N(0, 1)의 분포함수이다. 또한 α(∈ Rp)는 형태모수로 불리며, α = 0일 때 이 분

포는 다변량 정규분포 Np(0,Ω)가 된다. Azzalini와 Capitanio (1999)는 위 분포를 X ∼ SNp(Ω, α)으

로나타내었다.

다변량 왜정규분포는 정규성을 벗어나는 다변량 자료의 적합에 유용하다. 예를 들어, 2차원의 경우 확

률 등고선의 형태가 대략적으로 종모양을 취하지만 타원형에서 벗어나는 형태를 가지거나, 등고선의 간

격이 정규분포의 형태와는 차이를 보이는 경우를 들 수 있다. 이러한 비정규성을 가지는 다변량 자료에
대해 정규분포 외의 뚜렷한 대안적인 분포 모형이 거의 없는 실정이다. 최근 다변량 왜정규분포에 대한
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응용이 매우 활발하다. 그 이유로 이 분포는 Azzalini (1985, 1986)가 처음 제안한 왜정규분포가 다변
량으로 확장된 것으로, 일변량 분포와의 연계가 자연스럽고, 수학적으로 다루기 쉬우며, 다변량 정규분
포를 특별한 경우로 포함할 뿐 아니라, 정규분포가 가지는 여러 가지 주요 성질을 보존하는 특징을 가지
기때문이다. 예를들어, 이분포는적절한조건하에서이차형식의분포가카이제곱분포를따르며, 선형

변환 및 주변분포에 대해 닫힌 성질을 가진다. 다변량 왜정규분포 및 그의 응용에 대해서는 Azzlini와

Capitanio (1999)와 Azzalini (2005)를참고하기바란다.

본 논문에서는 X = (X1, . . . , Xp)
′가 p-차원 다변량 왜정규분포 SNp(Ω, α)를 따를 때, 다음의 선형결

합통계량

h′X =

p∑
i=1

hiXi (1.2)

의분포함수에대한근사를다루고자한다. 여기서 h′ = (h1, . . . , hp)는상수벡터이다. 근사의방법으로
는소표본에서도정확도가뛰어난근사법으로알려진안장점근사를사용하기로한다. 2절에서는관련된
선행연구로 Gupta 와 Brown (2001) 의결과를소개한다. 3절에서는분포함수에대한안장점근사의소
개와 함께 이를 통한 근사 방법을 제시하였다. 4절에서는 모의실험 결과와 실제자료분석을 다루었으며,

5절은결론으로구성하였다.

2. 관련 선행연구

Azzalini와 Dalla Valle (1996)는 단변량 왜정규분포의 확장으로 다변량 왜정규분포를 다음과 같이 정
의하였다. 먼저 Y0 ∼ N(0, 1)이고, 이와는 독립인 p차원 확률벡터를 Y = (Y1, . . . , Yp)

′라고 할 때,

(Y0, Y )′를다음과같이정의하자. (
Y0

Y

)
∼ Np+1

{
0,

(
1 0

0 Ψ

)}
.

위식에서 Ψ는 p× p 상관행렬이다. 만약 δi ∈ (−1, 1)(i = 1, . . . , p)에대해

Xj = δ1|Y0|+
√

1− δ1
2Yj , j = 1, . . . , p (2.1)

으로 정의하면, Xj는 각각 단변량 왜정규분포 SN(λi)(i = 1, 2, . . . , p)를 따르며(λi = δi/
√

1− δi
2),

확률벡터 X = (X1, . . . , Xp)
′는 식 (1.1)의 다변량 왜정규분포의 밀도함수를 가진다. 이때 α와 Ω는 다

음과같이정의된다.

α′ =
λ′Ψ−1∆−1

√
1 + λ′Ψ−1λ

, (2.2)

위식에서 ∆, λ, Ω는다음과같이정의된다.

∆ = diag

((
1− δ1

2) 1
2 , . . . ,

(
1− δp

2) 1
2

)
,

λ = (λ1, . . . , λp)
′ , λi =

δi

(1− δi
2)

1
2

, i = 1, . . . , p,

Ω = ∆
(
Ψ+ λλ′)∆.
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위 식에서 p = 2인 경우에 대해 Gupta와 Brown (2001)은 Y0, Y1, Y2가 서로 독립이며 N(0, 1)을 따르

는경우를고려하였다. 즉, X1과 X2를식 (2.1)과같이정의할때, X1과 X2의선형결합에대한분포함

수가다음의식으로주어짐을보인바있다.

P (h1X1 + h2X2 < u) = 2

∫ ∞

0

Φ

(
u− (h1δ1 + h2δ2)t

σ

)
ϕ(t)dt.

위 식에서 δi = λi/
√

1 + λi
2(i = 1, 2)이고, σ2 = h1

2(1 − δ1
2) + h2

2(1 − δ2
2) 이다. 특히, Gupta와

Brown은 h1 = 1, h2 = −1, u = 0인경우식 (2.1)의결과가다음과같이단순화됨을보인바있다.

P (X1 < X2) = 2

∫ ∞

0

Φ

(
(δ2 − δ1)t√
2− δ1

2 − δ2
2

)
ϕ(t)dt

=
1

π
arctan

(
δ2 − δ1√

2− δ1
2 − δ2

2

)
+

1

2
. (2.3)

위의 결과는 왜정규분포를 주변분포로 가지는 서로 연관된 두 확률변수 X1과 X2의 선형결합통계량의

분포함수를 다룬 것이다. 다음 절에서는 보다 일반적인 다변량 왜정규분포의 가정하에서의 선형결합에
대한 분포함수 문제를 다루고, 4절에서는 실제자료분석을 통해 Gupta와 Brown (2001)의 결과와 비교
하기로한다.

3. 다변량 왜정규 선형결합에 대한 안장점근사

3.1. 분포함수에 대한 안장점근사

안장점근사는 Daniels (1954)가 처음으로 통계학 분야에 소개한 근사 방법으로, 주어진 한 점에서 통

계량의 밀도함수 또는 분포함수에 대한 근사를 제공한다. 통계량의 누율생성함수(cumulant generating

function)에기반한안장점근사는표본평균에대한근사를시발점으로그동안여러유형의통계량에대
해 연구되어 왔다. 이 가운데 Lugannani와 Rice (1980)는 표본평균의 분포함수에 대한 안장점근사를
제안하였으며, 본연구에서는이근사의개선된형태인 Daniels (1987)의결과를다음과같이소개한다.

통계량 Vn이 누율생성함수 Kn(λ)를 가진다고 하자. 이때 Vn의 분포함수에 대한 안장점근사는 다음식
으로주어진다.

Pr(Vn ≤ υ) ≈ Φ(ω) + ϕ(ω)

{
1

ω
− 1

ξ

}
, υ ̸= E(Vn). (3.1)

여기서 Φ( · )와 ϕ( · )는표준정규분포의분포함수와밀도함수를나타내고, ω와 ξ는

ω = sgn
(
λ̂
) [

2
{
λ̂x−Kn

(
λ̂
)}] 1

2
, ξ = λ̂

{
Kn

′′
(
λ̂
)} 1

2

이고, λ̂는안장점방정식 K′
n(λ) = υ의해이다.

3.2. 단변량 왜정규 선형결합의 경우

확률변수 Xi(i = 1, . . . , p)가 서로 독립이며 각각 SN(αi)(i = 1, . . . , p)을 따를 때, Y = h′X의 적률생

성함수는다음과같다.

MY (t) = E
(
et

∑p
i=1 hiXi

)
=

p∏
i=1

2 exp

{
1

2
(hit)

2

}
Φ(δihit).
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여기서 δi = αi/
√
1 + αi이다. 위 결과로부터 안장점근사에 요구되는 누율생성함수의 1차와 2차 미분

식의결과는다음과같이주어진다.

KY (t) = logMY (t) = n · log 2 +
n∑
i=1

1

2
hi

2t2 +

n∑
i=1

log Φ (δihit) ,

K′
Y (t) =

n∑
i=1

hi
2t+

n∑
i=1

δihiϕ(δihit)

Φ(δihit)
,

K′′
Y (t) =

n∑
i=1

hi
2 +

n∑
i=1

δi
2hi

2ϕ(δihit){δihitΦ(δihit) + ϕ(δihit)}
Φ2(δihit)

.

위 결과를 식 (3.1)에 대입하여 Y = h′X의 분포함수에 대한 안장점근사를 실시할 수 있다. 이 절차는

표본평균에 대한 Na와 Yu (2013)의 경우와 매우 유사하므로 본 논문의 4절에서의 모의실험에서 별도

로다루지는않으나, 실제자료분석에서는비교를위해그결과를함께제시하기로한다.

3.3. 다변량 왜정규 선형결합의 경우

X가 SNp(Ω, α)를따를때, X의적률생성함수는

MX(t) = 2 exp

{
1

2
t′Ωt

}
Φ
(
δ′t
)
, δ =

Ωα√
1 + α′Ωα

이다 (Azzalini와 Capitanio, 1999). 이로부터선형결합통계량 Y = h′X의적률생성함수는

Mh′X(t) = 2 exp

{
1

2
t2h′Ωh

}
Φ

(
α′Ωht√
1 + α′Ωα

)
이다. 위식으로부터 Y = h′X의누율생성함수와그의 1차, 2차미분식은다음과같이주어진다.

Kh′Z(t) = logMh′Z(t) = log 2 +
1

2
t2h′Ωh+ logΦ(δht),

K′
h′Z(t) = th′Ωh+

ϕ(δht)

Φ(δht)
,

K′′
h′Z(t) = h′Ωh− δh

2ϕ(δht)[δhtΦ(δht) + ϕ(δht)]

Φ2(δht)
,

여기서 δh = α′Ωh/
√
1 + α′Ωα이다. 위식의유도과정에는다음의사실이사용되었다.

d

dt
Φ(δt) = δ · ϕ(δt), d

dt
ϕ(t) = −δ2t · ϕ(δt).

위결과를식 (3.1)에대입하여 Y = h′X의분포함수에대한안장점근사를실시할수있다.

4. 모의실험과 실제자료분석

4.1. 모의실험

이 절에서는 다변량 왜정규분포에서의 선형결합통계량 Y = h′X의 분포함수에 대한 안장점근사에 대한
모의실험을 수행한다. 모의실험 설계는 다음과 같다. 먼저 X ∼ SNp(Ω;α)이고, p = 2, 3인 경우에 대

해각각다음의상관행렬
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Table 4.1. Design of simulation

p = 2 p = 3

α′ = (α1, α2) Ω h′ = (h1, h2) α′ = (α1, α2, α3) Ω h′ = (h1, h2, h3)

( 1, 3) (2, 5) ( 1, 3, 5) (1, 2, 5)

(−1, 3) Ω1 (2, 5) (−1, 3, −5) Ω2 (1, 2, 5)

( 1, 3) (1, −1) ( 1, 3, 5) (1, −2, 5)

(−1, 3) (1, −1) (−1, 3, −5) (1, −2, 5)

Table 4.2. Saddlepoint approximation to the distribution function of linear combination

P (h′X < x)

h′ = (2, 5), Ω = Ω1, α′ = (1, 3) h′ = (2, 5), Ω = Ω1, α′ = (−1, 3)

x Normal Saddle S.Exact x Normal Saddle S.Exact

−3.0 0.0239 0.0035 0.0034 −7.0 0.0138 0.0104 0.0103

−1.5 0.0566 0.0239 0.0236 −5.5 0.0296 0.0248 0.0249

0.0 0.1170 0.0926 0.0919 −4.0 0.0579 0.0526 0.0525

1.5 0.2130 0.2223 0.2248 −2.5 0.1041 0.1002 0.1003

3.0 0.3439 0.3847 0.3921 −1.0 0.1726 0.1722 0.1721

4.5 0.4969 0.5410 0.5537 0.5 0.2646 0.2692 0.2687

6.0 0.6503 0.6837 0.6903 2.0 0.3764 0.3858 0.3857

7.5 0.7824 0.7922 0.7956 3.5 0.4998 0.5187 0.5120

9.0 0.8799 0.8709 0.8718 5.0 0.6232 0.6336 0.6340

10.5 0.9416 0.9241 0.9242 6.5 0.7351 0.7415 0.7421

12.0 0.9752 0.9577 0.9576 8.0 0.8271 0.8286 0.8295

13.5 0.9908 0.9777 0.9777 9.5 0.8957 0.8931 0.8935

15.0 0.9970 0.9889 0.9889 11.0 0.9420 0.9373 0.9374

16.5 0.9992 0.9948 0.9947 12.5 0.9704 0.9654 0.9653

18.0 0.9998 0.9977 0.9976 14.0 0.9861 0.9820 0.9820

15.5 0.9941 0.9912 0.9911

17.0 0.9977 0.9959 0.9959

Ω1 =

(
1 0.3

0.3 1

)
, Ω2 =

 1 0.3 0.5

0.3 1 0.7

0.5 0.7 1


을가정하고, 아래의 Table 4.1의조건에서모의실험을수행하였다.

모의실험 결과는 아래의 Table 4.2 ∼ Table 4.5에 제시하였다. 각 표에서 Normal, Saddle, S.Exact는

다음을의미한다.

Normal: 정규근사

Saddle: Lugannani-Rice 방법에의한분포함수안장점근사

S.Exact: 반복횟수 10만번의모의실험을통한정확한값

4.2. 실제자료분석과 응용

4.2.1. 인장-강도 모형에의 응용 X1과 X2가 각각 SN(α1)과 SN(α2)를 따를 때, 인장-강도 모

형(stress-strength model)에서의 관심확률 P (X1 < X2)에 대한 근사를 생각하자. X1과 X2가 종속인
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Table 4.3. Saddlepoint approximation to the distribution function of linear combination

P (h′X < x)

h′ = (1,−1), Ω = Ω1, α′ = (1, 3) h′ = (1,−1), Ω = Ω1, α′ = (−1, 3)

x Normal Saddle S.Exact x Normal Saddle S.Exact

−3.0 0.0093 0.0094 0.0093 −4.0 0.0002 0.0007 0.0007

−2.5 0.0278 0.0279 0.0278 −3.5 0.0014 0.0031 0.0032

−2.0 0.0698 0.0698 0.0697 −3.0 0.0073 0.0112 0.0112

−1.5 0.1493 0.1490 0.1483 −2.5 0.0285 0.0347 0.0347

−1.0 0.2737 0.2730 0.2725 −2.0 0.0863 0.0909 0.0904

−0.5 0.4348 0.4341 0.4335 −1.5 0.2049 0.2011 0.2005

0.0 0.6077 0.6073 0.6067 −1.0 0.3881 0.3750 0.3748

0.5 0.7615 0.7615 0.7607 −0.5 0.6008 0.5884 0.5887

1.0 0.8746 0.8750 0.8746 0.0 0.7868 0.7848 0.7856

1.5 0.9437 0.9441 0.9440 0.5 0.9091 0.9153 0.9157

2.0 0.9785 0.9788 0.9787 1.0 0.9696 0.9759 0.9759

2.5 0.9931 0.9933 0.9932 1.5 0.9921 0.9952 0.9952

3.0 0.9981 0.9982 0.9981 2.0 0.9984 0.9994 0.9993

3.5 0.9996 0.9996 0.9996

4.0 0.9999 0.9999 0.9999

Table 4.4. Saddlepoint approximation to the distribution function of linear combination

P (h′X < x)

h′ = (1, 2, 5), Ω = Ω2, α′ = (1, 3, 5) h′ = (1, 2, 5), Ω = Ω2, α′ = (−1, 3,−5)

x Normal Saddle S.Exact x Normal Saddle S.Exact

−2.0 0.0401 0.0011 0.0011 −15.0 0.0297 0.0340 0.0342

−0.5 0.0802 0.0244 0.0232 −13.5 0.0516 0.0560 0.0560

1.0 0.1450 0.1228 0.1221 −12.0 0.0848 0.0884 0.0885

2.5 0.2381 0.2676 0.2759 −10.5 0.1319 0.1336 0.1334

4.0 0.3569 0.4160 0.4268 −9.0 0.1945 0.1935 0.1929

5.5 0.4915 0.5533 0.5612 −7.5 0.2724 0.2684 0.2681

7.0 0.6271 0.6707 0.6763 −6.0 0.3633 0.3568 0.3566

8.5 0.7485 0.7668 0.7693 −4.5 0.4626 0.4549 0.4550

10.0 0.8450 0.8409 0.8416 −3.0 0.5644 0.5571 0.5573

11.5 0.9132 0.8955 0.8952 −1.5 0.6621 0.6567 0.6571

13.0 0.9560 0.9339 0.9333 0.0 0.7499 0.7474 0.7472

14.5 0.9799 0.9598 0.9594 1.5 0.8238 0.8243 0.8240

16.0 0.9917 0.9764 0.9763 3.0 0.8822 0.8849 0.8847

17.5 0.9970 0.9867 0.9866 4.5 0.9253 0.9292 0.9293

19.0 0.9990 0.9928 0.9928 6.0 0.9552 0.9593 0.9595

7.5 0.9746 0.9781 0.9783

9.0 0.9864 0.9891 0.9891

경우와 서로 독립인 경우에 대해 안장점근사의 결과를 Table 4.6에 제시하였다. Table 4.6에서 GB는

Gupta와 Brown (2001)에 의한 식 (2.3)의 결과이며, Saddle은 안장점근사, S.Exact는 10만번의 모의

실험을 통한 정확한 값이다. 이 가운데 안장점근사(Saddle)의 경우 종속인 경우는 Gupta와 Brown의

결과와의 비교를 위해 식 (2.2)에서 Ψ = I2를 적용하였으며, 이로부터 계산된 다변량 왜정규 분포의 모
수값을 식 (3.3)에 대입하여 안장점근사를 적용하였다. 독립인 경우는 3.2절의 방법을 적용한 결과이
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Table 4.5. Saddlepoint approximation to the distribution function of linear combination

P (h′X < x)

h′ = (1,−2, 5), Ω = Ω2, α′ = (1, 3, 5) h′ = (1,−2, 5), Ω = Ω2, α′ = (−1, 3,−5)

x Normal Saddle S.Exact x Normal Saddle S.Exact

−4.0 0.0213 0.0147 0.0146 −11.0 0.0043 0.0133 0.0136

−3.0 0.0416 0.0332 0.0330 −10.0 0.0112 0.0244 0.0250

−2.0 0.0753 0.0670 0.0668 −9.0 0.0263 0.0429 0.0434

−1.0 0.1265 0.1215 0.1211 −8.0 0.0554 0.0722 0.0723

0.0 0.1980 0.1995 0.1995 −7.0 0.1055 0.1164 0.1155

1.0 0.2897 0.2990 0.2992 −6.0 0.1822 0.1798 0.1774

2.0 0.3975 0.4132 0.4133 −5.0 0.2866 0.2656 0.2618

3.0 0.5139 0.5319 0.5322 −4.0 0.4132 0.3752 0.3693

4.0 0.6290 0.6446 0.6452 −3.0 0.5495 0.5057 0.4992

5.0 0.7336 0.7432 0.7440 −2.0 0.6802 0.6482 0.6446

6.0 0.8208 0.8233 0.8242 −1.0 0.7916 0.7859 0.7858

7.0 0.8874 0.8841 0.8843 0.0 0.8761 0.8961 0.8970

8.0 0.9341 0.9275 0.9276 1.0 0.9331 0.9626 0.9633

9.0 0.9642 0.9567 0.9567 2.0 0.9674 0.9905 0.9907

10.0 0.9820 0.9753 0.9753 3.0 0.9856 0.9984 0.9983

11.0 0.9916 0.9866 0.9864

12.0 0.9964 0.9930 0.9929

Table 4.6. Saddlepoint approximation to the probability P (X1 < X2) when X1 ∼ SN(α1) and X2 ∼ SN(α2)

P (X1 < X2)

α1 α2 X1, X2 : Dependent case X1, X2 : Independent case

GB Saddle S.Exact Saddle S.Exact

0 2 0.7180 0.7179 0.7178 0.7179 0.7179

0.5 2 0.6339 0.6339 0.6338 0.6156 0.6155

1 2 0.5701 0.5701 0.5699 0.5513 0.5512

2 2 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000

5 2 0.4444 0.4444 0.4443 0.4739 0.4740

10 2 0.4312 0.4312 0.4313 0.4693 0.4694

20 2 0.4275 0.4275 0.4272 0.4681 0.4683

다. 그 결과 대부분의 경우 안장점근사의 정도가 모의실험을 통한 정확한 값은 물론 기존의 Gupta와

Brown의 결과와도 매우 유사함을 확인하였다. 따라서 본 논문에서 제시한 안장점근사는 매우 제한
된(p = 2인 경우) 통계량에 적용되는 Gulpa와 Brown (2001)에 대한 대안적 방법으로 사용될 수 있으

며, 인장-강도 모형에서 보다 일반적인 독립성 가정(X1 과 X2 가 독립)하에서도 동일한 절차를 제공한

다.

4.2.2. Roberts의 IQ 자료 다음의 Table 4.7은 Roberts (1966)에서 다루어진 1971년 대기업 보

험회사에 고용된 87명의 백인 남성과 52명의 비백인 남성의 IQ 자료이다. 이 자료에 대해 정규분포
와 비표준화(non-standard) 왜정규분포를 적합한 결과는 다음의 Table 4.7 및 Figure 4.1과 같다. 모

수추정 방법으로는 최대가능도추정법을 사용하였으며, 왜정규분포에 대한 최대가능도추정에 대해서는
Gupta와 Brown (2001)을 참고하기 바란다. 그 결과 왜정규분포 가정하에서의 추정 결과를 정규분포
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Table 4.7. Maximun likelihood estimates for Roberts IQ data

Maximum likelihood estimates

Parameter White(X1) Non-white(X2)

Normal Skew Normal Normal Skew Normal

µ 112.86 105.72 106.65 97.45

σ 9.59 11.91 8.31 12.34

α 1.14 2.55

Figure 4.1. Model fitting for Roberts IQ data

Table 4.8. Saddlepoint approximation to the probability P (Z1 < Z2) for IQ data

White Non-white P (Z1 < Z2)

(Z1) (Z2) (a) Z1, Z2 : Dependent case (b) Z1, Z2 : Independent case

α̂1 α̂2 GB Saddle S.Exact Saddle S.Exact

1.1432 2.5462 0.5739 0.5739 0.5738 0.5501 0.5499

를 가정한 경우와 비교해 보면, 상대적으로 평균(µ)은 크게, 표준편차(σ)는 작게 추정되었음을 알 수 있

다.

Z1과 Z2를 X1과 X2의 표준화된 확률변수라고 할 때, Z1과 Z2는 동일한 왜도모수를 가지는 왜정규분
포를 따르게 된다. 다음의 Table 4.8은 P (Z1 < Z2)에 대한 안장점근사의 결과이다. 안장점근사는 식
(3.1)이 사용되었으며, 비교를 위해 식 (2.2)의 Gupta 와 Brown의 결과(GB)와 10만번 모의실험을 통

한 정확한 값(S.Exact)을 함께 제시하였다. 그 결과 인장-강도 경우에서와 같이 안장점근사의 정도가
Gupta 와 Brown의결과와일치하며, 10만번모의실험을통한결과와도매우근사함을알수있다.

5. 결론

본 논문에서는 서로 연관된 왜정규 확률변수들의 선형결합 통계량의 분포함수 추정 문제를 다루었다.

안장점근사를이용한분포함수의추정방법을제시하고, 모의실험을수행한결과매우정확한근사결과
를 제시함을 확인하였다. 실제 인장-강도 모형과 Roberts (1966)의 자료 분석을 통해 Gupta와 Brown

(2001)에 대한 대안으로 사용될 수 있음을 확인하였다. 본 논문에서 제시된 다변량 왜정규분포를 기반
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으로 한 선형결합 통계량에 대한 안장점근사는 금융자료에서의 선형결합 포트폴리오의 위험관리를 위
한 측도인 VaR(Value at Risk)과 ES(Expected Shortfall)의 계산 등에 활용될 수 있다. 또한 본 연구
에서 다루어진 왜정규분포 기반 선형결합에 대한 안장점근사는 Na (2008)에서 다루어진 이차형식 통계

량의 경우로 확장될 수 있으며, 정규분포와 왜정규분포의 보다 확장된 형태인 타원(elliptical) 및 왜-타

원(skew-elliptical) 분포군에도유사하게적용될수있다.
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