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베타 확률분포를 이용한 입자 떼 최적화 알고리즘의 성능 비교

On the Comparison of Particle Swarm Optimization Algorithm
Performance using Beta Probability Distribution
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Abstract: This paper deals with the performance comparison of a PSO algorithm inspired in the process of simulating the 
behavior pattern of the organisms. The PSO algorithm finds the optimal solution (fitness value) of the objective function based 
on a stochastic process. Generally, the stochastic process, a random function, is used with the expression related to the velocity 
included in the PSO algorithm. In this case, the random function of the normal distribution (Gaussian) or uniform distribution 
are mainly used as the random function in a PSO algorithm. However, in this paper, because the probability distribution which 
is various with 2 shape parameters can be expressed, the performance comparison of a PSO algorithm using the beta probability 
distribution function, that is a random function which has a high degree of freedom, is introduced. For performance comparison, 
3 functions (Rastrigin, Rosenbrock, Schwefel) were selected among the benchmark Set. And the convergence property was 
compared and analyzed using PSO-FIW to find the optimal solution.
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I. 서론

1995년 말 Kennedy와 Eberhart에 의해 입자 떼 최적화

(PSO: Particle Swarm Optimization)가 발표된 이래 과학 및

공학 분야 등 수많은 분야에서 PSO 알고리즘이 활용되고

있다[13-17]. PSO는 인공생명(AL: Artificial Life)과 떼 이론

(Swarm theory)을 바탕으로 진화계산(EC: Evolutionary Com- 
putation)과 관련된 알고리즘이다. 특히, 유전자 알고리즘

(GA: Genetic Algorithms)과 진화 프로그래밍(EP: Evolutionary 
Programming) 둘 다와 밀접한 연관이 있다[1,2].

AL이나 떼 이론이 근간이 된 PSO는 인간의 사회적 행

동(social behavior)을 모델링하기 위해 유기체 즉, 동물들의

무리(herd), 새무리(bird flock), 물고기떼(fish school) 등이 포

식자를 피하거나 먹이를 찾거나 짝짓기를 하는 등의 행동

패턴을 연구하고 컴퓨터 시뮬레이션을 만드는 과정에서 그

들만의 특징들을 발견하면서 영감을 얻어 만들어진 최적화

알고리즘이다[2].
GA와 같은 EC 기술들과 많은 유사한 부분들을 공유하는 

PSO는 떼 지능(SI: Swarm Intelligence)에 대한 5가지 기본
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원칙과 인공지능이나 GA에서 질량이나 볼륨이 없는 agent 
혹은 individual로 표현되는 부분을 알고리즘을 이루는 위치

와 속도 식으로 인해 point보다 입자(particle)라는 용어를 사

용하게 되었다[2,3]. 이 때, particle은 해결하고자 하는 문제

의 잠재적인 solution으로 대표된다. 또한 GA와 같은

population 기반의 알고리즘과 같이 PSO에서는 Swarm이라

는 용어가 그 의미를 대신하게 된다.
본 논문에서는 PSO 알고리즘을 이루는 위치와 속도에

관한 항목 중 유일한 연산식인 속도에 대한 연산에 포함되

어 있는 무작위성을 달리하여 실험한 결과를 소개하고 있

다. 실험에 사용된 알고리즘은 초기 PSO 알고리즘의 수렴

속도(convergence speed)나 지역적 탐색(local search) 혹은 전

역적 탐색(global search)간의 균형, 속도의 제한성 문제 등

을 해결하기 위해 개선된 PSO 알고리즘을 대상으로 하고

있다. 이 때, PSO 알고리즘 구현에 있어 일반적으로 정규

분포(normal distribution)나 균등분포(uniform distribution)를
많이 사용하는데 이러한 분포의 무작위성에 대한 차이를

인식하여 준난수(quasi-random or pseudo random)인 저불일

치 수열(low-discrepancy sequences)인 Sobol, Faure, Halton, 
Van der Corput 등을 이용한 연구가 진행되었으며[18,19], 
[20]에서는 Beta와 Gamma 분포에 대한 연구도 진행하여

Beta 분포가 비교적 좋은 성능을 가짐을 보였다.
하지만 [20]의 경우는 초기값을 설정하는데 있어 여러

가지 분포를 사용하였고, Beta 분포의 경우 형상모수(shape 
parameter)에 대한 언급이 직접적으로 없으며, 그 가지 수

또한 한 가지로 제한적임에 반해 본 논문은 Beta 분포의
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그림 1. PSO 알고리즘의사코드.
Fig. 1. Pseudo code of PSO algorithm.

형상모수를 총 8가지로 다양하게 임의 선정하였고, 초기값

들을 선정할 때 분포를 달리하는 것뿐만 아니라 알고리즘

을 매번 수행 시 업데이트 되는 PSO 알고리즘의 속도 연

산식에 사용되는 랜덤함수 또한 Beta나 Normal, Uniform 분
포를 사용하였다. 또한, 이들에 대한 총 알고리즘을 100회(1
회 당 300번의 반복) 실행하여 평균과 표준편차를 제시하

여 비교하였다.
본 논문의 II 장은 PSO 알고리즘과 그 구현에 대해 소개

하고 있다. III 장은 초기 PSO 알고리즘에서 수렴 속도를

가속화하기 위해 관성하중(Inertia Weight) 계수를 갖는 PSO 
알고리즘(이하, PSO-IW)과 PSO-IW 보다 더 나은 수렴율

(convergence rate)를 갖는 제한 계수(Constriction Coefficient) 
를 갖는 PSO 알고리즘(이하, PSO-CC)에 대해 다룬다. IV 
장은 본 논문의 핵심이 되는 베타 분포에 대한 소개와 특

징들을 알아보며, 시뮬레이션에 사용하게 될 벤치마크 함수

중 선정된 3가지 함수를 소개하고 있다. V 장에서 시뮬레

이션 결과를 보여주고 있으며, VI 장은 본 논문의 결론을

맺고 있다. 부록에서는 무작위성과 차원, 함수에 따른 PSO 
알고리즘 수행 결과를 표와 그림으로 나타내고 있다.

II. PSO 알고리즘

1. PSO 알고리즘 연산식

유기체들의 사회적인 행동 근저에 있는 규칙에 영감을

얻어 발전된 PSO는 간결한 구현과 동시 처리를 위한 병렬

화가 쉽고, 전역해를 구하는데 효율적인 것으로 알려져 있

다[2,4]. PSO는 임의의 문제를 해결할 수 있는 잠재적인 해

(solution)인 입자(particle)의 위치(position)와 속도(velocity)에
대한 식으로 표현된다.

식 (1)과 (2)는 PSO의 위치와 속도에 관한 식을 각각 나

타내고 있다.

      (1)

      


 

(2)

식 (1)은 단순한 더하기 연산으로 이루어진 위치 업데이

트를 나타내며, PSO에서 더하기 이외의 연산이 포함된 연

산식은 식 (2)의 속도 업데이트에 관한 식이다. 식 (2)에서

아래 첨자 는   차원에 있는 입자 를 의미한다. 즉, 
 는 시각에   차원에 있는 입자 의 속도를 의미한

다. 와 는 각각 가속 상수(acceleration constant)로 국부

적인 해와 전역적인 해를 찾는데 있어 가중값(weighting 
value)을 나타낸다.

식 (2)에서 볼 수 있듯이 속도에 관한 업데이트 식은 우

변의 3가지 항으로 이루어져 있다. 첫 번째 항은 이전 시각

에서의 속도를 의미하며, 두 번째 항은 일반적으로

Cognitive Component 혹은 Nostalgia로 불리 우는 정해진 크

기의 Swarm 안에서 입자 자신의 개인적인 최적위치해()

와 해당 시각에서 같은 차원의 위치해() 간의 차이에 비

례하는 값으로 표현되며, 세 번째 항은 Social Component로

불리우는 것으로 전역적인 최적위치해()와 해당 시각에서

같은 차원의 위치해() 간의 차이에 비례하는 값을 나타

낸다. 이 때, 두 번째, 세 번째 항에는 랜덤 값인 와 

가 곱해져서 탐색공간 안에서 입자들이 무작위성을 가지며

퍼져나가게 된다[1-4].
2. PSO 알고리즘 의사코드

PSO 알고리즘을 구현할 때 필요한 연산은 식 (1)과 (2) 
이외에 알고리즘을 실행하는 목적 즉 해결하고자 하는 문제

의 해를 찾을 때 그 기준이 되는 값이 요구된다. 일반적으

로 적합도 값(fitness value)이나 목적함수(objective function) 
등으로 표현하게 된다. 만일 적합도 값이나 목적함수가 최

소값을 찾는 문제라면, 앞서 1절에서 언급한 PSO의 속도

연산식에서 두 번째와 세 번째 항에 포함되어 있는 best 
position 값 중 는 각각 일정한 Swarm 크기 안의 입자

중에서 가장 작은 값을 나타내는 최적위치벡터(personal best 

position, )를 의미한다. 한편, 은 알고리즘을 수행하면

서 입자들이 탐색공간 안에서 퍼져 나갈 때, personal best 
position의 해와 비교해서 더 작은 값들이 나오면 이는 전역

적인 최적위치벡터(global best position, )로 대치되는 과

정을 거치면서 적합도 값이나 목적함수를 만족하면 알고리

즘 수행을 중단하는 과정을 거치게 된다. 이 때, personal 
best position은 pbest 혹은 국부적인 최적위치벡터를 의미해

서 lbest로 표현하기도 하며, global best position은 gbest로
나타낸다. 이렇게 최적해를 찾아가는 과정을 의사코드

(pseudo code)로 나타내면 그림 1과 같다.

III. 계수 및 제한성이 개선된 PSO 알고리즘

1. 관성하중계수를 갖는 PSO 알고리즘

고전적인 PSO는 2장 1절에서 언급하였듯이 식 (2)의 우

변에서 두 번째 항과 세 번째 항을 통해 입자들이 주어진

문제의 최적해를 찾아 각각 exploitation과 exploration을 하

게 된다. 이러한 절차는 일찍이 Reynolds가 새떼들(bird 
flocks)의 시뮬레이션을 구현하면서 고려한 3 가지 기본 규

칙(Collision Avoidance, Velocity Matching, Flock Centering) 
[7]과 같이 자신(입자) 주위(neighbor)의 해와 일정 크기의

그룹 혹은 swarm 이상의 차원에서 얻은 최적해를 적절히

이용하게 된다.
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이렇게 탐색 공간상에서 최적해를 찾기 위해 다른 영역

을 탐색하는 exploration과 어느 영역에서 집중적으로 해를

찾는 exploitation을 조절하는 방법으로 식 (2)의 속도식에서

우변의 첫 번째 항인 이전 시각의 속도  에 inertia 

weight라는 계수를 이용하는 방법의 PSO 알고리즘인

PSO-IW가 Shi와 Eberhart에 의해 고안되었다[5].

     


  

(3)

식 (3)에서 의 값이 크면 보다 넓은 영역에서 해를 찾

게 되고, 다양성(diversity)이 증가하는 반면,   값이 작다면

입자가 국부적인 부분에서 해를 찾게 된다. 주어진 문제의

해를 찾는 과정에서 값은 다양하게 변할 수 있는데 아래

와 같은 종류를 예로 들 수 있다[4].

∙ 랜덤 조절 방법 · 선형 감소 방법 · 비선형 감소 방법

∙ 퍼지 적응 방법 · 관성 체증(遞增) 방법

1.1 랜덤 조절 방법

랜덤 조절 방법(random adjustments)은 를 알고리즘에서

속도 업데이트 시 매번 랜덤하게 다른 관성값을 선택하는

것으로 구현된다. 식 (4)는 가 0.72의 평균값을 갖고 분산

이 작은 Normal(Gaussian) distribution의 경우의 예이다.

 ∼   (4)

또한, 는 식 (5)와 같이 식 (2)의 cognitive와 social 
component 부분의 계수들인    를 이용하여 만

들 수 있다[4,21]. 이 때,  는 랜덤값이 아닌 상수이다.

    (5)

1.2 선형 감소 방법

선형 감소 방법(linear decreasing)은 의 값을 초기의 큰

값에서 작은 값으로 감소시키는 방법이다. 보통 초기값은

0.9로 정하며, 0.4의 값까지 선형적으로 감소시킨다. 식 (6)
은 선형감소 방법에 대한 에 관한 식이다[11,12].

   


  (6)

1.3 비선형 감소 방법

비선형 감소 방법(nonlinear decreasing)은 앞서 소개한 선

형 감소 방법과 비슷하게 값을 큰 값에서 작은 값으로

비선형적으로 감소시키는 방법으로 식 (7)-(9)와 같은 방법

으로 구현될 수 있다[4,22].

  

  
(7)

     

  


    (8)

  ′  (9)

식 (7)에서 값은 초기에 1.4에서 마지막 시각에는 0.35

까지 감소하는 방법을 사용하며, 식 (8)에서 는 상대

개선값(relative improvement)으로 일정 시각 에서의 

값 혹은 값과 같은 시각에서 위치에 대한 목적함수

값의 차와 합의 비율로 정해지게 된다.
1.4 퍼지 적응 방법

퍼지 적응 방법(fuzzy adaptive)은 관성하중계수가 퍼지

집합과 퍼지 규칙에 의해 동적으로 조절되는 방법이다. 이
방법은 2개의 입력과 1개의 출력을 갖는다. 입력으로는

임의의 시각에서 전역최적해의 값과 관성하중계수의 값을

가지고 있으며, 출력으로는 변경된 관성하중계수를 갖는다. 
그리고 LOW, MEDIUM, HIGH라는 3가지 퍼지 집합을 갖

는다[23].
1.5 관성 체증 방법

관성 체증 방법(increasing inertia)은 선형 감소 방법과는

반대로 값이 0.4에서 0.9까지 선형적으로 증가하게 되는

방법이다[24].
2. 제한 계수를 갖는 PSO 알고리즘

라는 제한 계수를 식 (2)의 속도 관련 식에 포함하여

식 (10)과 같이 스케일링 역할을 하게하는 방법이다.

      


 

(10)

식 (11)에서 제한 계수 값 는 아래와 같은 식 (11)와
같이 계산되어진다[6].

   


 (11)

식 (11)에서 는    의 범위에 있으며, 는 4 이상

의 값을 갖는다. 그리고 는 식 (11)의 과 의 합으로

표현된다.

IV. 베타 확률 분포와 벤치마크 함수

1. 베타 확률 분포

일반적으로 필터 및 제어기 설계 시 외란의 확률분포를

가정하거나 랜덤한 값이 요구될 때 또는 어떤 제품의 파손

율 조건 등을 모델링 할 때 정규(가우시안)분포 혹은 균등분

포, 지수분포와 같은 확률분포가 많이 사용된다. 정규(가우시

안)분포나 지수분포 등은 확률변수(RV: Random Variable)가
균등분포와 달리 특정한 범위를 가지지 않는다. 또한, 확률
밀도함수를 임의의 비대칭 모양으로 자유롭게 변경하는데

제한이 있는 확률밀도함수가 존재한다.
하지만, 베타분포의 경우는 식 (12)와 같은 확률밀도함수

인 PDF에서 확인할 수 있듯이 와 라는 양수의 형상 모

수(shape parameter)를 가지고 있어 이 둘의 값을 변화시키

면서 확률밀도함수를 다양한 모양으로 변형시킬 수 있다. 
이 때, 베타함수(beta function) ·는 감마함수로도 나타

낼 수 있다.

   


 

  ≤ ≤

   

(12)
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(a) Rastrigin function (b) Rosenbrock function (c) Schwefel function
≤  ≤ ∆

  . ≤  ≤ ∆
  . ≤  ≤ ∆

  .

그림 4. 벤치마크함수들의개형.
Fig. 4. Shape of the benchmark functions.
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그림 2. 베타분포의확률밀도함수#1.
Fig. 2. Probability density function of beta distribution #1.
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그림 3. 베타분포의확률밀도함수#2.
Fig. 3. Probability density function of beta distribution #2.

식 (12)에서 과 는 확률변수 의 범위가 된다. 이
범위의 하한과 상한을 0과 1사이로 한정할 때, 식 (13)과
같은 간결한 형태가 된다.

   


   ≤ ≤ 

   
(13)

표 1. 선정된벤치마크함수.
Table 1. Selected benchmark functions.

Func. Name & Formula Min.
Value

f1

Rastrigin function
0

  



 cos   

f2

Rosenbrock function
0

  



 
  

f3

Schwefel function
0


  



sin 

베타분포가 형상모수에 따라 그 확률밀도함수가 어떻게

변하는지 살펴보면 그림 2-3과 같다. 그림 2는 2개의 형상

모수가 서로 같은 값을 가질 때 나타낸 경우이며, 그림 3은
형상모수가 서로 다른 값을 가질 때의 결과이다.
2. 벤치마크 함수

알고리즘의 성능을 평가하기 위해 자주 사용하는 방법

중 벤치마크 함수를 이용하는 방법이 있다. 기준이 되는 몇

가지 함수를 통해 최적해를 찾는 결과를 비교하는 방법으

로 본 논문에서는 3가지 함수를 선정했다. 선정 기준은 아

래와 같은 요인을 고려하여 벤치마크 함수를 정하였다.

∙ 차원(dimensionality)
∙ 비선형성(non-linearity)
∙ 다양한 형태(multi-modal)

위와 같은 요인에서 다수의 국부적인 최적해가 여러 가

지 존재하고, 비선형적이며, 여러 차원을 가질 수 있는 함

수를 선택하였다[8-10]. 표 1은 선정된 벤치마크 함수에 대

한 정보를 나타내고 있으며, 그림 4는 이 함수들의 대략적

인 모양을 볼 수 있도록 domain과 간격을 조절하여

MATLAB의 내장 함수인 surf 등을 이용하여 표현한 그림이

다. 표 1에서 Min. Value 열에 해당하는 숫자는 각 함수의

최소값을 의미한다.
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표 2. PSO 알고리즘적용시주요설정값.
Table 2. Principle setting value for PSO algorithm test using 

benchmark functions.

Func. Search
Space Dim. Swarm

Size
Iteration # per

Algorithm

f1 [-20, 20]
10

15 300
30

f2 [-20, 20]
10

15 300
30

f3 [-300, 300]
10

15 300
30

V. 시뮬레이션 결과

시뮬레이션은 그림 1의 의사코드와 같이 기본 알고리즘

을 바탕으로 MATLAB의 m-file로 구현하여 실행하였다. 시
뮬레이션에서 알고리즘 수행 결과의 대조군이 되는 3가지

벤치마크 함수는 수식 및 그 형태가 서로 다르므로 particle
의 탐색 범위를 제한하였고, PSO 알고리즘을 구현함에 있

어 차원과 particle들의 묶음인 Swarm의 크기를 일정하게

정의하였다. 시뮬레이션에서 사용한 PSO 알고리즘은 관성

하중값을 적용한 PSO-IW를 사용하였다. 이 때, 관성하중계

수 는 0.7로 고정(fixed)하였으며(이하, PSO-FIW), 가속상

수 과 는 2.25값으로 동일하게 설정하여 랜덤값에 대한

성능 비교를 확인할 수 있도록 하였다.
알고리즘은 1회 수행 시 300회의 반복을 통해 최적해를

찾도록 하였으며 이러한 알고리즘을 총 100회씩 수행하였

다[부록 참조]. PSO-FIW 알고리즘을 수행할 때 초기값은

식 (14)~(15)와 같이 설정하였다. 이러한 이유는 벤치마크

함수 f1 ~ f3의 최소값이 존재하는 곳이 “0” 이므로 초기값

을 이 값 부근에 존재하지 않게 하기 위해 식 (14)~(15)와
같이 임의로 상당 부분 벗어난 영역에 편향되게 설정하였

다. 또한, 탐색 범위와 관련하여 알고리즘 수행 시 particle
의 위치와 속도가 탐색 범위를 초과하면 위치와 속도값을

최대 탐색 범위 값의 중간값으로 재설정하여 관심영역 밖

에서 알고리즘이 수행되지 않도록 하였다. 표 2는 벤치마

크 함수에 적용한 PSO 알고리즘의 주요 설정값을 보여주

고 있다.

       (14)

     (15)

식 (14)~(15)에서 , 는 초기 위치와 초기 속도, 은

테스트할 확률분포를 나타내는 랜덤함수로 임의의 particle
을 생성하게 하며, 와 은 각각 탐색할 영역인 domain 

즉, search space의 상한(upper bound)과 하한(lower bound)를
의미한다.

[부록]의 표 4, 5, 6에서 보는 바와 같이 PSO 알고리즘에

서 사용하는 랜덤값을 생성하기 위해 Gussian, Uniform, 
Beta 확률분포를 사용하였는데, 각각 MATLAB의 randn, 
rand, random 함수를 이용하였다. 베타 확률분포는 형상모

수인 와 의 값을 (12, 5), (5, 12), (3.8, 1.2), (1.2, 3.8), 
(0.6, 0.6), (1.2, 1.2), (1.8, 1.8), (5.6, 5.6)으로 임의 설정하여

다른 확률분포와 비교하였다.
[부록]의 표 4는 Gaussian과 Uniform 분포를 사용한 경

우이다. 함수 f1, f2, f3의 최적해를 10차원과 30차원의 경

우에 PSO-FIW 알고리즘을 100회(각 회당 300번의 반복) 
실행하여 구한 평균과 표준편차를 보여주고 있다. 한편, 
표 5, 6은 형상모수의 설정에 따른 결과를 보다 폭넓게

살펴보기 위해 8가지 다른 형상모수를 갖는 Beta 분포를

사용하여 표 4에서 다룬 동일한 방법으로 동일한 알고리

즘의 결과를 나타내고 있다. 이 때, 표 5는 형상모수 a와
b를 다르게 설정하여 그림 3에서 대체로 확인할 수 있듯

이 편향된 pdf를 갖도록 하였으며, 표 6은 형상모수 a와
b를 동일하게 설정하여 그림 2와 같은 대칭적인 pdf를 이

용할 수 있도록 하였다.
결과적으로 표 4, 5, 6에서 확인할 수 있듯이 Gaussian 

분포를 갖는 PSO-FIW 알고리즘의 경우는 Uniform과

Beta 분포를 갖는 알고리즘보다 최적해(함수의 최소값)에
대한 값이 모두 크게 나타나 최적해를 찾는 성능이 가장

낮음을 보였다. 반면, Uniform과 Beta 분포를 PSO-FIW 
알고리즘에 적용하였을 때, 함수 f1, f2가 10차원, 30차원

의 경우 모두 형상모수 (3.8, 1.2), (0.6, 0.6)을 제외한 6가
지 Beta분포를 갖는 알고리즘 결과값이 Unifrom 분포를

사용한 알고리즘의 결과보다 작아 최적해를 찾는 성능이

더 우수했다.
또한, 함수 f3은 10차원일 때, 형상모수 (12, 5), (3.8, 1.2), 

(0.6, 0.6), (1.2, 1.2), (5.6, 5.6)을 제외한 나머지 3가지의

Beta 분포를 갖는 경우만 Uniform 분포의 결과보다 우수했

고, 함수 f3이 30차원일 때, 형상모수 (3.8, 1.2), (0.6, 0.6)을
제외한 나머지 6가지 Beta 분포가 Uniform 분포의 경우보다

최적해를 찾는 성능이 우수한 결과를 나타내고 있다.

VI. 결론

본 논문은 오늘날 진화계산(EC) 알고리즘 중 다양한

분야에서 활용되고 있는 PSO 알고리즘의 랜덤값에 대한

특성을 살펴보았다. 고전적인 PSO 알고리즘이나 몬테카를

로 시뮬레이션(MSC: Monte Carlo Simulation), 시뮬레이티드

어닐링(SA: Simulated Annealing) 등 에서 자주 사용하는

Gaussian과 Uniform의 확률 분포와 달리 2개의 형상모수로

다양한 확률분포를 형성할 수 있는 베타 확률 분포를 적용

하여 그 성능이 달라지며 어느 경우에는 Gaussian과
Uniform 분포를 이용하여 사용하는 PSO 알고리즘보다 우수

한 성능을 보일 수 있음을 비교하였다. 특히 본 논문에서

테스트한 8가지 형상모수 중 (5, 12), (1.2, 3.8), (1.8, 1.8)의
Beta 확률분포는 Gaussian과 Uniform 분포의 경우보다 함수

f1, f2, f3에 대하여 10차원, 30차원 모두 더 작은 최적해를

찾았으며, 이 세 가지 형상모수 중에서 각 함수들에 대한
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표 3. 베타확률분포의성능비교와정규및균등분포와의감

소율비교.
Table 3. Performance Comparison according to the Beta 

probability distribution and  the Decrement compared 
with the Gaussian and Uniform probability distribution 
against the Optimum Beta probability distribution.

Func. Dim. Beta
Distribution

Compared
with

Gaussian

Compared
with

Uniform

f1

10 ② > ③ > ① 96.15229% 70.71235%

30 ① > ③ > ② 87.60040% 95.94979%

f2

10 ① > ② > ③ 99.99982% 99.76433%

30 ② > ① > ③ 99.99440% 99.93953%

f3

10 ② > ① > ③ 25.40563% 18.37894%

30 ① > ② > ③ 31.01510% 28.22743%

① : (5, 12), ② : (1.2, 3.8), ③ : (1.8, 1.8)

최적값을 찾는 경우는 함수와 차원성에 따라 표 3과 같은

순서로 성능이 우수하게 나타났다. 표 3은 3 가지 형상모수

를 갖는 Beta 분포끼리의 성능비교를 포함하며, 이들 중

제일 우수한 성능과 Uniform 분포, Gaussian 분포의 경우

최소값들과 각각 비교했을 때, 최소값이 몇 % 감소 됐는지

나타내고 있다.
한편, 형상모수 (5.6, 5.6)을 갖는 Beta 분포의 경우 10차

원의 f3의 경우에 Uniform 분포일 때보다 최적해가 커서 성

능 좋은 3가지 형상모수에 포함되지 않았지만 10차원 f1의

경우 3가지 형상모수의 경우보다 더 작은 최적해를 찾았다.
표 3의 3가지 베타확률분포의 성능비교에서 ①과 ②의

경우 즉, 2 가지 형상모수 (5, 12), (1.2, 3.8)의 Beta 확률분

포가 3가지 함수 모든 경우에서 최적해를 갖는 확률분포에

속한다. 이러한 이유는 particle들이 무작위성을 갖고 분포될

때 서론에서 언급한 선행되어진 연구[18-20]에서 저불일치

성(low-dicrepancy)과 더불어 추가적으로 탐색공간의 조밀성

과 관련 있는 것으로 판단된다. 위 2 가지 형상모수는 그림

3에서 보이는 확률밀도함수 그래프를 통해 알 수 있듯이

“0”부근에서 높은 분포를 갖게 된다.
즉, 이러한 확률분포를 갖는 의미는 다시 말해, particle이

분포될 때, 다른 형상모수의 Beta 확률분포나 Gaussian, 
Uniform 분포보다 이전 particle이 분포된 것 중 최적해를

갖는 particle에서 다시 새로운 particle을 분포할 때, 그 최적

해 주위를 우선적으로 더 밀도 있게 탐색하게 되어 나타나

는 결과로 판단된다.
향후, 베타 확률분포를 이용함에 있어 보다 다양한 벤

치마크 함수에 대한 분석을 통해 그 유용성을 검증할

수 있을 것으로 판단되며, 해결하고자 하는 문제의 특성

에 따라 확률분포를 변경할 수 있는 가능성을 제시할

수 있을 것으로 예상된다. 이는 Beta 확률분포의 형상모

수를 변경해가며 주어진 문제(함수 등)에서 최적의 해를

찾는 방법을 통해 최적의 형상모수 a, b 값을 찾을 수도

있게 된다.
더불어, 수학적인 엄밀함을 통해 확률분포에 따른 무작

위성을 이용하는 알고리즘으로 최적해를 찾을 때 확률분포

에 따라 최적해의 차이가 생김을 증명할 필요가 있다. 또
한, 개선 사항으로 본 논문에서 사용한 MATLAB의 Beta 확
률분포 랜덤함수의 경우 그 실행시간이 Gaussian이나

Uniform 분포의 확률분포 랜덤함수보다 오래 걸리는 단점

이 있으므로, Beta 확률분포 랜덤함수를 이용하여 랜덤값을

생성하는 과정의 연산 시간 단축이 필요하다.

부록

표 4, 5, 6에서 Min. Value의 Mean과 Standard Deviation 
값은 100회 알고리즘(1회마다 300번 반복수행)을 수행한 결

과의 평균값과 표준편차값을 의미한다. 

표 4. 확률분포에따른PSO-FIW 알고리즘성능비교 #1.
Table 4. PSO-FIW algorithms performance comparison accord- 

ing to the probability distribution #1.

Probability
Distribution Func. Dim. Min. Value

Mean

Min. Value
Standard 
Deviation

Gaussian

f1

10 5.0333×102 50.644824

30 2.3654×103 91.870942

f2

10 2.9439×106 5.4940×105

30 2.1801×107 1.8611×106

f3

10 3.0631×103 89.118356

30 1.0659×104 1.8318×102

Uniform

f1

10 66.125830 17.707349

30 7.2416×102 1.1509×102

f2

10 2.2033×103 1.8100×103

30 2.0195×106 7.9274×105

f3

10 2.7994×103 1.5132×102

30 1.0245×104 2.5382×102



860 이 병 석, 이 준 화, 허 문 범

표 5. 확률분포에따른PSO-FIW 알고리즘성능비교 #2.
Table 5. PSO-FIW algorithms performance comparison accord- 

ing to the probability distribution #2.

Probability
Distribution Func. Dim. Min. Value

Mean

Min. Value
Standard 
Deviation

Beta
(a=12, b=5)

f1

10 29.715401 10.869493

30 4.5545×102 64.6702

f2

10 1.0128×102  89.549280

30 4.6301×105 2.3632×105

f3

10 3.0460×103 1.3212×102

30 1.0132×104 3.1959×102

Beta
(a=5, b=12)

f1

10 32.893204 16.586002

30 2.9330×102 73.0891

f2

10 5.192593 10.589161

30 3.1674×103 1.1387×104

f3

10 2.3862×103 1.8576×102

30 7.3531×103 4.8087×102

Beta
(a=3.8, b=1.2)

f1

10 2.4578×102 44.326746

30 1.5886×103 1.5059×102

f2

10 3.6960×105 2.4459×105

30 1.1993×107 1.8800×106

f3

10 3.0343×103 1.1574×102

30 1.0328×104 1.9162×102

Beta
(a=1.2, b=3.8)

f1

10 19.3667 10.8431

30 3.1262×102 1.0683×102

f2

10 6.1506 12.9232

30 1.2212×103 5.2590×103

f3

10 2.2849×103 1.2025×102

30 7.6821×103 3.3030×102

표 6. 확률분포에따른PSO-FIW 알고리즘성능비교 #3.
Table 6. PSO-FIW algorithms performance comparison accord- 

ing to the probability distribution #3.

Probability
Distribution Func. Dim. Min. Value

Mean

Min. Value
Standard 
Deviation

Beta
(a=0.6, b=0.6)

f1

10 1.1402×102 23.540691

30 1.0651×103 1.5718×102

f2

10 2.5815×104 2.2380×104

30 5.3142×106 1.7010×106

f3

10 2.8785×103 1.3568×102

30 1.0328×104 2.3293×102

Beta
(a=1.2, b=1.2)

f1

10 51.859377 14.196011

30 5.6665×102 83.036785

f2

10 5.3636×102 4.6817×102

30 1.0604×106 4.9549×105

f3

10 2.8201×103 1.4014×102

30 1.0121×104 2.6994×102

Beta
(a=1.8, b=1.8)

f1

10 19.456155 8.028454

30 2.9542×102 51.132755

f2

10 40.828905 52.402846

30 6.4843×104 4.0339×104

f3

10 2.6350×103 1.7318×102

30 9.4903×103 4.4772×102

Beta
(a=5.6, b=5.6)

f1

10 16.894390 7.840627

30 1.3728×102 35.993654

f2

10 8.279345 16.755669

30 3.9771×102 4.3023×102

f3

10 2.8792×103 1.9027×102

30 9.4907×103 4.5021×102
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그림 5. 벤치마크함수에대한확률분포에따른PSO-FIW 알고리즘성능비교#1(차원= 10, 30).
Fig. 5. PSO-FIW algorithm performance comparison according to the probability distributions on the benchmark functions #1(Dim. = 10, 30).

그림 5는 Gaussian 분포와 Uniform 분포에 대하여 함

수 f1, f2, f3의 최소값을 10차원과 30차원에 대하여

PSO-FIW 알고리즘을 적용하여 찾은 결과이다. 각 알고

리즘은 300번의 반복과정을 통해서 최적해를 찾으며 이

러한 과정을 총 100회 수행하였다. 그림 5의 표 안에

범례들은 100회 중 10번의 알고리즘 수행 시 결과를 보

이기 위해 매 10번째 알고리즘 수행만을 그래프로 표현

하였다. 함수에 따라 수렴형태는 다르지만 Uniform 분포

가 Gaussian 분포보다 수렴 성능이 우수한 것을 확인할

수 있다.
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그림 6. 벤치마크함수에대한확률분포에따른PSO-FIW 알고리즘성능비교#2(차원= 10).
Fig. 6. PSO-FIW algorithm performance comparison according to the probability distributions on the benchmark functions  #2(Dim. = 10).

그림 6은 Beta 확률분포에서 2개의 형상모수 a, b를 한

쪽 모수가 크도록 각각 임의의 차이를 두어 서로 다른

Beta 확률분포를 갖도록 한 후, 함수 f1, f2, f3에 대하여

10차원과 30차원의 경우에 PSO-FIW 알고리즘을 적용하

여 최적해를 찾은 결과이다. 그림 6의 결과 중 형상모수

(5, 12)와 (1.2, 3.8)의 경우 다른 형상모수의 Beta 확률분

포를 적용한 알고리즘보다 수렴 성능이 우수한 것을 알

수 있다.
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그림 7. 벤치마크함수에대한확률분포에따른PSO-FIW 알고리즘성능비교#3(차원= 30).
Fig. 7. PSO-FIW algorithm performance comparison according to the probability distributions on the benchmark functions #3(Dim. = 30).

그림 7의 경우는 그림 6에서 함수의 차원만 10차원에서

30차원으로 변경한 후, 함수 f1, f2, f3에 대하여 PSO-FIW 알
고리즘을 적용하여 최적해를 찾은 결과이다. 그림 6의 결과

와 같이 형상모수 (5, 12)와 (1.2, 3.8)의 경우 다른 형상모

수의 Beta 확률분포를 적용한 알고리즘보다 수렴 성능이

우수한 것을 알 수 있다.
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그림 8. 벤치마크함수에대한확률분포에따른PSO-FIW 알고리즘성능비교#4(차원= 10).
Fig. 8. PSO-FIW algorithm performance comparison according to the probability distributions on the benchmark functions #4(Dim. = 10).

그림 8은 Beta 확률분포에서 2개의 형상모수 a, b의
값을 같게 하여 4가지 임의의 값으로 설정하였다. 이
때, 함수 f1, f2, f3에 대하여 10차원과 30차원의 경우에

PSO-FIW 알고리즘을 적용하여 최적해를 찾은 결과이

다. 그림 8의 결과 중 형상모수 (5.6, 5.6)이 10차원의

f1과 f2에서 가장 작은 최적해를 찾았으며, 수렴곡선이

급격하게 감소함을 알 수 있다. 하지만, 표 6에서도 확

인 할 수 있듯이 10차원의 f3에 대해서는 형상모수

(0.6, 0.6), (1.2, 1.2), (1.8, 1.8) 보다 더 큰 최소값을 찾

고 있다.
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그림 9. 벤치마크함수에대한확률분포에따른PSO-FIW 알고리즘성능비교#5(차원= 30).
Fig. 9. PSO-FIW algorithm performance comparison according to the probability distributions on the benchmark functions #5(Dim. = 30).

그림 9는 그림 8에서 함수의 차원만 10차원에서 30
차원으로 변경한 후, 함수 f1, f2, f3에 대하여 PSO-FIW 
알고리즘을 적용하여 최적해를 찾은 결과이다. 그림 9
의 결과에서 볼 수 있듯이 형상모수 (5.6, 5.6)의 경우

f3을 제외하고 모든 경우에 있어 나머지 형상모수를 갖

는 Beta 확률분포의 경우보다 더 작은 최적해를 찾고

수렴속도 또한 빠르다. 작은 차이(0.4)지만 표 6에서 자

세히 확인 할 수 있듯이 30차원의 f3의 경우 가장 작은

최적값은 형상모수 (1.8, 1.8)을 갖는 Beta 분포일 경우

이다.
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