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LASSO를 사용한 시간 지연 추정 알고리즘
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요   약

두 개 센서에 도래하는 신호 간의 시간 지연을 추정 방법에는 여러 가지가 존재한다.  그 중에서 채널 추정 기

법을 기반으로 한 방법의 경우는 두 센서에 입력되는 서로 다른 신호간의 상대적인 지연을 채널의 임펄스 응답처

럼 추정하도록 되어 있다. 이 경우에는 해당 채널의 특성이 희박 채널의 특성을 가지고 있다. 기존의 방법들은 채

널의 희박성을 이용하지 못하고 있는 방법이 대부분이다. 본 논문에서는 채널의 희박성을 이용하기 위하여 희박 

신호 최적화 방법의 하나인 LASSO 최적화를 사용한 시간 지연 추정 방법을 제안한다. 제안한 방법을 기존의 방

법과 비교하여, 백색 가우시안 신호원에서는 약 10dB 이상의 성능 개선 결과를 보이고, 유색 신호원에서도 갑자

기 추정성능이 열하되는 현상이 없음을 보인다.
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ABSTRACT

In decades, many researchers have studied the time delay estimation (TDE) method for the signals in the two 

different receivers. The channel estimation based TDE is one of the typical TDE methods. The channel 

estimation based TDE models the time delay between two receiving signals as an impulse response in a channel 

between two receivers. In general the impulse response becomes sparse. However, most conventional TDE 

algorithms cannot have utilized the sparsity. In this paper, we propose a TDE method taking the sparsity into 

consideration. The performance comparison shows that the proposed algorithm improves the estimation accuracy 

by 10 dB in the white gaussian source. In addition, even in the colored source, the proposed algorithm doesn't 

show the estimation threshold effect.
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Ⅰ. 서  론

두 개의 떨어져 설치된 센서에 도달하는 신호의 상

호 시간 지연을 추정하는 것은 목표물 위치 추정 문제

나 목표물 추적 및 통신에서의 동기화에 이르기까지 

다방면에서 쓰이고 있다
[1-8]. 일반적인 두 센서에 도달

하는 신호의 모델은 다음 식과 같이 표현된다.

(1)
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그림 1. 시스템 인식 방식으로 본 시간 지연 추정
Fig. 1. Time delay estimation modeling by system 
identification approach.

여기서 s(k)는 미지의 신호원이고, n1(k)와 n2(k)는 

영 평균 백색 잡음이고, 신호원과는 통계적으로 독립

이다. 알파값은 두 센서 입력 사이의 크기 차이를 나

타내기 위한 감쇄 계수이다. 이 모델로부터 지연 시간 

추정이란 위 식의 ‘D’값을 추정하는 것을 의미한다. 

이를 추정하기 위한 여러 방법 중에는 유한 임펄스 응

답(FIR) 필터를 사용하는 적응 신호처리적 방법들이 

있다
[4-8]. 이 중에서는 least mean square time delay 

estimator (LMSTDE)[9]는 Widrow의 LMS알고리즘
[10]을 적용한 방법으로 많은 적응 필터형 시간 지연 

추정방법의 기준 방법이다. 다른 한편으로는 필터 계

수를 지연 시간 값의 함수로 제한한 방법도 있다[7,8].

기존의 방법에서는 필터 모델을 이용하여 지연값을 

추정하는 것에 목표를 두고 연구되어 왔다. 그러나 위 

모델에서 확인할 수 있듯이 추정할 필터 모델에서 유

의미한 계수가 유일한 경우인 것을 알 수 있다. 필터 

모델을 이용할 때 이 사실까지 이용하는 방법은 의미

가 있는 시도일 것이다. 이런 가정을 바탕으로 필터의 

계수를 추정하는 방법이 최근 많이 연구되고 있다. 이 

연구 분야에서는 미지 시스템의 임펄스 응답이 전체 

차수 중 일부만이 의미 있는 값을 갖는다는 희박성을 

띤다는 가정을 바탕으로 필터 계수를 추정하는 연구

가 진행되고 있다. 초기 연구에서는 활동성이 있는 필

터의 탭들을 경험적으로 선택하는 방법이 주가 되었

다
[11-13]. 또 부분 적응 필터방법[14,15] 및 Proportionate 

Normalized LMS (PNLMS) 같은 비례 적응 필터 방

법 등이 함께 연구되었다[16].

최근에는 압축센싱 방법
[17] 등에서 출발한 시스템 

임펄스 응답 추정 기법이 연구되고 있다. 이외에도 l1 

정규화된 LMS 방식 시스템 임펄스 응답 추정 기법도 

제안되었다
[18]. 

본 논문에서는 Tibshirani의 LASSO 방법[19]을 사

용한 시간 지연 추정에 적용 가능성을 살펴보고자 한

다. 이 논문에서는 일반적인 LMS와 서로 비교를 통

해서 그 성능을 비교 하려고 한다.

Ⅱ. 시간 지연 신호의 수치 모델링

이 장에서는 시간지연 신호 모델링에 자주 쓰이는 

두 가지 모델을 설명한다. 그 첫째는 이상적인 모델이

고, 둘째가 실제 환경을 좀 더 고려한 실제 모델이다
[20].

2.1 이상적 모델

전통적인 시간지연추정 문제에 많이 쓰이는 간단한 

신호 모델은 다음과 같다. 두 채널에서 각각 수신된 

신호를 xi(k),i=1,2,라 한다면, 그 신호의 수치 모델은 

다음과 같다.

     . (2)

여기서 αi는 원신호, s(k),가 i번째 채널에 도달할 때

의 감쇄 계수이고, τi는원신호가 i번째 채널에 도달할 

때까지의 전파시간이다. 또 ni(k)는 i번째 채널에 부가

된 잡음이다. 이 모델에서 s(k), ni(k)는 영평균이고, 상

호상관이 없고, 시간에 따라 통계적 성질이 변하지 않

는 가우시안 신호이다. 두 채널간의 상대적인 시간 지

연은, 12 1 2τ τ τ= − 이다.

2.2 이상적 모델로부터 얻은 두 수신 신호간 임

펄스 응답

원 신호원과 두 수신 채널까지의 시간 지연을 수식

으로 다룬 식(1)을 수신된 두 신호만으로 다시 쓰면 

다음과 같다.

       . (3)

여기서 α12는 1번 채널에 대한 2번 채널의 이득값

이고, τ12는 1번 채널 대비 2번 채널의 시간 지연값이

다. 일반적으로 시간 지연 추정 알고리즘은 1번 및 2

번 채널에 수신된 신호간의 시간 지연을 구하는 것이

므로 바로 τ12를 구하는 것이라고 할 것이다. 이런 관

계를 이용하면 시간 지연 추정을 다음과 같이 시스템 

인식의 측면으로 다시 표현할 수 있다.

위 모델에서 추정하는 블랙박스는 다음 그림과 같

은 임펄스 응답이 된다.

그러나 위 그림은 항상 1번 채널에 수신된 신호에 

비해서 2번 채널에 수신된 신호가 늦다는 가정이 들

어간 것이므로 다음과 같이 1번 채널에 고정적인 시

간 지연, τfix를 부가하도록 모델을 수정하면 1번 채널

에 비해서 2번 채널에 수신된 신호가 늦는 경우 뿐만 
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그림 2. 시간 지연 추정 모델에서 두 수신 신호 간 전달 함수
Fig. 2. Time delay channel model between two received 
signals.

그림 3. 현실적인 시간 지연 추정 시스템
Fig. 3. Practical time delay estimation system diagram. 

그림 4. l2정규화 최소 자승법의 해와 제한 구역간의 관계
Fig. 4 Relation between the solution and constraint in l2 

regularized least square.

그림 5. l1정규화 최소 자승법 자승법의 해와 제한 구역간의 
관계.
Fig. 5. Relation between the solution and constraint in l1 
regularized least square.

아니라 앞선 경우도 처리할 수 있다. 단 고정적으로 

부가하는 지연 시간 값으로 추정할 수 있는 지연 시간

의 범위가 -τfix에서 τfix까지로 고정되게 된다. 

Ⅲ. 희박 신호 추정 적용 가능성

앞 절에 두 수신 채널간 신호의 시간 지연 추정을 

시스템 추정의 시각으로 생각할 때, 두 수신 신호간의 

시간 지연을 그림 2와 같은 임펄스 응답으로 모델링

할 수 있고, 시간 지연 추정을 위해서 그림 2와 같은 

임펄스 응답을 추정한 후 그 결과로부터 시간 지연값

을 얻을 수 있다.

그림 2에 그려진 임펄스 응답을 보면 전체 중에서 

극히 일부만이 의미 있는 값을 갖는 특징을 갖고 있다

는 것을 알 수 있다. 이런 특징을 지닌 신호를 희박

(sparse)신호라고 한다
[21].

이런 신호를 추정할 경우에 일반적인 신호 추정에 

많이 사용하는 목적함수인 l2 정규화 최소 자승법을 

적용할 경우 즉,

∥ ∥  ∥∥ ≤  , (4)

를 사용하는 경우는 잡음의 영향으로 참 값 외에 많은 

유사 해를 추정할 수 있다. 이는 다음 그림으로부터 

알 수 있다.

위 그림에서 위 목적함수의 참값은 두 원이 접하는 

점 x
*가 참값이지만 잡음이 존재할 경우 x*점 외에도 

원 접점 주위에 많은 유사 근들이 존재하기 매우쉽다. 

따라서 많은 유사 근들이 참값 주변에 나타나게 되어 

참값만을 얻기 힘들어 진다. 이에 반해서 다음과 같은 

l1 정규화 최소 자승법을 목적함수로 사용할 경우 즉,

∥∥  




≤  , (5)

를 사용할 경우는 앞서의 정규화된 최소 자승법을 목

적함수로 사용하는 경우보다 유사 해를 추정할 가능

성이 적어진다. 다음 그림으로부터 알 수 있다.

위 그림에서 위 목적함수의 참값은 원과 사각형의 

꼭짓점이 접하는 점 x
*가 참값이다. 이 경우 잡음이 

존재할 경우에도 그림 4 때와 달리 x
*점 외에 유사 근

들이 존재하기 쉽지 않다. 따라서 희박 신호 추정에 

더 유리하다고 할 수 있다.
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Ⅳ. 추정 알고리즘 정리

3장에서 검토한 것 같이 두 센서에 수신된 두 신호

간의 시간 지연을 추정하는 것을 희박 신호를 추정하

는 문제가 된다는 것을 알 수 있다. 

희박 특성을 갖는 신호에 적용하기 위해서 제안된 

회귀분석 분야의 한 방법인 LASSO 회귀는 회귀계수 

축소를 통해 예측 정확도를 높이고 동시에 영향력이 

적은 회귀계수 값을 쉽게 0으로 만드는 변수 선택의 

기능이 있어 해석력을 높여준다
[19]. 따라서 LASSO 

회귀를 본 논문과 같은 Sparse 시스템 추정에 적용할 

때도 상대적으로 우수한 추정 성능이 예상된다.

LASSO의 목표함수는 식(5)와 같다
[19]. 이를 본 논

문에 적용하기 위해서 다음과 같이 바꿔 쓴다.

∥ ∥  
 



≤  , (6)

여기서 x2는 채널2에 수신된 신호들로 이뤄진 벡터

이다. h은 채널1와 채널2간의 전달함수의 임펄스 응

답 벡터이다. hi는 신호 벡터 h중 i번째 성분값이다. 

X1은 채널1에 수신된 신호와 전달 함수 임펄스 응답 

벡터 h간의 콘볼루션을 행렬과 벡터곱으로 계산하기 

위해서 채널1에 수신된 신호들로 만든 원형 행렬

(circular matrix)이다. 또 위 식의 제약조건인 양의 실

수 t는 h벡터 내의 계수 값에 대하여 축소 정도를 조

정하는 조절 모수이다. 이 조절 모수 t값이 줄어들면 

h벡터 내에 중요하지 않은 계수 값은 축소되면서 순

서대로 0으로 만들어져 계수가 선택되는 효과가 생긴

다. 조절 모수 t값이 충분히 커지면 h벡터 내에 계수 

값에 대한 제약이 없어지므로 LASSO 추정 결과가 최

소자승 추정 결과에 접근하게 된다. 

위와 같은 목적함수는 최근 compressed sensing분

야에서 활발하게 사용하는 목적함수이다
[22-25]. 위 목적

함수를 푸는 툴들이 몇몇 발표되어 사용되고 있다. 그 

중에는 MOSEK
[26] PDCO-CHOL[27], PDCOLSQR[27], 

and l1-magic[22]이 있다.

본 논문에서는 SPGL1을 사용하였다[28]. 그 이유는 

SPGL1이 계산법 면에서 보다 효과적인 툴이라는 것

이 잘 알려져 있기 때문이다.

Ⅴ. 모의 실험 결과

모의 실험을 위해서 두 수신 채널을 위한 신호열을 

두 종류로 발생시킨다. 

첫 번째 비교실험을 위한 신호발생을 위해서 첫 번

째 채널 신호 x1(k)는 백색 가우시안 불규칙 신호로 

발생 시켰다. 두 번째 채널 신호는 x1(k)과 10 샘플 뒤

진 신호로 모델 하였다. 즉, x2(k)=x1(k−10) 이다. 각 

신호 x1(k)와 x2(k)에는 두 백색 가우시안 잡음, n1(k)

과 n2(k)가 각각 부가되었다. 이들 부가 잡음들은 서로 

상관관계가 없도록 하였다. 

두 번째 비교실험을 위한 신호열은 신호 중 하나인 

x1(k)는 1차 AR과정인 신호로써, s0(k)=0.7s0(k)+w(k),

인 관계식을 만족시키는 것으로 사용하였다. 이로써 

음원이 유색 신호원의 성질을 갖도록 하였다. 나머지 

스펙은 척 번째 비교 실험 때와 같도록 하였다. 그리

고 각 실험에서 부가 잡음 신호는 원하는 신호대 잡음

비가 되도록 크기를 변화 시켰다. 각 모의 실험에서는 

신호대 잡음비를 -20 dB부터 5dB사이에서 매 1dB씩 

달라지도록 하였다. 

각 각의 비교 실험에서 제안한 방법과 함께 시간 

지연 추정 분야에서 전통적으로 유명한 두 방법인 

GCC방법
[29]과 적응 고유치분해방법[20]및 LASSO류

가 아닌 다른 종류의 희박 신호 추정 방법으로 여러 

연구자들에 의해 참고 되고 있는 Reweighted 

Zero-Attracting LMS
[30]를 적용한 경우를 동등하게 

비교하였다. 네 방법을 각 신호 대 잡음비에 대해서 

100회씩 반복 시행하여 결과를 얻었다. 추정 성능 비

교를 위해서 지연 시간 추정의 평균 자승 오차를 각 

신호 대 잡음비에 대해서 그래프로 그렸다. 

그림 6은 첫 번째 실험의 결과를 비교한 그림이다. 

이 그림으로 볼 때 제안된 방법이 0dB이상에서 GCC

방법에 비해서 10dB 정도 성능 개선을 보이고, 다른 

두 방법에 비해서는 20dB 정도의 성능 개선을 보인

다. 또 추정 성능 곡선을 보면 모두 일정 신호 대 잡음

비 이하에서 성능이 갑자기 열화되는 현상을 관찰 할 

수 있는데, 이 현상이 다른 세 방법에 비해서 낮은 신

호 대 잡음비에서 일어난다. 이를 평가하기 위해서 

-20dB를 기준 선으로 가정 했을 때 제안된 방법은 약 

-12dB에 이 기준선을 통과하고, GCC는 약 -6dB에서 

기준선에 도달한다. 나머지 두 방법은 약 -2dB에서 기

준선을 지난다. 따라서 제안한 방법이 더 넓은 사용 

범위를 가지고 있음을 알 수 있다. 이상의 결과를 종

합할 때 백색 광대역 신호원에 대한 시간 지연 추정 

성능은 제안 방법이 다른 세 방법들에 비해서 월등한 

성능을 내고 있음을 알 수 있다. 

그림 7은 두 번째 실험의 결과를 비교한 그림이다. 

이 그림으로 볼 때 유색 신호원에 대한 시간 지연 추

정 성능은 적응 고유치분해방법에 비해서는 월등한 
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그림 6. 백색 가우시안 신호원을 사용한 시간 지연 추정 성
능 비교 (-x-: LASSO를 사용한 경우, -o-: GCC를 사용한 경
우, -□-: 적응 고유치분해방법을 사용한 경우, - -: 
Reweighted Zero-Attracting LMS를 사용한 경우).
Fig. 6. Performance comparison in case of white gaussian 
signal source (-x-: LASSO, -o-: GCC, -□-: Eigenvecor 
decompostion, - -: Reweighted Zero-Attracting LMS).
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그림 7. 유색 신호원을 사용한 시간 지연 추정 성능 비교 
(-x-: LASSO를 사용한 경우, -o-: GCC를 사용한 경우, -□-: 
적응 고유치분해방법을 사용한 경우, - -: Reweighted 
Zero-Attracting LMS를 사용한 경우).
Fig. 7. Performance comparison in case of colored signal 
source (-x-: LASSO, -o-: GCC, -□-: Eigenvecor 
decompostion, - -: Reweighted Zero-Attracting LMS).

성능 발휘하고 있고 GCC 방법 및 Reweighted 

Zero-Attracting LMS과는 거의 유사한 성능을 내고 

있음을 보이고 있다. 그러나 다른 세 방법이 공통으로 

보이는 갑작스런 성능 열화 현상이 거의 보이지 않아

서 상대적으로 넓은 신호 대 잡음비에서 사용할 수 있

다는 것을 확인할 수 있다.

앞의 두 실험이 주는 결과를 통해서 제안한 방법이 

우수한 시간 지연 추정법으로 쓰일 수 있음을 확인할 

수 있다.

Ⅵ. 결  론

두 센서에 수신된 신호가 시간 지연을 추정하기 위

한 다른 방법으로 희박 신호처리 방법을 적용한 추정

법을 제안하였다. 이 방법은 기존의 시간 지연 추정 

방법들이 두 센서 사이의 지연 채널 모델이 희박채널

이라는 것을 충분이 이용하지 못하고 있는데 반해서, 

그 희박성을 적극적으로 이용하고자 하는 방법이다. 

본 논문에서는 희박 신호 처리 방법의 하나인 LASSO 

모델을 사용하여 추정 알고리즘을 만들고 기존에 쓰

던 대표적인 시간 지연 추정법들 및 다른 종류의 희박

신호 처리 방법인 Reweighted Zero-Attracting LMS

를 적용한 경우와 서로 비교하였다. 그 결과 백색 가

우시안 신호의 경우 약 10dB에서 20dB사이의 성능 

개선을 보였고, 유색 신호원의 경우도 갑자기 추정 성

능이 갑자기 저하되는 현상이 훨씬 줄어드는 것을 관

측할 수 있었다. 따라서 제안한 추정법이 우수한  추

정 결과를 산출함을 알 수 있었다.
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