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1. 서 론

섬유보강 복합재료(FRP, Fiber‐Reinforced Plastic)는 

기존의 강재나 콘크리트 재료들에 비해 가벼운 자중, 강도가 

우수하며 피로강도가 높고 부식 저항성과 내구성이 뛰어나

서 토목, 기계, 항공, 해양 분야에서의 사용이 증가하고 있는 

추세이다. 또한, 이러한 재료의 사용으로 운반의 편의성, 시

공기간 단축, 재료 및 유지관리비 절감 등의 효과를 얻을 수 

있다. 그러나 뛰어난 강도와 재료 특성으로 북합재 구조물은 

변형이 종종 크게 일어나며 재료강도에 도달하기 전에 전체

좌굴 또는 국부좌굴이 발생할 수 있다.

하중 편심이 없이 다른 부재와의 연결이 용이한 T형 부재

는 일반적으로 브레이싱 부재나 트러스의 현재로 널리 사용

되고 있다. 이러한 부재는 단대칭(monosymmetric)이며 다

른 형상의 박벽 개보에 대해 상대적으로 낮은 비틀림 강성을 

가지고 있다. 또한, 대칭축에 대한 휨 변형은 비틀림 변형과 

연계되어 있다. 따라서 T형 부재는 이축 대칭단면보다 횡-

비틀림 좌굴에 영향을 받게 되므로 설계과정에서 변형과 좌

굴에 대한 검토는 매우 중요한 부분을 차지하게 된다.

Bauld와 Tzeng
[1]
은 Vlasov

[2]
의 기존 등방성 박벽보 이론

을 대칭 적층된 복합재 개구단면 이방성 박벽보로 확장된 개

념을 적용하여 휨과 비틀림에 대한 선형 및 비선형 방정식을 

유도하였다. 이후 많은 연구자들이 적층복합 보의 정적 거동

에 대한 해석적 방법과 실험 결과를 제시하고 있으나 대부분

의 연구는 대칭적층된 이축대칭 단면
[3],[4],[5],[6],[7]

에 국한되

었다. 반면에, 일축대칭 단면에 대한 연구는 상대적으로 적

으며 I형 단면
[8],[9]

과 채널 단면
[10],[11],[12]

에 국한되었고 T형 

단면에 대한 연구는 아주 제한적인 상태이다. 이승식
[13],[14]

은 축방향 압축력을 받는 인발성형 T형 및 H형 부재의 이론

적 좌굴해석과 실험결과를 비교⋅분석하였다. 전단탄성계

수에 대한 축방향 탄성계수의 비가 상대적으로 큰 섬유보강 
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Fig. 1. Definition of coordinates in thin-walled section

플래스틱 복합부재의 구조적 거동에 대한 체계적인 연구가 

필요하다. 

본 연구에서는 적층복합 T형 보의 휨 해석을 위해 전단에 

유연한 블록강성 행렬을 제안한다. 제안된 보 요소는 뒴 전
단변형과 재료의 비등방성 성질에 따른 모든 연계성을 고려

한다. 1차 전단변형 보 이론을 사용해 변위장이 정의된다. 전

체 위치에너지의 원리에 따라  절점 당 7개의 자유도를 갖는 

세가지 보 요소; 2절점, 3절점, 4절점의 보 요소와 함께 새로

운 블록 강도행렬을 제안한다. 제안된 보 요소의 유효성과 

정확성을 검증하기 위해 등분포하중과 집중하중을 받는 대

칭 및 역대칭 앵글플라이 복합 T형보에 대해 수치해석을 수

행하고 ABAQUS 유한요소 결과와 비교⋅분석한다. 또한, 

제안된 각 보 요소에 대한 수렴성, 적층각 및 적층형태, 전단

변형에 대한 영향을 조사한다.

2. 지배방정식

2.1 변위장 및 변형률

본 연구에서는 Fig. 1에서처럼 서로 상호 연관되어 있는 

세 종류의 좌표계가 사용된다. 첫 번째 좌표계는 보의 길이

방향이 x축인 직교좌표계 (x,y,z)이다. 두 번째는 국부좌표 

(n,s,x)로서 n축은 평판요소로부터 연직방향, s축은 중심면

의 접선방향이며 단면의 등고선을 따라 형성된다. 세 번째는 

형상좌표계(contour coordinate system)로서 원점 O로부

터의 임의의 점 접선방향 s이다.

본 연구에서 적용한 보 모델은 다음과 같은 가정을 사용하

였다.

(1) 보 단면의 형상 즉 외형(contour)은 면내에서 변형하

지 않는다.

(2) 연직 전단효과(transverse shear effects)는 고려되

어진다. 즉, 변형 전 보의 축방향에 수직인 단면은 변

형 후 평면을 유지하나 전단변형에 의해 보의 축방향

에 수직일 필요는 없다.

(3) 전단중심에서의 비틂각은 상당히 작다.

보의 변위장은 단면형상 변화는 일어나지 않는다는 평면 

내 강성단면 가정과 종방향 변위는 Timoshenko 보이론과 

수정된 Vlasov 박벽보 이론을 결합하여 축방향 투영단면의 

면 변형과 면외 뒴변형의 합으로 표현된다. Fig.1과 같은 기

하학적 조건과 변위-변형도 관계로부터 판요소 중립면에서

의 변위장 , 와 종방향 변위 는 다음과 같이 나타낼 수 

있다.

 

 sincos 
 cossin (1)

여기서  는 각각 , , 축방향의 강체 변

위장;    는 각각 , , 축방향에 대한 회

전각; 는 극축에 대한 회전각을 나타낸다. 뒴 함수 

는 뒴 변형이며 다음과 같이 주어진다.

 d        (2)

여기서 는 전단중심에서 각 중립면까지의 거리를 나타

낸다.

식 (1)의 종방향 변위장에서 뒴 전단변형을 포함하기 때문

에 변형에 따른 휨 전단변형 와  는 각 변위장의 

미분값에 일치하지 않으며, 뒴 전단변형으로 인하여 

는 ′ 와 같지 않다. 각 축에 대한 회전각은 아래 식으로 

정의된다.

 
   ′              

 
   ′ 

 
   ′  (3)

여기서 
o 와 

o 는 부재의 휨에 의한 연직방향 전단 변형률

이고 
o는 뒴에 의한 비틀림 전단 변형률이다.  ′ 는 에 
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대한 미분을 나타낸다.

단면의 임의 점에서의 변위장은 중립면의 변위에 대해 다

음과 같이 나타낼 수 있다.

 

  

  (4)

여기서 와 는 각각 축과 축에 대한 회전각을 나타내

며 은 접면에 수직방향(면외방향)을 나타낸다. 

식 (1)과 (4)의 변위장에 대한 보의 변형률은 아래와 같이 

표현되어진다.

  
∘cos sin  (5a)

  
∘cos∘sin∘ (5b)

  
∘sin∘cos∘ (5c)

여기서 
o, , , , 는 축 변형률,  축과 축의 곡률

성분, 뒴 곡률, 비틀림 곡률을 각각 나타내며 다음과 같이 정

의된다.


o  ′
 ′
 ′ 
 ′
 ′ (6)

2.2 변분의 원리

구조체의 전체 위치에너지는 변형률 에너지 와 작용하

중에 대한 위치에너지 의 합으로 다음과 같이 표현된다.

                 (7)

박판이론의 기본적인 가정에 따라 변형 판의 변형률 에너

지는 다음과 같다.

 




   d (8)

식 (5)을 식 (8)에 대입하고 변형률 에너지의 변분을 취하

여 정리하면 다음과 같이 표현된다.

 

o    


o o o d (9)

여기서 ,,, , , , , 는 축력, 와 축에 

대한 전단력과 휨모멘트, 총 비틀림 모멘트, bimoment를 

각각 나타내며 아래와 같이 보의 응력으로 정의된다.

 

dd (10a)

 

cosdd (10b)

 

sindd (10c)

 

dd (10d)

 


cossindd (10e)

 


sincosdd (10f)

 


dd (10g)

 

dd (10h)

외력에 의한 위치에너지의 변분은 다음과 같이 나타낼 수 

있다.

  


    

   d   
 

       
  (11)

여기서 , , , , ,  , 는 , , 축에 대한 분
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포하중, 분포모멘트, 분포 bimoment; , , , , 

, , 는 , , 축에 대한 집중하중, 집중모멘트, 집

중 bimoment를 각각 나타낸다.

총 위치에너지 변분이 0이 되는 원리를 적용하면 다음의 

식을 구하게 된다.

 l
Nx′′′′

  ′  ′   ′ 
 ′    
   d  
   

  (12) 

2.3 박판 구성방정식

단면의 국부좌표계에서 번째 층의 구성방정식은 다음과 

같이 표현된다.

 






 





∗ 

∗


∗ 

∗



  (13)

여기서  
∗는 압축된 축소 변형강성(condensed transformed 

stiffness coefficients)을 나타내며 각 층에 대한 재료의 물

성치로 구성되어 있다. 단면의 외형방향에 대한 응력

(  )과 변형률(  )이 0이라는 가정에 대한 구체적인 

구성방정식은 다른 문헌
[15]

에 정의되어 있다. 

면외 응력과 변형률의 구성관계는 아래와 같이 주어진다.


 (14)

구성방정식 (13)과 (14)의 응력을 식 (10)에 대입하여 정

리하면 적층복합 박벽부재의 구성방정식은 다음과 같이 나

타낸다.






































       
      
     
    
   
  
 

 

































 (15)

여기서 는 복합부재 단면에 의해 결정되는 적층강성이며 

단면 두께방향에 대한 적분을 수행하여 정리하면 0이 아닌 

강성 값은 다음과 같다.

 
 

 
  








 

 
 

  






  
 

 
 

 
 

 
  

 
 
 

    

 
  

 
 

 




 
 

  







 

 
  

 

 
  

 
 








 

  













 
 

  
 

 













 






  






 
 

  
 

  
 

 
  

 
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Fig. 2. Cross-sections of composite T-beam

 






 
  

 

 













 (16)

여기서 반복지수는 반복되는 합을 나타내는데, 지수 는 1

과 2의 값을 가지며 각각 플랜지와 복부를 지칭한다. 와 

는 각각 플랜지와 복부판의 폭을 의미한다. 박판강성계수 

 ,  , 는 각각 인장, 휨- 인장 연계, 휨 강성계수를 

나타내며 다음과 같이 정의된다.

      d (17)

3. 유한요소법

적층복합 보에 대한 휨 해석을 위해 변위법에 근거한 유한

요소를 사용했다. 본 연구에서는  세가지 종류;  2절점, 3절

점, 4절점 보요소와 함께 등매개변수 보요소(Isoparametric 

beam element)를 사용하였다. 부재내의 변위는 다음과 같

이 나타낼 수 있다.

 




 ,  




 ,  




 ,

 




,  




    ,

 




  (18)

여기서 은 요소의 절점 수이고 는 절점 에서 형상함수

를 나타낸다.

식 (18)의 형상함수를 식 (12)에 대입하고 정리하면 적층

복합 박벽보의 평형방정식은 다음과 같이 표현되어진다.

  (19)

여기서 절점력 벡터 는 절점작용하중과 등가 절점하중의 

합이며, 요소 선형강성행렬 는 다음과 같은 블록행렬 형식

으로 나타내어진다.













  ⋯ 
  ⋯ 
⋮ ⋮ ⋱⋮
 ⋯ 

 (20)

여기서 블록행렬      는 부록에 수록하였다.

각 부재의 강성행렬 와 절점력 벡터 는 직접강도법으

로 전체구조물 강성행렬 와 절점력 벡터 를 구하면 전체

구조물의 평형방정식은 다음과 같이 표현된다.

    (21)

본 연구에서는 등매개변수 보요소의 사용으로 전단항을 적

절히 취급하지 못하면 강성도가 과대 평가되는 소위 locking 

현상이 발생하게 된다. 따라서 이러한 “shear locking” 현상을 

극복하기 위하여 균일감차적분(uniform reduced integration) 

기법을 사용하였다. 일반적으로 판/쉘 요소에 균일감차적분

을 적용하는 경우 요소 강성행렬의 계급(rank)이 낮아져서 

여분의 zero-energy mode가 나타날 수 있지만 본 연구의 

보 요소에서는 이러한 현상은 나타나지 않았다. 

4. 수치해석

앞 절에서 유도한 T형 단면에 대한 적층강성계수와 블록

강성행렬을 이용하여 복합적층 T형 보의 휨 해석을 수행하

였으며 해석결과를 ABAQUS
[16]

 유한요소 해석결과와 비교

⋅검증하였다. 단면에 사용된 복합재는 Glass-epoxy로 재

료 물성치는 아래와 같다:

  GPa    GPa
   GPa   GPa
       
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Table 1. Displacements (cm) at mid-span of a simply  supported
beam under uniformly distributed load (L/h=20)

Stacking 
sequence ABAQUS

Present
     

 3.010 2.931 2.872

s 3.303 3.231 3.098

s 4.395 4.352 3.857

s 6.310 6.227 5.263

s 7.960 7.860 7.006

s 8.653 8.529 8.173

s 4.432 4.354 4.265

      

Table 2. Maximum displacement (cm) of a cantilever beam under uniformly distributed load (L/h=10 & L/h=20) 

Stacking 
sequence

L/h=10 L/h=20

ABAQUS
Present ABAQUS Present

           

 0.1863 0.1781 0.1745 2.806 2.783 2.725
s 0.2030 0.1958 0.1878 3.092 3.075 2.947
s 0.2671 0.2610 0.2329 4.135 4.130 3.682
s 0.3814 0.3750 0.3170 5.952 5.958 5.035
s 0.4828 0.4730 0.4216 7.532 7.526 6.708
s 0.5274 0.5132 0.4917 8.195 8.168 7.827
s 0.2727 0.2630 0.2576 4.164 4.156 4.070

사용단면은 플랜지 폭과 웨브 높이가 75mm, 플랜지와 웨

브의 두께가 각각 7mm와  5mm를 갖는 T형 단면을 Fig. 2

에 보여주고 있다.

4.1 등분포하중하의 단순보

10kN/m의 등분포하중이 작용하는 단순보를 사용하였다. 

보의 높이에 대한 길이 비(L/h)가 20이며  플랜지와 복부판

은 각각 16개의 층으로 적층되어 있으며 동일한 적층순서와 

적층각을 갖는 것으로 가정하였다. 단면을 구성하는 박벽요

소는 중립면에 대해 대칭적층된 직교이방성과 앵글플라이를 

고려하였다.

여러 가지 적층순서에 대해 본 연구의 블록강성행렬을 사

용한 최대 처짐과 ABAQUS 유한요소 해석결과를 Table 1에 

나타내었다. 본 연구에서는 2개의 3절점 보 요소로 모델링

하였으며 ABAQUS 쉘 모델에서는 340개의 S9R5 쉘 요소를 

사용했다. 이 때 박벽보의 콘투어방향 변형률   와 응력 

  의 가정을 사용한 결과를 표시하였다. 평면응력(  )

으로 가정하여 구한 최대 처짐이 ABAQUS 결과와 잘 일치하

는 것을 보여주고 있다. 반면에, 평면변형률(  )으로 가

정한 최대 처짐은 적층각   에서 최대 15.5% 과소평가

함을 알 수 있다.  

4.2 외팔보

일축 대칭인 박벽보 단면의 휨 거동을 조사하기 위해 1.0 

kN/m의 등분포하중을 받는 보의 높이에 대한 길이 비가 

L/h=10와 L/h=20인 외팔보를 고려하였다. 단면 제원과 재

료 특성은 이전의 예와 동일하다. 플랜지와 복부판은 16개의 

층으로 적층되고 단면을 구성하는 박벽요소는 중립면에 대

해 대칭적층된 직교이방성과 앵글플라이를 고려하였다.

등분포하중에 대한 자유단의 최대 처짐값을 여러 가지 적

층순서에 대해 ABAQUS 해석결과와 함께 Table 2에 요약하

였다. 본 유한요소에서는 2개의 3절점 요소를 사용하였다. 

L/h=10와 L/h=20에 대해 평면응력으로 가정하여 구한 최

대 처짐이 유한요소 해석결과와 잘 일치하는 것을 보여주고 

있다. 또한, 플라이앵글이 증가함에 따라 휨에 의한 처짐도 

증가함을 알 수 있다. 

본 연구에서 제안한 세 가지 종류의  보 요소에 대한 수렴

성을 조사하기 위하여 자유단에 0.2 kN의 집중하중을 받는 

외팔보를 사용하였다. 보의 높이에 대한 길이 비(L/h)가 20

인 외팔보를 길이 방향으로 다른 요소 수로 모델링하였다. 

각 적층순서에 대해 2절점(linear), 3절점(quadratic), 4절

점 (cubic) 보요소를 사용해 최대 처짐값을 ABAQUS 해석결

과와 함께 Table 3에 나타내었다. 모든 적층순서에 대하여 3

절점 보요소로 모델링한 유한요소는 4절점 보요소에 빠르게 

수렴하며 ABAQUS 쉘 해석결과와 잘 일치함을 보여주고 있

다. 또한, 하나의 4절점 보 요소를 사용한 결과는 32개의 2
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Table 3. Convergence of beam elements for mid-span displacement (cm) of a simply supported beam (L/h=20)

Stacking 
sequence ABAQUS

Present
Linear Quadratic Cubic

             
 0.9942 0.9721 0.9836 0.9865 0.9872 0.9875 0.9875 0.9875

s 1.097 1.075 1.087 1.090 1.091 1.091 1.092 1.092
s 1.470 1.444 1.461 1.466 1.467 1.467 1.467 1.467
s 2.117 2.084 2.109 2.115 2.117 2.117 2.117 2.117
s 2.678 2.633 2.664 2.672 2.674 2.675 2.675 2.675
s 2.912 2.858 2.892 2.900 2.902 2.903 2.903 2.904
s 1.477 1.453 1.470 1.475 1.476 1.476 1.476 1.476

Fig. 3. Variation of mid-span displacement of simply supported 
beams (L/h=5 & L/h=10)

절점 보 요소 결과와 일치한다. 반면에 선형요소는 변위, 회

전각, 뒴에 선형 형상함수를 사용하는 2절점 요소이다. 이러

한 저차 형상함수는 전형적인 휨 거동을 정확하게 나타낼 수

가 없으므로 2절점을 사용한 유한요소는 수렴속도가 느린 

것을 확인할 수 있다.

4.3 전단변형의 영향

마지막 예제에서는 다양한 적층에 대한 연계성과 전단변

형의 영향을 검토하기 위해 등분포하중이 작용하는 단순보

를 고려하였다. 보의 전장에  kNm의 등분포하중과 

보의 높이에 대한 길이 비를 고려하기 위해 L/h=5와 

L/h=10을 사용하였다. 플랜지와 웨브는 4개의 층으로 적층

되어 있으며 적층순서는 각각 직교이방성 와 역대칭 앵

글플라이 이다. Fig. 3에 웨브의 앵글플라이 변화에 

대한 무차원화된 최대 처짐값을 고전적 보이론(CBT)과 

Timoshenko 1차 보이론(FOBT)에 의한 결과를 함께 나타내

었다. 이 때 최대 처짐값은  max으로 무차원화

한 것이다. 등분포하중이 작용하는 단순보의 경우 비연계방

정식에 대한 최대 처짐의 엄밀해는 다음과 같다
[17}

:

max





 (22)

식 (22)의 첫 번째와 두 번째 항은 각각 휨과 전단변형에 

의한 처짐을 지칭한다. L/h=5와 L/h=10에 대해 모든 적층

각 범위에서 유한요소 해석결과는 FOBT 해와 정확하게 일

치하나 전단변형을 고려하지 않은 CBT 해와는 상당한 차이

를 나타내고 있다. 일부 연계강성은 영이 아니지만 휨 강성

에 비해 작아 재료 비등방성으로 인한 연계성 영향은 무시할 

수 있어 본 연구에 의한 처짐 값은 직교이방성 해와 정확하게 

일치하는 것을 알 수 있다. L/h=10의 경우 최대처짐에 대한 

전단변형의 영향은 크지 않으나 L/h=5의 경우 전단변형의 

영향이 증가함을 알 수 있다. 따라서 높이에 대한 길이 비가 

작은 경우(L/h=5) 전단변형을 무시한 CBT해는 모든 적층각 

범위에서 처짐을 현저히 과소평가하므로 Timoshenko형 전

단변형을 고려할 수 있는 모델을 사용해야한다. 

5. 결 론

본 연구에서는 적층복합 T형 보의 휨 해석을 위해 전단변

형과 연계성 효과를 고려할 수 있는 세 종류의 보 요소; 2절

점, 3절점, 4절점 요소를 제안하였다. 제안된 유한요소 모델

은 경계조건, 높이 대 지간 비율, 적층각 등 다양한 조건에 

대한 휨 거동을 정확하게 예측할 수 있다. 수치예제를 통하

여 다음과 같은 결론을 도출하였다.
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본 연구의 3절점과 4절점 보 요소는 모든 적층순서에 대

해 적은 요소의 사용으로 판요소로 모델링한 ABAQUS 유한

요소 해석결과와 잘 일치하였다. 콘투어방향의 응력이 0이

라는 가정을 사용한 처짐은 유한요소 해석결과와 잘 일치하

여 적절한 것으로 밝혀졌으나 콘투어방향의 변형이 0이라는 

가정은 처짐을 과소평가하는 것으로 나타났다. 비등방성이 

낮은 재료의 경우 직교이방성 해는 적절하다고 나타났다. 또

한, 보의 높이에 대한 길이 비가 작은 경우 전단변형을 고려

하지 않는 CBT해는 모든 적층각 범위에서 처짐을 과소평가

하므로 적층복합 T형 보의 정확한 휨 해석을 위해 전단변형

을 고려할 수 있는 모델이 사용되어져야 한다. 제안된 모델

은 적층복합 T형 보의 휨 거동을 조사하는데 적절하고 효과

적임을 밝혔다.
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요 약 : 본 연구에서는 적층복합 T형 보의 휨 해석을 위해 전단에 유연한 보 요소를 제안한다. 1차 전단변형 보 이론을 사용해 유도된 

보 요소는 뒴 전단변형과 재료의 비등방성 성질에 따른 모든 연계성을 고려한다. 지배방정식의 해를 구하기 위해 절점 당 7개의 자유도를 

갖는 2절점, 3절점, 4절점의 세 가지 보 요소를 제안한다. 제안된 보 요소의 활용성과 정확성을 검증하기 위해 등분포하중과 집중하중을 

받는 대칭 및 역대칭 앵글프라이 복합 T형 보에 대해 수치해석을 수행한다. 다른 적층순서에 대해 화이버 각과 전단변형의 영향을 조사한다. 
적층 복합 T형 보의 휨 해석에 대해 3절점과 4절점 보 요소의 유효성을 입증하였다.

핵심용어 : 전단에 유연한 보 요소, 복합 T형 보, 전단변형, 화이버 각

부록. T형 단면 강성값

각 부재의 강성블록행렬 는 다음과 같이 주어진다:

 


′′d
 



′′d
 



′′d
 



′′d`
 



′′ ′ d
 



′′ ′ d
 



′′ ′ d
 



′′d
 



′′d
 



  ′′d
 



′′ ′ d
 



′′ ′ d
 



′′ ′ d
 



′′d

 


  ′′d
 



′′ ′ d
 



′′ ′ d
 



′′ ′ d
 



   ′′d




 ′′  ′ d




 ′′  ′ d




 ′′  ′ d
 



′′ ′ ′ 
  d

 


′′ ′ ′
  d

 


′′ ′ ′
   d

 


′′ ′ ′ 
  d

 


′′  ′ ′
   d

  

 


′′  ′ ′         
             d (23)




