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요 약

본 논문에서는 interval type-2 possibilistic fuzzy C-means(IT2PFCM) 클러스터링 방법에 multiple Gaussian kernels을 기

반으로 한 possibilistic fuzzy C-means multiple kernels(PFCM-MK) 알고리즘을 결합하여 적응적인 하이브리드 클러스터

링 방법인 multiple kernels interval type-2 possibilistic fuzzy C-means(IT2PFCM-MK) 방법을 제안 하였다. 일반적으로

possibilistic fuzzy C-means(PFCM) 알고리즘은 fuzzy C-means(FCM) 알고리즘의 단점인 노이즈 민감성 및 특이점 문제

와 알고리즘 초기 클러스터의 Prototype에 따라 위치가 겹치는 문제를 해결하기 위해 제안 되었다. 하지만 이 방법 역시

퍼지화 파라미터 값에 따라 위와 같은 문제를 여전히 가지고 있기 때문에 이와 같은 문제를 보완하기 위해 interval

type-2 퍼지 접근 방법을 이용 하는 interval type-2 possibilistic fuzzy C-means(IT2PFCM) 알고리즘을 제안 하였다. 또

한 multiple kernels 함수를 interval type-2 possibilistic fuzzy C-means(IT2PFCM) 알고리즘에 적용하여 분류하기 복잡한

형태의 데이터와 노이즈가 있는 데이터에 대하여 보다 정확하고, 향상된 클러스터링을 수행할 수 있다.

키워드 : PFCM, Interval Type-2 Fuzzy Sets, Interval Type-2 PFCM, Multiple Kernels, Fuzzy Clustering

Abstract

In this paper, we propose a hybrid approach towards multiple kernels interval type-2 possibilistic fuzzy C-means(PFCM)

based on interval type-2 possibilistic fuzzy c-means(IT2PFCM) and possibilistic fuzzy c-means using multiple ker-

nels(PFCM-MK). In case of noisy data or overlapping cluster prototypes, fuzzy C-means gives poor performance in compar-

ison to possibilistic fuzzy C-means(PFCM). Moreover, to address the uncertainty associated with fuzzifier parameter m, in-
terval type-2 possibilistic fuzzy C-means(PFCM) is used. Most of the practical data available are complex and non-linearly

separable. In such cases using Gaussian kernels proves helpful. Therefore, in order to overcome all these issues, we have in-

tegrated multiple kernels possibilistic fuzzy C-means(PFCM) into interval type-2 possibilistic fuzzy C-means(IT2PFCM) and

propose the idea of multiple kernels based interval type-2 possibilistic fuzzy C-means(IT2PFCM-MK).

Key Words : PFCM, Interval Type-2 Fuzzy Sets, Interval Type-2 PFCM, Multiple Kernels, Fuzzy Clustering

1. 서 론 퍼지 클러스터링에 사용되는 여러 가지 방법 중 가장 많

이 사용되는 방법은 유클라디안 거리를 이용하여 멤버십을

할당하는 fuzzy C-means(FCM) 알고리즘 이다[1][2][3].

그러나 FCM 방법은 모든 클래스 멤버십 값 합이 1이 되어

야 한다는 조건 때문에 노이즈가 있는 데이터에서는 좋지

않는 결과를 나타낼 수다. 이러한 문제점을 가지고 있는

FCM 방법의 단점을 극복하기 위해 typicality를 고려하는

possibilistic C-means(PCM) 알고리즘이 제안 되었다[4].

PCM 방법은 노이즈엔 강하지만 초기 파라미터에 민감

하고, 서로 가까이에 위치한 prototype 들을 형성하는 패턴

들의 경우에는 최종 prototype의 중심 값의 위치가 겹치는

결과가 나올 수 있다는 단점이 있다. 이러한 문제들을 해결

하기 위해 FCM 과 PCM을 가중치 합으로 표현 한 possi-

bilistic fuzzy C-means(PFCM) 알고리즘이 연구 되었다
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[5]. 그러나 PFCM 방법 또한 퍼지화 파라미터 m 값에 따
라 위에서 제시한 문제를 여전히 가지고 있다.

따라서 본 논문에서는 PFCM의 m 값에 uncertainty룰

부여하여 PFCM 알고리즘의 성능을 개선하는 interval

type-2 possibilistic fuzzy C-means(IT2PFCM) 알고리즘

을 제안 하였다. 또한 고리형 데이터, 노이즈가 심한 데이

터, 또는 많이 복잡한 형태의 겹쳐지는 데이터들에 대하여

더 좋은 성능을 얻기 위해 IT2PFCM 알고리즘에 Gaussian

multiple kernels 방법을 적용하여 IT2PFCM multiple

kernels 방법을 제안하였다.

일반적으로 Gaussian multiple kernels 함수를 적용하여

입력 속성(feature) 공간이 아닌 커널 속성 공간으로 변환하

여 클러스터링을 수행한다[6]. 가우시안 커널 속성 공간으로

정의된 변환 함수에 의한 두 함수 값의 내적(inner product)

커널 함수로 정의된다[7]. 이와 같이 IT2PFCM 방법에 다

중 가우시안 커널을 적용하여 데이터를 입력 속성 공간이

아닌 커널 속성 공간으로 변환하여 보다 복잡한 형태의 분

포를 갖는 데이터에 정확한 클러스터링이 가능하다.

제안된 내용을 바탕으로 하여 본 논문은 다음과 같이 구

성된다. 두 번째 절에서 PFCM 알고리즘에 대하여 설명하

고 세 번째와 네 번째 절에서 제안된 IT2PFCM 알고리즘

과 IT2PFCM multiple kernels알고리즘에 대해 소개한다.

다섯 번째 절에서는 제안된 알고리즘과 기존의 알고리즘들

간의 성능을 비교하고 마지막 절에서 결론을 맺겠다.

2. PFCM 알고리즘

PCM과 FCM은 패턴에 멤버십을 할당하는 알고리즘 이

지만 FCM과 달리 PCM은 오직 패턴과 prototype 간의 거

리만을 이용해 멤버십을 할당한다. PCM 알고리즘은 하나

의 패턴과 하나의 중심 값 간의 절대거리로 typicality를 할

당한다. PFCM은 위 두 가지의 특성을 모두 가지고 있다.

따라서 다음과 같이 목적함수(objective function)를 최소화

하는 방향으로 클러스터링 한다.
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식 (1)에서 xk는 k번째 입력 패턴이고, vi 는 i번째 클러

스터 중심 값이다. uik는 입력 패턴 k 가 클러스터 i 에 소속
되는 멤버십 값을 나타낸다. m은 퍼지화의 정도를 나타내
는 상수로 m∈(1,∞) 조건을 만족시키는 상수이다. tik는 입
력 패턴 k 가 클러스터 i에 소속되는 typicality를 나타낸다.
일반적으로 PCM의 경우 γi 는 i번째 클러스터의 typicality
가 0.5 되는 지점의 거리를 가리키는데 이는 FPCM에서도

동일하게 적용된다. 식 (1)을 최소화하기 위한 멤버십은 다

음과 같이 구한다.

 







 




 


 






(3)

식(1)을 최소화하기 위한 typicality 및 γi는 아래 (4)와
같이 구한다.

 









 


 






 



















(4)

식 (4)에서 K=1 일 경우 클러스터 의 평균 내부 거리

값을 γi로 할당한다. 이때 최적의 중심 값을 위한 필요조건
은 식 (3),(4) 사용하여 다음과 같이 중심 값을 구한다.

 









 









 

(5)

PFCM 알고리즘은 멤버십과 typicality 의 가중치의 합으

로 a 와 b 의 값에 따라 가중치를 조정 할 수 있다. a 와 b 값
의 변화에 따라 FCM 방법과 PCM 방법의 장점을 최대화 할

수 있다. 적절한 a, b 값을 이용하여 데이터 노이즈의 영향을
최소화 하고, 중심 값이 겹쳐지는 문제도 해결할 수 있다.

3. Interval Type-2 PFCM 알고리즘

3.1 Interval Type-2 Fuzzy sets

일반적으로 패턴인식에서 패턴의 uncertainty를 나타내는

데 type-1 fuzzy set(T1FS) 사용 하였다. T1FS에서 퍼지

화 상수 m에 따라 결과가 달라진다. 그림 1과 같이 클러스
터의 부피가 다를 경우 하나의 m값으로는 좋은 성능을 보
일 수 없다.

 

 
 

  
  

 

  

(a) (b)

그림 1. m 값에 따른 2개의 클러스터 퍼지 지역
Fig. 1. Fuzzy cluster region due to m

1(a)는 부피가 다른 2개의 클러스터에서 작은 m값을 설정
했을 때를 보여준다. C2 클러스터에 퍼지 멤버십 값을 가지
는 구간이 걸쳐 있기 때문에 상대적으로 C1 클러스터에 패
턴들이 많이 할당이 된다. 그림 1(b)와 같이 큰 m 값을 설
정했을 때에는 비슷한 멤버십 값이 할당되기 때문에 좋은

성능을 보일 것 같지만, C1 클러스터의 센터 값이 C2 클러
스터로 이동하는 경향을 보인다.

그러나 T1FS 에서 존재하는 퍼지화 상수 m에 대한 불
확실성이 존재 한다. 따라서 이러한 불확실성을 제어하여
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더 좋은 결과를 낼 수 있도록 type-2 fuzzy set(T2FS) 으

로 확장한다[8-12].
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 (6)

T2FS 이 T1FS 보다 우수한 성능을 나타내지만, 많은 계

산 량을 필요로 한다는 단점이 있다. 이러한 단점을 보완하

기 위해 secondary membership degree가 1인 interval

type-2 fuzzy set(IT2FS)을 사용한다. IT2FS을 나타내면

다음과 같다.

  




∈




 (7)

식 (7)에서 secondary membership degree가 모두 같기

때문에 T1FS 처럼 사용할 수 있다. 이와 같은 IT2FS의 특

징을 이용하여 m값 에 따른 퍼지 지역을 설정하면 다음과
같다. 그림 1과 같이 클러스터 크기에 맞게 퍼지 지역을 설

정할 순 없기 때문에, 2개의 m1, m2 값을 이용하여 un-

certainty 을 줌으로써 클러스터 부피에 맞는 적당한 퍼지

지역을 형성할 수 있다.

 

    
  

그림 2. Interval type-2 m 값에 따른 fuzzy 지역
Fig. 2. Fuzzy area using interval type-2 m value

3.2 Extension to Interval Type-2 Fuzzy sets

PFCM 목적함수에서 퍼지화 파라미터 m의 값에 따라 γi
의 값이 변화한다. IT2FS을 이용하여 두 개의 m 값을 사용
하는 interval type-2 알고리즘으로 확장하여 PFCM 보다

나은 성능을 얻어 낼 수 있다.

IT2FS으로 확장위하여 m에 대한 uncertainty를 표현하
기 위해 primary fuzzy set인 입력 패턴을 IT2FS으로 할

당한다. 이를 위해 primary membership 함수를 사용 up-

per 와 lower membership function 을 만든다. 최종 클러

스터링의 퍼지화 정도를 결정하는 m을 이용하여 upper 와
lower membership function을 구해야 한다. m은 퍼지화

파라미터값 으로 최종 클러스터링의 퍼지화 정도를 결정하

는 값이다. m에 따른 upper 와 lower membership func-
tion은 식(8)(9)과 같다.
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(9)

 ,



에 따라 γi의 값이 다음과 같이 구해진다.

 












































(10,11)

위에서 얻어진 γi 값을 사용하여 upper 와 lower

typicality function을 결정한다.
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(13)

3.3 Type Reduction and Defuzzification

입력 패턴들에 대하여 각 클러스터에 대한 upper 와

lower 멤버십을 구하고 나면 각 클러스터들에 대한 중심 값

을 갱신해야 한다. 이때 멤버십은 T2FS 이지만 중심 값은

crisp 한 값이기 때문에 위의 방법으로는 값을 구할 수가

없다. 따라서 중심 값 갱신을 위해서 T2FS을 T1FS으로 바

꾸는 type reduction 과 type-1의 값을 crisp 한 값으로 바

꾸는 defuzzification 이 필요하다. 본 논문에서 KM알고리

즘을 이용하여 type reduction을 수행한다.

v = 1.0/[vL,vR]
vL = least value of left side (14)

vR = greatest value of right side

 







 

 







 

 

 







 

 







 

 

(15)

최종 center는 아래와 같이 defuzzification 하여 구한다.

 

 (16)
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Interval Type-2 PFCM Algorithm

 Set arbitrary fuzzifier m1,m2 and typicality η;
 Set initial arbitrary center v′ = (v′1,...,v′C);
 Set comparison = FALSE;
     WHILE (comparison = FALSE) 
     Set vm = v′;
     FOR all C centers (i = 1,...,C) DO
        Compute distance di(xk) = ∥xk - v′i∥ 
        Compute membership  ,





          and typicality   ,




using (8)-(13);
        Compute centroid v′RU and v′RT by (15) and

            

 


  and  

  




    Sort all pattern feature indexes in ascending order;
       (i.e., Sorted feature  1: x11≤,...,≤xN1

            Sorted feature M: x1M≤,...,≤xNM)

4.　Multiple Kernel Interval Type-2 PFCM

4.1 Multiple Kernel PFCM 알고리즘

일반적으로 커널 방법은 공간 변환 함수를 사용하여 입

력 데이터들을 입력 속성 공간에서 커널 함수를 통한 커널

속성 공간으로 변환하여 주는 것이다[13]. 커널 속성 공간

변환을 통하여 입력 속성 공간에서 직선이 아닌 경계면을

갖으며 겹치는 데이터들에 대하여 더 쉽게 구분하기 위해

서 커널 속성 공간으로 바꾸기 위한 것이다. 입력 공간에

서 데이터를 Xi, i=1,...,N 이라 한다면 함수를 통해 커널 속
성 공간으로 변환 된 데이터는 Φ(Xi)로 나타낼 수 있다.
일반적인 PFCM과 마찬가지로 Kernel-PFCM의 경우에

도 다음의 목적 함수를 최소화 하는 것을 목표로 한다.
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 (17)

커널 K에 대한 입력 공간상에서 패턴 xi와 cluster proto-
type vj의 커널 속성 공간상 거리 dij는 커널 함수에 의해

(18)과 같이 표현 된다.

 ∥ ∥

   

   
(18)

일반적으로 커널의 개수가 S인 multiple kernels을 가정
했을 경우 가우시안 커널을 이용한 새로운 Gaussian mul-

tiple kernels  은 다음과 같다[6].
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(19)

최적화 방법을 이용하여 아래의 PFCM 목적함수를 최소

화 하여야 한다. 아래의 목적함수의 최소화를 통하여 res-

olution specific weight wil 값과, 멤버십 값 uij, 클러스터
prototype  값들이 결정된다.

  





  






 ×

  
  











(20)

4.2 Multiple Kernel Interval Type-2 PFCM 알고리즘

일반적인 PFCM 알고리즘에서 퍼지화 상수 m 에 존재하
는 불확실성을 해결하기 위하여 multiple kernels PFCM

알고리즘을 IT2FS으로 확장한다. N개의 데이터와, C개의
클러스터, S개의 커널이 존재 할 경우 아래와 같은 가우시
안커널 목적 함수를 최소화 하는 방법을 통하여 cluster

prototype을 얻을 수 있다.

  
  




 






 (21)

where
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(22)

클러스터 prototype 은 클러스터의 센터 vi에 대하여 목
적함수를 최적화 하는 방법으로 계산되어진다[14]. 다음에

는 IT2FS을 이용하여 각 패턴들에 대하여 가장 작은 멤버

십 값과 가장 큰 멤버십 값을 계산한다. 이 최적화된 멤버

십 값은 crisp 값인 vi 계산하기 위하여 사용된다. vR 과 vL
을 계산하기 위하여 멤버십의 upper 또는 lower bound를

결정하는 것이 필요하다. 아래의 주어진 식에 의해 다음과

같이 정리 된다[8][15].

For vL

IF (≤ ) THEN   

ELSE  




 


 










 









(23)

ENDIF

For vR

IF (≻ ) THEN  


ELSE  




 


 










 









(24)

ENDIF
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최종적으로 얻어진 vR 과 vL 을 이용하여 crisp center 값
은 아래와 같이 defuzzification 하여 구한다.

 

 (25)

이렇게 최적화 함수를 통하여 얻어진 클러스터 prototype

vi 값과, 멤버십 값인 uij 값을 이용하여 resolution-specific
weight 값인 wil 값은 다음과 같이 업데이트 된다.


  

 


(26)

where






  






  












 (27)

여기서 ρ 값은 학습률 파라미터로 gradient descent 방법
을 이용하고 IT2PFCM에서 설명 하였던 type-reduction

과 hard partitioning 을 통하여 클러스터링을 수행한다.

5. 시뮬레이션 및 결과 고찰

알고리즘의 성능을 알아보기 위해 여러 데이터 패턴과 이

미지에 본 논문에서 제안된 multiple kernels을 적용한

IT2PFCM(IT2PFCM-MK) 알고리즘 과 IT2PFCM 알고리

즘 및 IT2PCM 알고리즘을 비교 하였다. 모든 실험에서 알

고리즘의 a 와 b 값이 각각 0과 1 , 1과 0 또는 1과1로 적용
되는 경우의 수를 두어 최적의 값을 찾게 하였다. m1 과 m2
값을 [1.1, 5] 범위에서 실험을 하였다. Multiple kernels에

서 σ 값은 가장 일반적인 가우스 함수 값으로 고정하였다.

5.1 Iris34 데이터

Iris34 데이터는 세 개의 클러스터로 나누어져 있고. 각

클러스터 마다 50개의 데이터를 가지고 있다. 실험 결과 크

기가 다른 세 개의 클러스터 데이터 에서 제안된

IT2PFCM-MK 알고리즘이 더 정확한 클러스터링을 하였

다. 그림 3을 통하여 보다 정확하게 클러스터링 center를 찾

아내는 것을 알 수 있다.

(a) (b) (c)

그림 3. Iris34 데이터의 클러스터링 결과:

(a)IT2PCM (b)IT2PFCM (c)제안된 알고리즘

Fig. 3. Clustering result for Iris34 data

(a)IT2PCM (b)IT2PFCM (c)Proposed Algorithm

5.2 Iris56 데이터

Iris56 데이터는 세 개의 클러스터로 나누어져 있고. 각

클러스터 마다 50개의 데이터를 가지고 있다. 실험 결과 서

로 크기가 다른 세 개의 클러스터 데이터에서 제안된

IT2PFCM-MK 알고리즘이 더 정확한 클러스터링을 하였

다. 서로 다른 크기를 가진 복잡한 데이터를 클러스터링 하

는데 제안된 알고리즘이 더 좋은 성능을 보인다.

(a) (b) (c)

그림 4. Iris56 데이터의 클러스터링 결과:

(a)IT2PCM (b)IT2PFCM (c)제안된 알고리즘

Fig. 4. Clustering result for Iris56 data

(a)IT2PCM (b)IT2PFCM (c)Proposed Algorithm

5.3 Asymmetric circle 데이터

Asymmetric circle 데이터는 크기가 다른 두 개의 클러

스터로 이루어져 있다. 제안된 알고리즘이 IT2PFCM 방법

과 PFCM 방법에 비해 인식률이 더 뛰어난 클러스터링 결

과를 나타내는 것을 확인 할 수 있다.

(a) (b) (c)

그림 5. Asymmetric circle 데이터의 클러스터링 결과:

(a)IT2PCM (b)IT2PFCM (c)제안된 알고리즘

Fig. 5. Clustering result for Asymmetric circle data

(a)IT2PCM (b)IT2PFCM (c)Proposed Algorithm

5.4 이미지 데이터 1 (길,숲,하늘)

이번 실험은 길, 숲, 하늘 세부분으로 이루어진 200×200

사이즈 영상을 분할해 보겠다.

(a) (b)

그림 6. 길, 숲, 하늘 영상:

(a)Intensity 영상 (b)가우시안 속성 영상

Fig. 6. Road, Forest, Sky feature

(a)Intensity feature (b)Gaussian feature
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위 그림 과 같이 두 개의 속성 데이터를 모두 이용하여

영상을 클러스터링 하였다. 영상 분할을 위해 세부분에서

100개씩의 샘플 데이터를 추출하여 학습 시킨 후 학습된 결

과에 의해 영상을 분할하도록 하였다. 주어진 300개의 샘플

데이터로 클러스터링 한 결과와 영상을 분할한 결과는 다음

과 같다.

(a) (b) (c)

그림 7. 길, 숲, 하늘 영상 데이터의 클러스터링 결과:

(a)IT2PCM (b)IT2PFCM (c)제안된 알고리즘

Fig. 7. Clustering result for Image data

(a)IT2PCM (b)IT2PFCM (c)Proposed Algorithm

(a) (b) (c)

그림 8. 길, 숲 하늘 영상데이터의 영역 분할 결과

(a)IT2PCM (b)IT2PFCM (c)제안된 알고리즘

Fig. 8. Clustering result for Image segmentation

(a)IT2PCM (b)IT2PFCM (c)Proposed Algorithm

표 1. 길, 숲, 하늘 영상의 인식률 및 Iteration 비교

Table 1. Comparison on the basis of classification rate

and number of Iterations taken

IT2PCM IT2PFCM IT2PFCM-MK

Recognition(%) 21.42 80.06 86.46

Iterations 14 51 101

5.5 이미지 데이터 2 (길,숲,하늘)

그림 9와 같이 길, 숲, 하늘 세부분으로 이루어진 다른 종

류의 영상으로 200×200 사이즈를 가진다. 실험의 방법은

위의 예제와 동일하다. 세부분에서 100개씩의 샘플 데이터

를 추출하여 학습 시킨 후 학습된 결과에 의해 영상을 분할

하도록 하였다. 주어진 300개의 샘플 데이터로 클러스터링

한 결과와 영상을 분할한 결과는 다음과 같다.

(a) (b)

그림 9. 길, 숲, 하늘 영상:

(a)Intensity 영상 (b)가우시안 속성 영상

Fig. 9. Road, Forest, Sky feature

(a)Intensity feature (b)Gaussian feature

(a) (b) (c)

그림 10. 길, 숲, 하늘 영상 데이터의 클러스터링 결과:

(a)IT2PCM (b)IT2PFCM (c)제안된 알고리즘

Fig. 10. Clustering result for Image data

(a)IT2PCM (b)IT2PFCM (c)Proposed Algorithm

(a) (b) 　（ｃ）

그림 11. 길, 숲 하늘 영상데이터의 영역 분할 결과

(a)IT2PCM (b)IT2PFCM (c)제안된 알고리즘

Fig. 11. Clustering result for Image segmentation

(a)IT2PCM (b)IT2PFCM (c)Proposed Algorithm

표 2. 길, 숲, 하늘 영상의 인식률 및 Iteration 비교

Table 2. Comparison on the basis of classification rate

and number of Iterations taken

IT2PCM IT2PFCM IT2PFCM-MK

Recognition(%) 56.39 80.46 83.80

Iteration 51 32 80

6. 결론 및 향후 연구

본 논문에서 제안된 IT2PFCM-MK 방법이 노이즈를 가

지고 있는 복잡한 형태의 데이터에 대하여 기존 방법보다

우수한 결과를 나태나는 것을 확인하였다.

IT2FS 방법에서 퍼지화 상수 m의 결과를 도출 하는데
있어 중요한 역할을 한다. 따라서 향후 연구에서는 최적의

m 값에 대한 연구가 필요할 것이다. 또한 PFCM 알고리즘

의 특성상 가중치 값인 a, b 값이 중요함으로 적응적으로

최적화된 a, b 값을 찾아내는 연구를 진행 할 예정이다.
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