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In-plane Vibration Characteristics of Piezoelectric Ring Transducers
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ABSTRACT

This paper experimentally deals with the vibration characteristics of flat ring transducers used for 
ultrasonic sensors and actuators. Radial vibration mode, which is the fundamental mode of a thin 
piezoelectric transducer, was measured by a laser in-plane vibrometer. An impedance analyzer was 
used to measure natural frequencies. The results measured by experiments verified theoretical 
predictions. The vibration characteristics of ring transducers were identified according to the outer di-
ameter size. The shape of the fundamental mode is almost uniform but slightly decreases from the 
inner to the outer circumferential surfaces. The natural frequency of the fundamental mode decreases 
as the outer diameter increases. It appears that the ring type transducer is suitable to excite uni-
formly distributed vibration on a flat surface.

* 

1. 서  론

초음파 센서 또는 액추에이터에서 역학적 진동과 

전기적 신호 간의 상호 변환에 압전 변환기(transdu-
cer)가 많이 사용된다(1). 변환기의 압전소자는 대개 

원판형이다. 압전소자를 적층할 필요가 있을 때, 
중심을 관통하는 볼트로 체결하므로 중앙이 비어

있는 링형 압전 원판을 사용한다(2). 압전 변환기를 

설계하기 위해서는 압전소자의 진동 특성을 파악

해야 하고, 이를 위해 이론적 예측과 실험적 검증

이 필요하다. 
압전 변환기의 진동 특성은 형상과 치수뿐만 아

니라 물성치와 경계조건에 따라서도 다르다. 이론적

인 접근은 많은 문헌에 나타난다(3). 원판의 지름과 

두께의 비율에 따른 진동 모드가 유한요소법으로 계

산된 사례가 있고(4), 균일하지 않은 물성치에 따른 

압전 원판의 진동 특성이 제시되었으며(5), 연성된 

전기-역학 시스템에 일반화된 형태의 Hamilton 원

리를 적용하여 이론적으로 구한 임피던스 곡선과 

실험 결과를 비교한 연구도 있다(6). 압전 원판의 

진동 특성을 세 가지 실험 방법으로 구하여, 진동 

분포 경향을 제시한 사례도 있다(7). 속이 빈 원판, 
즉 링형 압전 변환기도 여러 문헌에서 이론적으로 

다루어졌다(8~10).
이 논문은 원판 링형 압전 변환기의 반경방향 면

내 진동 특성을 주로 다룬다. 원판 링형 압전 변환

기를 모델링하고, 반경방향 및 두께방향에서의 운동

방정식과 경계조건을 설정하며, 고유진동수와 모드 
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형상을 구하여 진동 특성을 이론적으로 예측한다. 
실험에 의해 링형 압전 원판의 반경방향 진동모드를 

확인한다. 반경방향 면내 진동을 측정하기 위해서는 

특별한 장비가 필요하다. 레이저 면내 진동 측정기

(in-plane vibrometer)를 사용하여 압전 원판의 면내 

방사 진동 모드 형상을 측정한다. 압전 변환기는 물

성치 뿐만 아니라 형상 치수에 따라서도 진동 특성

이 달라지므로, 초음파 변환기 설계 시 두께와 지름

에 따른 진동 특성을 파악해야 한다. 면내 방사 진

동을 주로 다루는 이 논문은 압전 소자의 지름에 따

른 경향을 밝힌다. 

2. 진동 특성 해석

해석 대상인 원판 링형 압전 변환기는 Fig. 1과 

같이 두께가 이고 안쪽 반지름과 바깥 반지름이 각

각 와 이다. 양쪽 면에 분포된 전극에 작용하는 

전압 
에 의해 구동된다. 축대칭 상황에서 원

통좌표계   와 시간 를 사용하여 두께방향의 

면외 진동과 반경방향의 면내 진동을 해석한다.(11,12)

 
2.1 두께방향 진동 특성

원판 링형 압전 변환기에서 두께방향 진동변위 

  와 전기 퍼텐셜   로 표현된 두께방

향 진동의 지배방정식은 다음과 같다(13).  




 






(1a)













(1b)

여기서   는 파동 전파속도이고 

    는 이방성 압전체의 수정된 탄성계

수이며, 는 밀도이다. 또한 , , 
 은 각각 전

기장이 일정한 상태에서의 강성, 압전 응력상수, 변

형률이 일정한 상태에서의 유전율이다. 
변수 분리한 운동 변위는 다음과 같다. 

  (2a)

  (2b)

여기서 은 반경좌표에 따른 분포를 나타내는데, 

Electrode




Fig. 1 Schematic diagram of a piezoelectric ring 
transducer

식 (1)은 균일 분포를 전제로 하여 단순화된 이론식

이다. 식 (2)를 식 (1)에 대입하여 다음 식을 얻는다. 





  (3a)













(3b)

여기서   는 파동수이다. 
변환기의 양면이 자유로운 경우 두께방향 경계조

건을 다음과 같이 설정한다. 

  에서    (4a)

   (4b)

  에서    (4c)

  (4d)

경계조건 (4)를 적용하여 식 (3)의 해를 구하면 다

음과 같다(12). 


 sin 







cos
 coscos  

(5a)
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cos

sin

    
 sin 







cos








coscossin sin  (5b)

식 (5)의 분모가 0인 경우가 고유진동 특성방정식

이다. 링이 얇은 판일 때 두께방향 모드는 고차에서 
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나타난다.  

2.2 반경방향 진동 특성

원판 링형 압전 변환기에서 반경방향 진동변위 

  로 표현된 반경방향 진동의 지배방정식은 

다음과 같다(13). 











  






(6)

여기서    는 파동의 전파속도이고 


    은 이방성 압전체의 수정된 탄성

계수이며, 는 밀도이다. 또한 , , 는 탄성

계수이다.  
변수 분리한 운동 변위는 다음과 같다. 

  (7)

식 (7)을 식 (6)에 대입하여 다음 식을 얻는다. 



 

 

 
   (8)

변환기의 원주면이 자유로운 경우 반경방향 경계

조건을 다음과 같이 설정한다. 

 에서      (9a)

 에서     (9b)

반경방향 수직 응력 은 다음과 같이 표현된다. 

 




 





  





(10)

경계조건 (9)를 적용하여 해를 구하면 다음과 

같다(12). 

 
 
   

  

        
   

  






 







  

  






 


 






(11)

여기서 는 제1종, 는 제2종 베셀함수이다. 또한 


 (=  

 )와  
 (=  )는 각각 

이방성 압전체의 수정된 탄성계수와 압전 응력상수

이다. 
운동방정식의 해를 구하는 과정에서 특성방정식

이 다음과 같이 얻어진다. 

      (12)

특성방정식에서 구해지는 파동수 와 진동수 (= 
)는 다음 관계가 있다. 

 


(13)

링이 얇은 판일 때 기본 모드는 반경방향 모드이다. 
바깥 반지름이 15 mm이고 안쪽 반지름이 7.5 

mm이며 두께가 5 mm이고 재질은 PZT4인 원판 링

형 압전 변환기에 대하여, 식 (12)~(13)에 의하여 

고유진동수를 구하면 =48.4 kHz이다. 
식 (11)을 이용하여 진동모드를 구하여 Fig. 2에 

나타냈다. 횡축인 반경방향 위치 은  [=
 ], 종축인 진동 변위 진폭 는 (=
max)로 무차원화 하였다. 그림에서 알 수 있

다 시피,  반경방향의 진동 변위 진폭은 거의 균

일하되 안쪽에서 바깥쪽으로 갈수록 점차 약간 작

아진다.  
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3. 면내 진동 실험

이론적으로 예측한 기본모드를 검증하기 위하여 

면내 진동 모드 형상을 측정하는 실험을 행한다. 

3.1 면내 진동 측정 방법

면내 방사 진동 측정에 Polytec사의 레이저 면내 

진동 측정기를 사용하였다(14,15). 이 장치는 센서 헤

드(LSV-065- 306F)와 컨트롤러(OFV-3320) 등 두 

개의 핵심 요소로 구성되어 있다. 레이저 진동 측정

기는 레이저 도플러 원리에 의해 작동한다.
Fig. 3에 보인 바와 같이 센서 헤드의 다이오드

에서 레이저 빔이 발생한다. 이는 두개의 작은 빔

으로 나누어지고, 두 레이저 빔은 측정이 이뤄질 

표면 상에 경사각 로 입사하고 겹쳐져, 밝고 어

두운 줄무늬가 평행하게 구성된 간섭 패턴을 형성

한다. 측정 대상 표면 상의 지점에서 반사된 레이

저 빔은 탐지기에 의해 감지된다. 간섭무늬의 줄

무늬 간격 ∆  는 다음 식과 같이 레이저의 파장 

와 레이저 빔의 입사각 에 의해 결정되는 시스

템 상수이다. 

∆ ∙sin


(14)

표면 입자가 Fig. 3에서와 같이 간섭무늬를 가로지

르는 방향으로 의 속도로 이동할 때, 빛의 산란에 

   



Diode Laser

Bragg Cell

 

Detector

Fig. 3 Schematic diagram of the laser Doppler meth-
od

의해 도플러 진동수가 인 신호를 발생한다. 입자 

운동속도 는 다음 식과 같이 도플러 진동수와 줄

무늬 간격 ∆에 관련된다.

  ∙∆  (15)

컨트롤러에서 도플러 진동수 가 측정되고 줄무

늬 간격 ∆와 곱해진 신호가 출력된다. 출력된 신

호는 오실로스코프 등의 장치로 관찰되어 입자의 진

동속도가 얻어진다. 

3.2 면내 진동 측정 결과

이 논문의 계산과 측정에는 Table 1에 나타낸 3가

지 링형 압전 원판을 대상으로 하였다. 재질은 

PZT4이고 상하 양면의 전극에 의해 두께방향으로 

교류 전기장이 형성된다. 링형 원판을 스폰지 위에 

얹어놓아 원주면이 자유로운 조건을 보장하였다. 
Fig. 4는 시편 C의 실물 사진이다. 각 시편 종류별

로 4개씩에 대하여 실험하여 진동수와 진폭의 평균

과 표준편차를 구하였다. 
링형 압전 원판에 전압을 인가하기 위해 신호발

생기(Agilent 33220A)를 이용하였다. 레이저 면내 

진동 측정기의 출력 신호는 오실로스코프(Tektronix 
TDS3032)로 관찰하였다. 신호발생기에서 주파수를  

Table 1 Three types of circular transducers 

Specimen
Diameter(mm) Thickness

(mm)Inner Outer

A 15 30 5

B 15 35 5

C 15 38 5

Table 2 Fundamental frequency of piezoelectric hol-
low-disks

Specimen
Frequency(kHz)

Error(%)
Calculation Measurement

A 48.4 47.9±0.06 1.0 

B 43.0 43.3±0.16 0.7 

C 42.1 41.4±0.27 1.7 
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Fig. 4 Piezoelectric ring specimen

변화시켜 가며 링형 압전 원판의 최대 출력이 되는 

진동수인 고유진동수를 찾아내었다. 이론적 해석으

로부터 얻어진 1차 고유진동수를 Table 2에서 측정 

결과와 비교하였다. 1차 고유진동수에 대한 이론적 

해석 결과와 측정 결과가 거의 일치한다. 
고유진동수와 동일한 주파수의 전기 신호를 인가

하며 레이저 측정기로 면내 진동을 측정하였다. 식 

(15)에 해당하는 진동 속도 진폭을 신호분석기(B&K 
2035)에서 측정한 후 진동 변위 진폭으로 환산하였

다. 측정 위치는 안쪽 반지름에서 바깥 반지름까지 

1 mm 간격으로 설정하였다. 각 위치에서 측정된 면

내 진동 변위 진폭을 정규화하여 Fig. 5에 나타냈다.  
이론적 해석으로부터 얻어진 진동 모드를 Fig. 5에 

실선으로 나타내어 측정 결과와 비교하였다. 1차 모

드의 진동 변위 진폭은 거의 균일하되 안쪽에서 바

깥쪽으로 갈수록 점차 약간 작아진다. 속이 찬 원판

에서는 기본모드의 형상이 중심으로부터 멀어질수록 

진폭이 증가하다가 끝부분에서 감소한다(14). 속이 빈 

링형 원판에서는 모드형상이 다르다. 

4. 외경의 영향

원판 링형 압전 변환기의 형상 치수에 따른 진동 

특성 경향을 파악하기 위해서 외경의 영향을 조사하

였다(16). 진동 모드형상은 Fig. 5의 결과에서 보듯이, 
외경에 무관하다. 

고유진동수 측정에 면내 진동 측정기와 아울러 

임피던스 분석기(impedance gain/phase analyzer)를 

사용하였다. 임피던스 분석기를 사용하여 구한 임피
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Fig. 5 Vibration displacement distribution of the fun-
damental mode
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Fig. 6 Impedance curves obtained by the experiments
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Fig. 7 Comparison of the fundamental frequencies 
obtained by calculation, measurements

Fig. 8 Fundamental mode shape of a circular ring-
type transducer

던스 곡선을 Fig. 6에 나타내었다. 여기서 임피던스 

크기가 극소값인 지점이 고유진동수이다. 이 두 가

지 방법으로 측정된 1차 고유진동수를 Fig. 7에 네

모와 원으로 나타냈다. 외경에 따른 1차 고유진동수

를 계산하여 Fig. 7에 실선으로 나타냈다. 세 가지 

방법으로 구한 고유진동수들이 잘 일치한다. 
Fig. 7에서 알 수 있다시피 외경이 커짐에 따라 1

차 고유진동수는 작아진다. 그 이유는 모드형상에서 

이해 될 수 있다. Fig. 8에 보인 바와 같이 1차 모

드형상에서 안쪽 및 바깥쪽 원주면은 같은 방향으로 

진동한다. 따라서 외경이 커짐에 따라 1차 진동모드

의 발생이 쉬워지면서 1차 고유진동수가 점차 작아

진다. 
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Table 3 Natural frequencies of the radial modes cal-
culated for specimens A, B, and C

Mode
Natural frequency(kHz)

A B C

1 48.4 43.0 42.1

2 238 178 159

3 464 345 305

Table 4 Natural frequencies experimentally obtained 
by the impedance-curve measurement 

Mode
Natural frequency(kHz)

A B C

1  47.9 ± 0.1  43.3 ± 0.2  41.4 ± 0.3

2 212.8 ± 2.1 166.6 ± 0.5 151.4 ± 0.7

3 302.1 ± 0.7 270.9 ± 0.2 281.1 ± 1.8

세 시편에 대해 1~3차 고유진동수를 계산하여 

Table 3에 나타내고, 임피던스 분석기로 측정하여 

Table 4에 나타내어 비교하였다. 원형 압전 변환기

의 2차 및 3차 고유진동수도 외경이 커짐에 따라 

작아진다.    

5. 결  론

이 논문은 레이저 면내 진동 측정기로 측정한 링

형 압전 변환기의 면내 방사 진동을 다루었다. 얇은 

원판에서 중심부가 비어 있고 두께방향으로 분극되

어 있는 링형 압전체에서, 원주면이 자유로운 경우

에 고유진동수와 진동모드를 측정하고 이론적 해석 

결과로 뒷받침하였다. 링형 압전 원판의 기본모드의 

진동변위 진폭은 속이 찬 원판의 경우와 달리 면내

에서 거의 균일하다. 다만 안쪽에서 바깥쪽으로 점

차 약간 작아진다. 이 경향은 외경 크기에 무관하다. 
외경에 따른 면내진동 특성을 파악하였다. 기본 

모드의 진동 모드형상은 외경 크기에 상관없이 같은 

경향을 보인다. 외경이 클수록 기본 모드의 고유진

동수는 작다. 이는 임피던스 곡선 측정과 이론적 예

측에서도 일관성 있게 나타났다.  
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