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Comparison of Misalignment and Retardation Errors of Dual Rotating 
Quarter-Wave Plates in Muller-Matrix Ellipsometry
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Using an ellipsometer with dual rotating quarter-wave plates, we have analyzed the relationship between Fourier coefficients 
and Mueller matrices in the cases of an error-free optical system and of five systematic errors (alignment errors and retardation 
errors in the quarter-wave plates, and alignment error in the analyzer). In the case with five systematic errors, simulation results 
show that retardation errors cause more error in the diagonal elements of the Mueller matrix than do alignment errors. We have 
found that errors in the Mueller matrix caused by initial misalignment of the dual quarter-wave plates were the same. We have 
chosen the rotation rates of two quarter-wave plates such that the rotational frequencies   and   differ by a factor of 5, i.e. 
   . The simulation results show 0.18% relative error in the diagonal elements (  and  ) and 200% relative error in 
the off-diagonal elements (  and  ), when we compare errors caused by misalignment of the analyzer to those caused by 
initial misalignment of the quarter-wave plates. We can use these results in measuring accurate Mueller matrices of optical 
materials.
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두 개의 회전하는 사분파장판을 가진 타원편광분석기에서 광학계가 오차를 포함하지 않는 경우와 5가지의 체계적 오차(두 개

의 사분파장판의 정렬오차와 지연오차,검광판의 정렬오차)를 포함하는 경우에 측정신호를 핏팅하여 구한 퓨리어 계수와 뮬러 

매트릭스와의 관계를 분석하였다. 5가지 체계적 오차를 포함하는 경우 전산모사를 이용해 비교 분석한 결과 사분파장판의 지연

오차가 정렬오차보다 뮬러매트릭스 대각선 요소에 야기하는 오차가 더 크다는 것을 찾아내었다. 각속도의 회전비를 1:5로 선택시 

첫 번째 사분파장판의 초기 정렬오차와 두 번째 사분 파장판의 초기 정렬오차가 뮬러 매트릭스에 야기하는 오차가 같다는 것을 

전모사를 통해 찾아 내었다. 5가지 체계적인 오차를 전산모사를 통해 분석한 결과 검광판의 정렬오차()가 야기하는 뮬러 매트

릭스 오차와 사분파장판의 정렬오차(   )가 야기하는 뮬러 매트릭스 오차를 비교하면 대각선 요소(와 )의 상대 오차는 

0.18%이며 비 대각선요소(와 )는 2배 차이가 남을 찾아내었다. 이 결과들을 활용하여 측정대상 물질의 보다 정확한 뮬러 

매트릭스를 얻을 수 있다.
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FIG. 1. Baisc configuration of the Muller matrix ellipsometry 
system with two rotating quarter-wave plates.

I. 서    론

물질의 광학적 특성을 측정하는 데 시편 앞에 놓인 편광판

을 회전 시키는 타원편광분석기, 시편 뒤에 놓인 검광판을 

회전 시키는 타원 편광 분석기, 시편 앞, 혹은 뒤에 놓인 사

분파장판을 회전 시키는 타원편광 분석기 등의 다양한 방법
[1-6, 10-15]

이 사용되고 있는 데 본 연구에서는 시편 앞과 시편 

뒤에 놓인 두 개의 사분파장판을 회전 시키는 타원 편광분석

기
[7-9]

를 사용한다. 두 개의 사분파장판의 각속도 비를 다양

하게 선택할 수 있지만 회전 각속도의 비를 1:5로 정하여 측

정한 신호를 이용하여 계산한 측정 물질의 뮬러 매트릭스가 

가장 안정적이다. 실험시 타원편광분석기를 구성하는 각 광

학계(사분파장판, 검광판)의 정렬오차와 사분파장판의 지연

오차로 인하여 야기되는 문제로 측정물질의 정확한 뮬러 매

트릭스를 얻기가 어렵다. 본 연구에 사용된 타원편광분석기

에서 5가지 종류의 체계적인 오차가 뮬러 매트릭스에 얼마

만큼의 오차를 야기 시키는 지를 전산모사를 통해 비교 분석 

하였다. 5가지의 체계적인 오차는 첫 번째 사분파장판의 초

기 각도 정렬오차와 지연오차  , 두 번째 사분파장

판의 초기 각도 정렬 오차와 지연오차  , 검광판

(analyzer)의 투과축 각도와 편광판(polarizer)의 투과축 각도

와의 차이이다.

II. 기본이론 및 타원편광 분석기 구성

본 연구에서 사용한 타원편광분석기는 두 개의 편광판(편광

판과 검광판)과 회전하는 두 개의 사분 파장판으로 구성된다.
타원편광분석기의 구조는 Fig.1과 같으며 각 광학계를 뮬

러 매트릭스로 나타내고 광 검출기를 통하여 얻게 되는 강도

신호는 식 (1)과 같다.

    

             ∙   
 (1)

여기서    는 각각 광원에서부터, 첫 번째 회전하

는 사분파장판의 빠른 축(fast axis)과 느린 축(slow 
axis)간의 빛의 지연오차, 빠른 축과 편광판의 투과축

이 이루는 각도, 두 번째 사분파장판의 지연오차 및 각도, 검
출기 앞에 설치한 검광판의 투과축과 편광판의 

투과축이 이루는 각도, M은 측정대상 광학계(측정대상 물질)
의 뮬러 매트릭스를 나타내며  는 빛의 강도를 측정

하는 검출기의 효율(c)을 포함한 벡터,  는 편광된 

정규화된 입력빔의 스토크 벡터(Stokes vector)를 나타낸다. 
식(1)을 측정하고자 하는 물질(M)의 앞부분에 있는 모든 광

학계와 뒷부분에 있는 광학계를 나누어 표현하면 식 (2)와 

같다.

    

        ∙     


 ∙∙

 











(2)

여기서 벡터P와 A는  각각 측정하고자 하는 물질(M)의 앞부

분, 뒷부분에 있는 광학계의 모든 것을 포함하여 다음과 같

은 벡터로 간단히 나타낸다.

  
              (3)  

                                         (4) 

여기서 T(transpose)는 행렬의 자리바꿈을 나타낸다.

처음 시각(t=0)에서 두 개의 사분파장판의 빠른 축과  편광

판과 검광판의 투과축은 같은 방향으로 정렬되어 있으면 측

정 신호 해석이 용이하다. 사분 파장판의 빠른 축이 편광판

의 투과축 방향과 일치하지 않고 조금 차이가 있게 회전되어 

있는 경우 , 회전된 사분파장판(WP)의 뮬러 매트릭스는 

다음 식(5)와 같이 표현된다.

    











   
   
  cos  sin 
  sin  cos 

            (5)

여기서, 는 사분파장판의 빠른 축과 느린 축과의 위상차, 
각도 는 빠른 축이 편광판의 투과축 방향에 대해 회전한 

각도를 나타낸다. 그리고 의 매트릭스는 아래식(6)과 

같다.













   
 cos sin 
 sin cos 
   

  (6)
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 2.1. 5가지 체계적인 오차가 포함되지 않은 경우  

두 개의 사분파장판을 1:5(    )의 각속도 회전

비로 회전 시키는 경우를 분석한다.  5가지의 체계적인 오차

를 포함하지 않는 두 개의 사분파장판이 회전하는 타원편광

분석기의 시간적인 강도신호는 식 (7)로 표현된다.

  

  




cossin 

 

(7)

여기서,   는 측정하고자 하는 물질(광학계)의 뮬러 매트

릭스 구성요소와 관계가 있다.  이 때 식(7)을 12가지 종류의 

주기를 가진 사인 및 코사인 함수들로 핏팅(fitting)하여 그 

퓨리어 계수( )를 구하여 측정하고자 하는 광학계의 뮬러 

매트릭스를 계산해 낸다.
퓨리어 계수  ∙∙∙∙∙∙를 구하는 것은 

식(7)과 같이 주어진 일정한 간격으로 표현되는 여러 가지 

주기함수의 진폭을 구하는 것과 같다. 12가지 종류의 주기를 

가진 사인 및 코사인 함수의 진폭을 구하기 위해 식(7)을 아

래식과 같이 다시 나타낸다.

 ∙∙∙∙∙∙
                    (8)

   ∙∙∙
                  (9) 













 cos cos cos ∙∙∙ sin
 cos cos cos ∙∙∙ sin
∙ ∙ ∙ ∙ ∙∙∙ ∙
 cos cos cos ∙∙∙ sin

  

          (10)                                        
                           

                                            (11)

여기서, 는 각각 구하고자 하는 해 벡터, 측정 신호 

벡터, 12가지 종류의 사인 및 코사인 주기함수로 구성된 매

트릭스를 나타낸다.
여기서, 측정 신호 벡터(Y)에 있는  ∙∙∙은 광 검출

기의 출력을 디지털 신호로 바꾸어 주는 ADC(Analogue 
Digital Converter)의 샘플링(sampling)시간을 각각 나타내며 

식 (11)을 만족하는 해 벡터는 아래식을 이용해 계산할 수 

있다.

 
 

                        (12)

식 (7)을 선형 핏팅 계산으로 구하는 25개의 퓨리어 계수

∙∙∙ ∙∙∙와 구하고자 하는 16개의 뮬

러 매트릭스 구성요소는 서로 선형적 관계가 있으며 과 평가

된(overestimated) 선형 연립방정식의 풀이 문제로 귀착된다. 
5가지 체계적인 오차를 포함하지 않는 경우에 측정 신호를 

퓨리어 변환을 통해 구한 퓨리어 계수와 측정대상 물질(광학

계)의 뮬러 매트릭스 구성요소와 관계는 식 (13)과 같다. 

  




  


 




  




  




  




  




  


 




  




  


 




  




  


  




    

   




  


  




  




   




  




  


  




  




 


 




  




 


 




    

(13)
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위의 관계식을 이용하여 뮬러 매트릭스 구성요소를 구한 

결과는 식 (14)와 같다.

       

    

    

          

   

   

  

      

   

   

   

      

         

    

      

      

(14)

2.2. 5가지의 체계적 오차를 고려한 경우

 사분파장판의 두께가 온도에 따라 변하게 되거나, 사분파

장판이 광축에 대하여 와 차이가 있을 경우 광 경로차가 

와 차이가 발생하며 또한 처음 시각(t=0)에서 사분 파장

판의 빠른 축과 첫 번째 편광판의 투과축 방향이 일치하지 

않을 수 있고, 마찬가지로 두 번째 검광판(analyzer)의 투과

축 각도가 첫 번째 편광판(polarizer)의 방향과 일치하지 않을 

경우 각각의 물리량은 오차를 포함하게 되며 식 (20)으로 나

타내어진다.

   
 (15)

   
 (16)

    (17)

    (18)

       (19)

식 (18)에서 Goldstein[3] 
등이 고려한 오차는    

이나, 본 연구에서는 일반적으로 식 (15)와 식 (16)과 같이 

표현되는 초기 각도 오차(initial offset angle)가 실험시 피할 

수 없는 물리량이 되고 매 실험시 다를 수 있으며, 이 초기 

각도 오차 보정이 Goldstein[3]
의 각속도  오차보정 보다 더 

중요하다고 판단되어 이 오차 보정에 중점을 두어 분석한 결

과는 논문
[15]
에 실었다. 또한 두 번째 검광판(analyzer)이 첫 

번째 편광판(polarizer)의 방향이 일치 하지 않을 경우 식 (19)
에 나타난 것 같이 오차를 포함하게 되어  검광판

의 뮬러 매트릭스는 식 (20)으로 나타내어진다.

 













   
   
   
   

     (20)

식 (15-20)을 식 (1)에 대입하면 체계적인 오차를 포함하는 보

다 일반적인 신호를 나타낼 수 있게 되며 뮬러 매트릭스 구

성요소와 관계가 있는 퓨리어 계수∙∙∙∙∙∙

는 많은 연구자들에[2-6,11-15] 의해 계산되고 활용되었다. 식 

(7)을 선형 핏팅 계산으로 구하는 25개의 퓨리어 계수

∙∙∙∙∙∙와 구하고자 하는 16개의 뮬러 매

트릭스 구성요소, 그리고 타원편광 분석기 시스템을 구성하

는 각 광학계들의 불완전성으로 인하여 야기되는 5가지의 

체계적 오차는 서로 비선형적 관계가 있으며 

과 평가된(overestimated) 비선형 연립방정식의 풀이 문제로 

귀착된다.    
다수의 분석장치에서 사용하는 일반적인 교정 방법은 샘플

을 넣지 않은 경우, 혹은 뮬러 매트릭스 구성요소가 잘 알려

진 물질(가 알려진 광학계)을 측정 공간에 설치하여 신호

를 얻고 이 측정신호를 이용하여 오차를 찾아낸 후 오차 보

정을 한 샘플의 뮬러 매트릭스 구성요소를 구해낸다. 오차 

보정을 위한 일반적인 교정 방법은 두 개의 사분 파장판이 

회전하는 타원 편광분석기의 경우, 측정하고자 하는 광학계

가 비어 있는 경우, 측정 물질의 뮬러 매트릭스는 단위행렬

로 나타나므로 이를 이용하여 오차 보정을 하게 된다.   
타원편광분석기 구성하는 광학계의 불완전성으로 인하여 

야기되는  주요한 5가지의 체계적 오차를 포함할 경우 측정 

신호를 퓨리어 변환을 통해 구한 퓨리어 계수와 측정 하고자 

하는 물질 (광학계)의 뮬러 매트릭스 구성요소와의 관계는 

식 (21)과 같다.
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  






cos 









coscos 











coscoscos 

 







cossin 











coscossin 



  
sinsin   

sincossincos 











sincossinsin 



 






coscos 









cossin 











coscoscoscos 











coscossincos 











coscoscossin 











coscossinsin 











cossinsin   











cossincos   











sinsincos   










sinsin  

 








cossinsin  











sinsincos   











cossinsin   











cossincos   











coscoscos   

 









coscossin   

 









sincossin   











sincoscos   


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 






coscos  










coscoscos  










cossin  











coscossin  











sincos sin   











sincoscos   











coscoscos   

 









coscossin   

 








sincos 

 








sincoscoscos 











sincoscossin 



 






cossin 









coscos 











coscoscoscos 











coscossincos 











coscoscossin 











coscossinsin 



 







cossincos   











cossinsin   











sinsinsin   



 






sincos  











cossincos  











sinsinsin   



 







cossincos   











cossinsin   


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








 









 

 







sincos cos   











sincos sin   



 






cossin  











coscos sin  










coscos  











coscoscos  



 







sincoscos   











sincossin   



 







coscossin   

 









coscoscos   

 

                                           (21)

위에서 구한 퓨리어 계수들은 측정 물질의 뮬러 매트릭스 구성요소들과 관계가 있으므로 이 결과를 이용하여 뮬러 매트릭스 

구성요소를 구한 결과는 식 (22)와 같다.

   


 


 




 




 

  


 

 

 

  


 

 

  





 

 

 


  
 

  
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 


  

 
  

  
  

 
  

 
  

 
  

             
×       

 

 
  

 
  

 
  

 
  


  

 
    

          
×       

 

 


  

 

 


  
 

  

 

 
  

 
  


  

 
  

   
  

 
  

             
×       

 

  
  

 
  

 
  

 
  


  

 
  

          
×       

 

 


  

  

 


 


  

 


 

 

 


 

 

                                                                                              (22)
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TABLE 1. Matrices for each possible combination of azimuthal orientation errors in three optical elements of the ellipsometry (unit:deg)

      Mueller Matrix

0 0 0 90 90





    
    
   
   







0 0 1.0 90 90





   
    
    
   







1.0 0 0 90 90




   
    
   
   






0 1.0 0 90 90





   
    
    
   







1.0 0 1.0 90 90





   
    
    
   







0 1.0 1.0 90 90




     
    
     
   






1.0 1.0 0 90 90





     
    
    
   







1.0 1.0 1.0 90 90





    
    
    
   







퓨리어 계수들로만 관계가 있는 뮬러 매트릭스 구성요소들

을 먼저 계산한 다음 뮬러 매트릭스 구성요소들과 다른 구성

요소들과 연관이 있는 뮬러 매트릭스 구성요소를 계산해 낸

다. 즉, 위에 나타난 뮬러 매트릭스 구성요소들은 

,를 먼저 구하고 그 다음 

을 구한다음 마지막으로 을 계산해 

낸다.
측정공간에 샘플이 없는 빈 공간이고 5가지 체계적 오차가 

없을 경우 뮬러 매트릭스는 4×4 단위행렬을 나타내지만 샘플

이 없는 경우 5가지 체계적 오차를 포함하는 여러 가지 조합에 

대한 전산 모사 결과는 Table 1-4에 나타나 있다. Table 1은 두 

사분파장판의 지연오차가 없고 3가지 정렬오차만을 포함한 경

우에 대한 전산 모사 결과이다. Table 2-4는 5가지 체계적 오차

를 포함한 경우 여러 가지 조합에 대한 전산 모사 결과이다. 
위의 5가지 체계적 오차를 포함하는 경우의 뮬러 매트릭스 구

성요소를 이용한 오차 보정방법은 참고문헌
[15]
에 게재되어 있다.

 III. 결     론

타원편광분석기는 본 논문에서 비교분석한 5가지 체계적

인 오차 이외에도 다른 오차 발생 요소들이 있다. 그 요소들

은 검출기 반응의 비 선형성, 광원 세기의 요동, 광학계의 입

사 광에 대한 비 수직성, 회전하는 광학계의 거칠기 정도, 다
중 반사, 회전하는 시스템의 비반복성, 동일 광학계내 투과

율의 차이 등이 있다. 전산모사를 이용해 5가지 체계적인 오

차를 분석한 결과 Table 1에 나타나 있듯이 검광판의 정렬오

차()가 야기하는 뮬러 매트릭스 오차와 사분파장판의 정렬

오차(  )가 야기하는 뮬러 매트릭스 오차를 비교하면 대

각선 요소(와 )의 상대 오차는 0.18%이며 비 대각선

요소(와 )는 2배 차이가 남을 찾아내었다. 사분파장판

의 정렬오차가 야기하는 뮬러 매트릭스 오차크기가 비 대각

선 요소(  와)에 크게 연관되어 있음을 알아내었다. 이 

결과는 실험장치 구성시 검광판의 정렬오차보다 사분파장판

의 정렬오차를 최대한 줄이는 것이 보다 정확한 뮬러매트릭

스를 획득하게 된다는 것을 알려준다. 사분 파장판의 지연오

차와 정렬오차를 비교하면(Table 1, 2, 3참조) 뮬러 매트릭스

의 대각선요소는 지연오차가 야기하는 오차가 정렬오차가 

야기하는 오차보다 크고 비대각선 요소는 정렬오차가 야기

하는 오차가 더 큼을 밝혀내었다. 
두 사분파장판의 지연오차가 둘 다 있을 경우와 한 개의 

사분파장판이 지연오차가 있을 경우(Table 2-4참조) 뮬러 매

트릭스의 대각선 요소(와 )는 두 사분파장판의 지연오

차가 둘 다 있을 경우가 약 1.75%의 상대오차를 나타내고 

비 대각선요소(와 )는 1.69%의 상대오차를 나타낸다. 
본 연구에서 제시한 타원 편광 분석기의 교정 절차는 정렬

오차와 지연오차를 찾아내는 데 사용 가능하다. 정렬오차와 

지연오차를 찾아 피드백과정을 거치면 측정 물질의 뮬러 매

트릭스 값을 보다 정확하게 얻을 수 있다.       
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TABLE 2. Mueller matrices for azimuthal errors including a 10 retardation error in the first retarders

      Mueller Matrix

0 0 0 91 90




   
    
   
   






0 0 1.0 91 90




    
     
    
   






1.0 0 0 91 90





   
     
    
   







0 1.0 0 91 90





    
    
    
   







1.0 0 1.0 91 90





   
     
    
   







0 1.0 1.0 91 90




     
    
    
   






0 1.0 1.0 91 90




   
    
    
   






1.0 1.0 1.0 91 90





    
     
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   







Table 3. Mueller matrices for azimuthal errors including a 10 retardation error in the second retarders

      Mueller Matrix

0 0 0 91 90




   
    
   
   






0 0 1.0 91 90





    
     
    
   







1.0 0 0 91 90





   
     
    
   







0 1.0 0 91 90





    
    
    
   







1.0 0 1.0 91 90




   
     
    
   




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
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
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    
    
   






0 1.0 1.0 91 90




   
    
    
   






1.0 1.0 1.0 91 90





    
     
    
   






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TABLE 4. Mueller matrices for azimuthal errors including a 10 retardation error in both retarders

      Mueller Matrix

0 0 0 91 91




    
    
   
   






0 0 1.0 91 91




    
     
    
   






1.0 0 0 91 91





    
     
    
   







0 1.0 0 91 91




     
    
    
   






1.0 0 1.0 91 91




    
     
    
   






0 1.0 1.0 91 91





     
    
    
   






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



     
    
    
   






1.0 1.0 1.0 91 91





    
     
    
   






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