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차원 압축성 유동 해석을 위한 강건한 무격자 해석기법 개발
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The purpose of this study is to develop a new Meshless Method to solve 2-D compressible flow problems 
numerically. This paper includes a revised Least Square method that improves robustness compared with its original 
version by removing excessive numerical oscillation which occurs when points are randomly distributed. Numerical 
analyses of hypersonic flow over a blunt body were carried out using the method, then robustness, accuracy and 
convergence of their results were compared with those obtained from the original method.
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1. 서  론

무격자 해석기법은 미분방정식을 수치적으로 해석하기 위

해 고안된 기법 중 한가지로 해석공간상에서 격자 없이 질점

들만을 가지고 수치해석을 수행하는 방법이다. 따라서 복잡한 

형상이나 움직이는 물체 주위의 유동 해석 등 격자 생성에 

많은 시간과 노력이 필요한 경우에 강점을 가진다. 무격자 해

석기법은 Smooth Particle Hydrodynamics(SPH)가 1977년 최초

로 개발된 후, 수많은 연구자들에 의해 다양한 무격자 해석기

법들이 개발되었다. 근래에 와서는 압축성유동을 해석할 수 

있는 오일러 방정식을 무격자 해석기법으로 해석하고자 하는 

시도도 다양하게 진행되어 왔다[1]. 이들 가운데서 Sridar는 

Upwind Finite Difference Scheme을 Katz and Jameson[2]은 

Moving Least Square Method를 이용하여 압축성 유동에 대한 

수치 해석을 각각 수행하였다. 이러한 선행 연구들을 통해 무

격자 해석기법이 보존법칙을 비록 엄격히 만족하진 못하더라

도 다양한 해석검증을 통해 유한체적법과 매우 유사한 결과

를 도출할 수 있음을 보여주었다. 하지만 지금까지의 연구자

들은 주로 아음속과 천음속 영역에서의 유동해석에 초점을 

맞추어 왔기 때문에 강한충격파를 포함하는 유동에서는 수치

진동 없이 무격자 해석을 수행 하는데 어려움이 있었다. 이를 

해결하기 위해서 Huh et al.[3]은 AUSMPW+[4]와 MLP[5]를 

적용한 무격자 해석기법을 개발하였다. AUSMPW+는 

AUSM-type 기법 중 하나로 벽면근처 및 충격파 부근에서 발

생하는 진동 현상을 효과적으로 제거하는 공간 차분 기법이

고, MLP는 공간 고차 내삽 기법을 다차원 공간에서 적용할 

때 발생하는 수치진동을 제거하는 기법으로 이 두 기법을 적

용한 무격자 해석기법을 이용하면 초음속 및 극초음속 유동 

해석 시 강건하고 정확하게 수치해석을 수행할 수 있다. 하지

만 균일하지 않은 질점계에서는 과도한 수치진동이 유발되는 

등의 문제점이 발생하였다.

본 연구에서는 기존의 최소제곱법을 이용한 무격자 해석기

법에 수치진동을 제거할 수 있는 조건을 라그랑지 승수법으

로 추가함으로써 과도한 수치진동을 제어할 수 있는 무격자 

해석기법을 개발하였다. 개발된 무격자 해석 코드를 유한체적
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Fig. 1 Illustration of Local Point Cloud at point i

법 해석코드와 비교하여 강건성과 정확성을 검증하였다. 

2. 무격자 해석 기법

2.1 최소제곱법

최소제곱법은 기준 점에서의 미분 값을 알기 위하여 해당 

질점에서 근사함수를 구하고, 그 근사함수의 미분 값을 해석

적으로 구하는 방법이다. 이 연구에서는 근사함수를 테일러 

전개를 통해 구하였다.

질점 을 기준으로 테일러 전개를 통해 질점 

에서의 함수 값을 계산하면 다음과 같다.

 





 (1)

식 (1)과 같이 2차 이상의 값을 무시하고 얻은 함수와 클

라우드의 실제 값들을 사용하여 편차 값들을 구하고 이 편차

들의 제곱합이 최소가 되는 함수를 구하게 된다. 이를 수식으

로 표현하면 다음과 같다.

minimize




 







 





(2)

식 (2)를 계산하면 결과적으로 식 (1)의 미분 값들을 구할 

수 있다. 여기서 은 Local Point Cloud에 속하는 질점의 개

수이다. Fig. 1은 Local Point Cloud의 모식도이고, Local Point 

Cloud에 속하는 질점들은 이산화에 이용되는 질점들이다. 각

각의 편미분 값은 다음과 같다[2].
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식 (2)-(4)에서와 같이 클라우드의 각 질점들이 최소제곱 

값에 주는 영향에 차등을 주기 위하여 가중 함수를 사용하였

다. 본 연구에서 사용한 가중함수는 simple inverse distance 

weighting function[6]으로 다음과 같이 표현된다.

 
 

 


(5)

2.2 라그랑지 승수법을 이용한 강건한 무격자 해석기법

최소제곱법을 이용하여 얻은 식 (3)은 다음과 같이 변형시

킬 수 있다.
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(6)

식 (6)과 같이 점 에서의 이산화 된 편미분 값은 mid-point

와  값의 선형 결합으로 표현될 수 있다. 여기서 mid-point는 

선분의 중심점으로 정의 되고, Fig. 2는 mid-point의 모식도

이다. 이 식을 오일러 방정식의 대류항에 대한 차분 결과로 

보면, mid-point 값은 유한체적법의 cell 경계에서의 플럭스 값

과 대응됨을 유추 할 수 있다. 한편   항은 유한체적법과 

대응되는 항이 없고, 해석수행 시 수치진동을 발생시키는 요
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Fig. 2 Illustration of Mid-point Value on the Edge Connecting 
Nodes i and j

소가 되므로 다음과 같은 제한조건을 가정하였다.






   (7)

방향에 대한 편미분도 같은 방법으로 다음과 같이 나타

낼 수 있다.






   (8)

식 (7), (8)을 만족시키는 가운데 식 (2)를 구하기 위하여 

라그랑주 승수법을 도입하였다. 라그랑주 함수는 다음과 같이 

정의된다.

≡   (9)

여기서 는 각각 목적함수와 제약함수들로써 다음과 

같다.
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 (12)

라그랑주 함수가 ∇을 만족하도록 식을 정리하면, 

최종적으로 다음과 같은 행렬방정식을 얻게 된다.







 


 

 












 
⋱
  ×

 
















 












 







(13)













⋮
 ×

  


 

 

 

  ⋯

  ⋯

본 연구에서는 LU 분해를 이용하여 역행렬 계산을 수행하

였다.

3. 오일러 방정식에 적용

3.1 지배방정식

본 연구에 사용된 지배방정식은 압축성 비점성 2차원 오일

러 방정식으로 다음과 같이 표현된다.
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(15)

오일러 방정식을 무격자 해석기법으로 표현하면 다음과 이

산화 된다.



















  

(16)

여기서 계수 는 식 (13)을 이용하여 얻어진다. 식 (16)에서 

는 directed flux로    으로 정의 된다. 유동 

해석의 정확성 향상과 AUSMPW+의 적용을 위하여 Fig. 2와 

같은 중간 값을 사용하여 위 식을 변형하면 다음과 같다.
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(17)

제안된 무격자 해석기법의 경우 식 (7), (8)의 조건을 만족

하기 때문에 최종적으로 식 (17)와 같이 나타낼 수 있고, 여

기서 는 AUSMPW+ 기법을 이용하여 값을 얻게 된다.

3.2 AUSMPW+적용

AUSM-type 기법으로 벽면근처 및 충격파 부근에서 발생하

는 진동 현상을 효과적으로 제거하는 공간 차분 기법인 

AUSMPW+기법[4]의 수치 플럭스는 다음과 같이 표현된다.




 
 



  
 



  
 

 (18)

여기서   ,  
이며, 중간 

지점에서의 마하수는 다음과 같이 정의 된다.




 




(19)

식 (18)의 
± 는 마하수 내삽 함수로 중간 지점에서의 

마하수에 따라 다음과 같이 표현된다.

1) 


 


≥ 인 경우,





 

 


 

(20)

2) 


    인 경우,




 

 



 

(21)

함수 와 는 압력 가중 함수로써, 다음과 같이 주어진다.

  min



 


(22)

  

  ≠ (23)

 
 

 (24)

AUSMPW+ 기법의 분할 마하수와 분할 압력은 다음과 같이 

주어진다.

±
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± ≦ 




±  

(25)

±












±∓ ≦ 




±  

(26)

마하수는 다음과 같이 정의 된다.

 


(27)

중간 지점에서의 음속은 다음과 같다.

  minmax
max (28)

여기서 critical 음속 는    이다.

3.3 내삽기법 및 제한자

해석 결과의 정확성을 향상시키기 위해서는 공간 수치기법

에서 사용하는 중간 값을 고차 내삽을 통해 계산하여야 한다. 

하지만 고차 내삽은 수치진동을 동반하기 때문에 이를 제어

하기 위하여 제한자를 사용해 주어야한다. 본 연구에서는 

minmod limiter를 무격자 해석기법에 적용하였다[3].
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Fig. 3 Minmod Limiter for Meshless Method

Fig. 4 Computational Domain for Validation
            (Left : Regular Grid, Right : Random Grid)

  ⋅⋅

 ⋅⋅ 
(29)

minmod limiter를 무격자 해석기법에 적용하기 위해서는 다

음과 같은 보정이 필요하다. Fig. 3에서 표현된 것과 같이 질

점 의 Local Point Clouid에 속하는 질점 가 일반적으로 직

선   위에 존재하지 않으므로 정사영 시킨 가상의 질점 ′
를 이용하여 를 계산한다.

maxmin
  ∈      & kij is max (30)

Spatial Discretization AUSMPW+
Limiter Minmod Limiter

Time Integration LU-SGS
Inflow Mach No. 10
Inflow Condition P=100 pa, T=300 K

Table 1 Numerical Scheme and Flow Condition

Fig. 5 Density Comparison between Original LSM and Proposed 
LSM along Stagnation Line

 

′



 (31)

 


 
(32)

식 (31)과 같이 무격자 해석기법에서의 minmod 판별점은 

점 의 반대편 선상에서 가장 가까운 점으로 선택된다.

4. 수치해석 결과

개발된 2차원 압축성 무격자 해석기법을 검증하기 위하여  

무딘 물체 주위 해석에 본 기법을 적용하였다. Fig. 4와 같이 

사용된 질점계의 크기는 101×51 이며, 균일한 질점계와 랜덤

한 질점계를 각각 사용하였다. 랜덤한 질점계는 균일한 질점

계에서 주위 질점사이 간격의 최대 30% 만큼의 값을 랜덤하

게 축과 축으로 더하는 방법으로 제작되었다.

유동 해석을 위한 초기 및 외부조건은 Table 1과 같다. 시

간 적분기법은 무격자 해석기법에 맞게 수정된 LU-SGS를 사

용하였다[7].

Fig. 5는 stagnation line을 따라 밀도 변화를 나타낸 것이다. 

기존의 방법의 경우 균일한 질점계에서는 단조성을 가지며 

충격파를 강건하게 포착하고 있지만, 랜덤한 질점계에서는 충

격파 전후에서 수치 진동이 발생하였고 있음을 확인할 수 있

다. 하지만 새롭게 제안된 최소제곱법의 경우 랜덤한 질점계

에서도 수치진동 없이 강건하게 충격파를 포착하였다. 또한 

제안된 최소제곱법이 기존의 무격자 해석기법과 마찬가지로 
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Fig. 6 Comparisons of Convergence Histories between Original 
LSM and Proposed LSM

보존법칙을 엄격하게 만족하진 못함에도 불구하고, 기존의 무

격자 해석기법보다 충격파 후방의 유동 값을 비교적 더 정확

하게 예측하고 있음을 확인하였다.

각각의 수치해석에 대한 error history는 Fig. 6를 통해 나타

내었다. 새로 제안된 방법 또한 machine accuracy까지 수렴됨

을 확인하였으며, 수렴속도 또한 더 높음을 확인 하였다.

5. 결  론

본 연구에서는 2차원 압축성 유동을 해석하기 위한 강건한 

무격자 해석코드를 개발하였다. 불균일한 질점계에서 발생하

는 과도한 수치에러를 제거하기 위해서 최소제곱법에 라그랑

지 승수법을 적용하여 추가조건을 부여하였다. 개발된 코드를 

검증하기 위하여 무딘물체 주위의 극초음속 유동을 해석하였

다. 이를 통해 기존의 최소제곱법을 이용한 무격자 해석기법

과 비교하여 강건성, 정확성, 수렴성이 개선되었음을 확인하

였다. 
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