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Abstract : The generalized tangential stiffness matrix of semi-rigid frame element with shear deformations based on Haringx's shear 
theory is newly derived and compared with the previous study based on Engesser's shear theory. Also, linearized elastic and geometric 
stiffness matrices are newly presented from the exact tangential stiffness matrix. In oder to obtain the inelastic system buckling load of 
shear flexible semi-rigid frame structure, the Ef method by tangential modulus theory is adopted and the FE analysis programs are 
developed. Finally, the shear and semi-rigid effects of system bucking are investigated by two numerical examples.
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1. 서 론

강 뼈대 구조물의 극한 내하력을 파악하고 효과적인 

안정성 설계를 위해서는 구조물의 기하학적 형상과 재

료적 특성을 정확히 고려하여야 한다. 실제 구조물은 

구성 부재의 유효세장비에 따라 전단변형 효과가 다르

게 나타나며 파괴 상태에 도달할 때 부재 간의 연결에

서 힌지와 강절 사이의 부분강절 특성을 갖게 되므로 

실무 설계자에게 의미 있는 설계기법을 제시하기 위해

서는 이에 대한 종합해석이 가능한 해석이론과 관련 

매개변수에 대한 다양한 연구결과가 제공되어야 한다. 
본 연구와 관련된 현재까지의 연구내용을 요약하면 다

음과 같다.
Chen1), Goto2) 그리고 Kishi3)는 횡지지조건에 따른 부

분강절 뼈대구조물의 유효길이계수를 조사하였고 

Cheong4)은 개별 부재가 아닌 구조 시스템 전체에 대한 

좌굴강성 및 브레이싱된 뼈대구조의 K-factor를 조사하

였다. Mageirou5)는 다양한 형태의 부분강절 및 경계조건

에 대하여 등가의 부분강절 계수를 유도하고 이를 다시 

개별 부재에 적용함으로써 근사적인 안정성 해석을 수행

하였고 Sekulovic6)은 부분강절 뼈대구조의 연결부위에서 

회전강성과 편심효과를 연구하였으며 Raftoyannis7)는 연

립미분방정식을 이용하여 횡방향 지지 및 비지지 조건을 

갖는 뼈대구조의 안정성해석을 수행하였다. 그러나, 이
러한 노력에도 불구하고 대표적인 두 전단변형 이론인 

Engesser8)와 Haringx9)의 전단변형론에 기초한 부분강절 

뼈대구조의 엄밀한 비선형 접선강도행렬과 선형 탄성강

도행렬 및 기하학적강도행렬이 아직까지 비교하여 제시

되지 못하였다. 여기서 Engesser는 축력이 처짐곡선의 접

선과 일치한다고 가정한 이론이며 Haringx은 부재의 축

력이 부재 단면에 수직하다고 취급한 것으로 그 정확성

에 대해서는 현재까지 많은 연구자들에 의해 조사되고 

있다.
본 연구에서는 Haringx의 전단변형이론을 적용하여 

부분강절 뼈대구조의 접선강도행렬과 탄성 및 기하학

적 강도행렬을 새롭게 유도하고 Engesser의 전단변형 

이론을 적용한 이전의 연구10)와 비교하여 그 차이점을 

파악하고 좌굴특성을 제시하였으며 Ef법을 이용하여 
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비탄성 좌굴해석을 수행하고자 한다. 이를 위하여, 보-
기둥의 좌굴조건을 만족시키는 처짐함수로부터 

Haringx의 전단변형 이론을 토대로 한 안정함수를 유

도하고 횡변위를 고려한 힘-변위 관계와 적합조건을 

고려하여 엄밀한 접선강도행렬을 새롭게 유도하였고 

이를 다시 탄성 및 기하학적 강도행렬로 분리함으로써 

비선형 및 선형 고유치 해석기법을 제시하였다. 한편, 
도로교설계기준의 내하력곡선식으로 부터 유효세장비

에 대응하는 탄소성좌굴응력과 새로운 탄성계수를 결

정하는 Ef법(Iwasaki11))을 적용하여 비탄성 좌굴해석을 

수행하였다. 또한, 접선탄성계수와 탄성 및 기하학적 

강도행렬을 바탕으로 Fortran 언어를 이용한 유한요소

해석 프로그램을 개발하였으며 다양한 수치해석예제

를 통해 두 전단이론이 부분강절 뼈대구조의 탄성 및 

비탄성 좌굴에 나타나는 특성을 제시하였다.

2. 강절로 연결된 뼈대구조의 접선강도행렬

본 장에서는 Haringx의 전단변형 이론을 적용하여 

양단이 강절로 연결된 뼈대구조 요소의 접선강도행렬

을 제시하고 Engesser의 전단이론과 비교한다.
Fig. 1은 초기하중 를 받고 길이가 인 뼈대요소의 

절점력과 절점변위를 나타낸 것으로 , , ,  , 
 , 는 각각 축력, 전단력, 모멘트, 축방향 변위, 수직

변위, 전단변형이 포함되지 않은 회전변위이며 와 

는 요소의 양단을 나타내는 것으로 다음과 같이 정의

한다. 

             
 (1a)

  
             

 (1b)

여기서

     

      

    

(2)

Fig. 1. Frame element with rigid connections

그리고


 ,    


′  ,   ′ 
 ,    (3)

위에서 는 부재 축방향 변위이고 는 변형전 부

재축에 수직한 횡변위를 나타낸 것으로 하중-변위 관

계는 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

 ′ (4)
′ (5)
 ′ (6)

여기서  ,  ,  , , 는 탄성계수, 전단탄성계수, 
단면적, 단면2차모멘트, 유효전단면적을 나타낸다.

2.1 총포텐셜에너지

축력 및 휨에 의한 축방향 거동을 모두 포함하는 뼈

대요소의 총포텐셜에너지는 Engesser와 Haringx의 이론

에 대해 각각 와 로 정의하고 는 이전의 연

구10)에서 제시된 바 있으며 본 연구의 와 비교를 

위해 나타내면 다음과 같다.

  






′ ′
′  (7)

식(7)에 대하여 변분을 실시하고 식(2)와 식(3)의 조

건을 적용하여 얻어진 연립 지배방정식은 다음과 같다.

″ ′   (8a)
′′″  (8b)

한편, 본 연구에서 제시한 Haringx의 전단이론에 의

한 뼈대요소의 총포텐셜에너지는 다음과 같다.

  






′ ′ ′
′ ′ (9)

식(9)에 대하여 변분을 취하고 평형방정식과 경계조

건식을 각각 식(10) 및 식(11)과 같이 얻을 수 있다. 

″  ′   (10a)
 ′′″   (10b)
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그리고


 ′ ′ 
′ 

   ′ ′ 
 ′  (11)

2.2 강절 뼈대구조의 접선강도행렬

식(8)과 식(10)에서 절점회전각 를 소거하면 Engesser
와 Haringx에 의한 4계 미분방정식을 다음과 같이 얻을 

수 있다.

″ ″ ″  (12)

식(12)에서 는 유효좌굴계수로서 Engesser와 Haringx
에 대해 각각  및 라 정의한다. 그리고, 전단변형의 

영향을 효과적으로 취급하기 위해 다음과 같은 무차원 

계수 를 이용한다.

 






 
 (13)

 




 (14)


  


  (15)

여기서 , , , 는 각각 휨강성, 전단강성, 
축강성, 세장비를 나타내고  라 치환하면 

와 의 관계를 다음과 같이 정리할 수 있다.

   





 







 





 (16)

또한, 압축을 받는 부재에 대해서 식(15)와 함께 


과 의 관계식을 다음과 같이 얻을 수 있다.


 


 (17)

그리고, 부재가 인장을 받는 경우에 식(15)와 식(17)
은 다음과 같다.


  




 (18)

한편, Haringx의 경우에 는 다음과 같다.

 











 
    (19)

식(14)와 식(19)로부터, 와 
는 부재가 압축을 받

는 경우 다음과 같이 얻어진다.

 


 (20)


 


 





 (21)

식(16)의 
는 순수 전단에 의해 좌굴이 발생하는 

경우 소거되며 다음의 관계를 만족시킨다.

  (22a)
     (22b)

부재가 압축을 받는 경우, 식(11)을 적용하면 식(12)
의 일반해는 다음과 같이 유도된다.

  cos sin  (23)

여기서





 cos  

sin

 cos 
sin

 (24a)

  



 sin  
 sin

cos  
cos

 (24b)





sin  cos   (24c)

 (24d)

그리고


  cossin (25)

결국, 식(23)을 식(9)에 적용하면 부재 간의 연결이 

강절이고 전단변형이 고려된 비선형 접선강도행렬 

이 다음과 같이 얻어질 수 있다. 

 ⋅ (26)
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 











 ․ ․  ․ ․
  ․  
 ․  
 ․ ․
 

 

(27)

요소강도행렬 에서 Haringx의 전단 이론을 적용한 

행렬 구성 성분은 Engesser의 전단 이론을 적용한 이전

의 연구10)와 비교될 수 있으며 그 내용은 다음과 같다. 

    ,    ∙
 

 ,     ,

 
  ,      (28)

여기서


 





 sin

,  




cos

,


 




sincos ,  




sin

 (29)

한편, 부재가 인장을 받는 경우, 처짐함수의 일반해

는 초월함수형태가 되어 식(21), 식(25), 식(29)는 각각 

다음과 같이 얻어진다.


 


 





 (30)


  coshsinh (31)


 





 sinh

,  




cosh

,


 




coshsinh

, 
sinh (32)

3. 부분강절로 연결된 뼈대구조

Fig. 2는 부분강절 뼈대구조의 단면력 및 절점변위

를 나타낸 것으로 와 는 각각 단과 단에서 회전

Fig. 2. Frame element with semi-rigid connections

스프링 와 가 적용된 경우의 회전변위를 의미한

다. Haringx 전단변형 이론을 적용한 부분강절 뼈대구

조의 접선강도행렬 
는 다음과 같다. 


 











 ․ ․  ․ ․
  ․  
 ․  
 ․ ․
 

 

(33)

여기서

   

  
  


  

 
 

   



 

 


   



  

 


  


 

  


 

  





 
 

 
 (34)

 
  ,       

 (35)

한편, 부분강절 뼈대구조의 비선형 접선강도행렬 

에 대하여 안정함수 
를 Taylor series의 네 번째 

항까지 고려하고 선형화 하면  를 이용하여 

다음과 같이 나타낼 수 있다. 

  


∓





 ,    


∓






 

 


∓






 

 


±






  (36)

식(36)에서 우측항의 상부 연산자는 압축을 받는 경

우이며 하부 연산자는 인장을 받는 경우이다. 결국, 식
(36)을 식(33)에 대입함으로서 선형 탄성강도행렬 와 

기하학적강도행렬 로 다음과 같이 분해될 수 있다.



민 병 철

Journal of the KOSOS, Vol. 29, No. 3, 201468


 ≅ 

 (37)

여기서

 











 ․ ․  ․ ․
  ․  
 ․  
 ․ ․
 

 

(38) 


 











․ ․ ․ ․ ․ ․
  ․  
 ․  ․ ․ ․

 

 

 (39) 

   ,           



  ,

 



 ,    



 ,

 



   ,

 



 ,   













            






   

          

 







   

          

 







 

        






 

        







 

       

 

  ,    × ,    ,
  ,      (40)

식(37)에서 탄성강도행렬 는 Haringx과 Engesser의 

식이 식(38)과 같이 서로 동일하게 얻어지고 기하학적

강도행렬 
는 이전의 연구10)에서 제시된 

와 비교

하여 차이점을 식(40)에 밑줄로 표시하였다.

4. Ef법에 의한 비탄성해석

본 연구에서는 구조물의 제작 및 시공오차, 초기결

함, 용접잔류응력 등에 의한 내하력의 감소를 고려하

는 도로교설계기준의 내하력곡선으로부터 좌굴응력 

과 항복응력  그리고 두 응력이 같아지는 한계세

장비 를 계산하여 비탄성 좌굴하중을 산정하는 Ef법
을 적용하였다. 도로교 설계기준에 제시된 부재 의 극

한강도  이용한 극한내하력은 다음과 같다.

 


         ;    ≦  (41a)

     ;    ≦  (41b)

   ;      (41c)
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   (42)

 


 

 





⋅
  (43)

식(43)에서 와 은 유효좌굴길이와 단면회전반경

을 나타낸 것으로 수렴의 판정은 전 단계 탄성계수 


와 다음 단계 

가 허용치 이내로 들도록 아

래와 같이 정의한다.

 

 



  (44)

여기서


  






 (45)

또한, 각 부재의 비탄성 좌굴을 고려한 유효좌굴길

이 
  및 유효세장비 

는 다음과 같이 얻어질 수 

있다.


     (46)


   (47)
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5. 수치해석

전단변형을 고려한 부분강절 뼈대구조의 비탄성좌굴

해석을 수행하기 위하여 부분강절 뼈대구조의 비선형 접

선강도행렬 를 이용한 해석방법과 탄성강도행렬  
및 기하학적 강도행렬 를 이용한 선형해석 방법으로 

크게 구분할 수 있으며 그 형태를 요약하면 다음과 같다.

  ≅  (48)

본 연구에서는 식(48)로부터 Fortran언어를 이용한 

여섯 개의 비탄성좌굴 해석프로그램을 개발하였다. 우
선, 비선형 해석기법으로서 전단변형이 무시되고 접선

강도행렬을 이용한 해석방법을 , 접선강도행렬에 

대해 Engesser의 전단변형이론이 적용된 해석방법을 


, Haringx의 전단변형이론을 적용한 방법을 



(식(33)의 
적용)이라 정의한다. 한편, 전단변형을 무

시하고 선형해석방법인 탄성 및 기하학적 강도행렬을 

이용한 해석방법을 , Engesser와 Haringx의 전단변

형이론이 적용된 선형해석방법을 각각 
과 

라 

정의 하였다. 여기서 ,  및 
는 비선형 안정

함수를 갖고 있기 때문에 부재 하나 당 1개의 요소만

으로 정확한 고유치를 계산할 수 있으며 Penalty 
method12)를 적용하면 좌굴모드도 함께 얻어질 수 있다. 
한편, ,  및 

는 선형해석 기법이므로 정확한 

해석을 위해 부재 당 10개의 요소를 사용하였다.

5.1 다양한 경계조건을 갖는 표준기둥

Fig. 3은 축방향 하중을 받는 고정-자유(C-F), 힌지-
힌지(P-P), 고정-고정(C-C), 고정-횡롤러(C-S) 그리고 고

정-힌지(C-P) 경계조건의 표준기둥을 나타낸 것으로 전

단변형이 고려된 좌굴하중 와 전단변형을 무시한 좌

굴하중 를 비교하여 와 의 관계를 조사하였다. 
Table 1은 유효전단면적이   

(  )인 경

우로서 비선형 해석기법인 
과 

의 해석결과가 

Fig. 3. Columns under Vertical Loads

Table 1. Buckling Loads(kN) of Column

    

 B.C.

  without Shear 
Deform.

  with Shear Deform.
Engesser Haringx

  
 

 
 



C-F 518.15 518.15 505.68 505.73 505.96 506.01
P-P 2072.6 2072.6 1886.4 1887.8 1900.6 1902.0
C-C 8290.5 8292.2 5943.9 5984.3 6362.7 6412.0
C-S 2072.6 2072.6 1886.4 1887.8 1900.6 1902.0
C-P 4240.1 4240.3 3470.3 3478.3 3564.2 3573.0

선형해석방법 
 및 

의 결과와 서로 잘 일치하

였고 P-P조건의 좌굴하중은 모든 경우에 대하여 C-S조
건과 동일한 결과가 얻어졌다.

한편, Fig. 4는 다양한 경계조건에 대하여 유효전단

면적 를 변화시키며 전단매개변수 와 전단변형을 

고려한 좌굴하중 의 관계를 나타낸 것으로 전단변형

을 고려하지 않은 좌굴하중 는 Fig. 4의 좌측 상단에 

제시하였다. C-S 경계조건의 좌굴하중은 P-P 조건과 

동일한 결과가 얻어져 생략하였고 Engesser에 의한 좌

굴하중은 Haringx의 전단변형이론에 의한 좌굴하중보

다 일반적으로 작게 나타나며, 두 이론에 의한 좌굴하

중의 차이는 C-C, C-P, P-P, C-F 경계조건 순으로 작게 

나타남을 알 수 있다. 또한, 실무에서 사용되는 강구조 

부재에서 의 범위가 0.01이내 임을 감안하면 두 전단

변형 이론의 차이는 거의 없는 것으로 판단된다. 

5.2 고정지지된 부분강절 라멘

Fig. 5는 지점이 구속되고 수평과 수직부재의 연결

은 회전스프링 로 연결된 뼈대구조를 나타낸다. 모
든 부재의 전단매개변수는 =0.01이며 (식(35))의 변

화에 따른 좌굴해석을 수행하였다. 여기서, 0은 활

Fig. 4. Shear Parameter S & Buckling Loads
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Fig. 5. Semi-Rigid Portal Frame under Vertical Loads

Fig. 6. Relations of Semi-Rigid Parameter & Buckling Load Ratio 

 
절, ∞는 강절 연결을 의미한다. 비탄성 좌굴하중

은 탄성좌굴에 비해 의 변화에 따른 좌굴하중의 변

동 폭이 작으며 전반적으로 Engesser의 전단이 Haringx
의 전단에 비해 좌굴하중이 작게 나타나 보수적인 설

계에 적합한 것으로 판단된다. Fig. 6는 스프링 강성과

에 대한 의 비(ratio)를 나타낸 것으로 의 증가에 

따라 비(ratio)는 단조 감소하였고 비탄성 좌굴에서

Table 2. Buckling Loads(kN) of Portal Frame

   
 

Elastic Buckling Inelastic Buckling

 
 

  
 



0 932.68 883.62 885.96 309.93 305.78 305.99

2 1267.0 1174.4 1179.8 364.83 355.84 356.70

4 1486.5 1355.7 1363.9 374.77 365.73 366.76

6 1640.6 1478.8 1489.4 377.92 369.03 370.12

8 1754.3 1567.5 1580.2 379.42 370.63 371.74

10 1851.5 1634.4 1648.7 380.29 371.57 372.70

∞ 2488.3 2102.8 2132.8 383.56 375.13 376.30

는 감소 후 다시 증가⋅수렴하는 특성을 나타냈다.

5.3 경사진 기둥을 갖는 부분강절 뼈대구조

Fig. 7은 부재 연결부에 수직하중 가 작용하는 부분강

절 라멘구조물을 나타낸 것으로 기둥과 보의 길이는 와 

관계없이 각각 기둥 10와 보 20로 일정하다. 모든 

부재의 전단매개변수가 일정(=0.01)할 때 다양한 각도를 

갖는 라멘의 좌굴하중을 Table 3에 제시하였다.
Fig. 8(a)는 수직 단위하중 를 작용시켰을 때 경사

각 의 변화에 따른 시스템 좌굴하중을 나타낸 것으로 

탄성및 비탄성좌굴은 경사각 가 각각 와 인

근에서 최대값을 보였으며 전단변형의 영향은 탄성좌

굴에서 크게 나타남을 알 수 있다. 또한, Fig. 8(b)는 시

스템 좌굴이 아닌 기둥 부재만의 좌굴하중을 나타낸 

것으로 기둥의 축력 과 시스템좌굴하중 의 곱으

로 식(49)과 같이 정의된다.

   ×  (49)

기둥부재가 경사진 경우에 기둥의 좌굴하중 은작

용하중 가 기둥과 보에 나누어 분배되면서 시스템좌굴

하중에 비해 큰 강도를 나타내며, 경사각이   인경

우는 기둥의 과 구조물 시스템 좌굴하중 이 동 일

해 짐을 Fig. 6(a)와 Fig. 6(b)를 통해 알 수 있다.  

Fig. 7. Inclined Portal Frame

Table 3. Buckling Load of Inclined Portal Frame(kN)

    
 

Elastic Buckling Inelastic Buckling

 
 

  
 



90 216.98 211.92 211.95 174.76 171.57 171.60

75 317.78 310.51 310.60 224.31 220.77 220.83

60 357.75 349.60 349.74 224.22 221.59 221.65

45 312.18 305.05 305.19 187.63 185.48 185.53

30 217.56 212.59 212.70 131.72 130.14 130.18

15 110.82 108.26 108.32 68.241 67.365 67.388

4 38.434 37.454 37.473 23.827 23.456 23.464
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(a) System Buckling Load

(b) Buckling Load of Column (inclined member)

Fig. 8. Buckling of Inclined Portal Frame

6. 결론 및 고찰 

본 연구에서는 전단변형효과를 고려한 부분강절 뼈

대구조의 탄성 및 비탄성 좌굴해석을 수행하였으며 핵

심내용을 요약하면 다음과 같다.
1) Haringx의 전단변형 이론을 적용하여 안정함수를 

이용한 부분강절 뼈대구조의 비선형 접선강도행렬 


를 새롭게 유도하였다. 
2) Haringx의 전단변형 이론을 적용한 선형 탄성강

도행렬 와 기하학적강도행렬 
로 새롭게 분리⋅유

도하여 선형 좌굴해석을 수행할 수 있도록 하였다.
3) Ef법을 적용하여 도로교설계기준에서 제시하는 

내하력곡선으로 부터 유효좌굴세장비에 대응하는 탄소

성 좌굴응력을 결정하고, 이에 대응하는 새로운 접선탄

성계수를 산출하여 비탄성 좌굴해석을 수행하였다.
4) Fortran을 이용하여 Haringx의 전단변형 효과와 비

탄성좌굴해석이 가능한 다양한 해석프로그램을 새롭

게 개발하였다.

5) 두 전단변형 이론을 적용한 결과, 탄성 및 비탄성 좌굴 

영역 전반에서 Haringx의 이론이 Engesser의 이론보다 다

소 큰 좌굴하중이 얻어졌으며, 전단변형 효과는 활절 보다

는 강절, 비탄성 보다는 탄성좌굴에서 크게 나타났다. 따
라서 Engesser의 전단이론은 안전측 좌굴설계에 적합하나, 
세장비가 큰 일반적인 강구조 부재의 경우에 Haringx의 

전단이론이 과다설계를 방지할 수 있을 것으로 판단된다.
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