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벡터화 기술을 이용한 대규모 MIMO 시스템의 간단한
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( A Simple Toeplitz Channel Matrix Decomposition with Vectorization
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요 약

오늘날 수많은 사용자와 제한된 메모리 공간 때문에 빅 데이터(big data)를 위한 메모리 공간 문제가 중요한 이슈로 부상하

고 있다. 대규모 MIMO 시스템에서 Toeplitz 채널은 전력효율 문제뿐아니라 성능 개선에 커다란 역할을 할 수 있다. 본 논문

에서는 행렬 벡터화(vectorization)에 기반한 Toeplitz 채널 분해를 제안하고, 이때 대규모 MIMO 시스템을 위한 채널에

Toeplitz 행렬을 사용하며, 또 Toeplitz Jackrt행렬이 푸리에 고속 변환(FFT)처럼 Cooley-Tukey sparse 행렬로 분해됨을 보인

다.

Abstract

Due to enormous number of user and limited memory space, the memory saving is become an important issue for big

data service these days. In the large scaled multiple-input multiple-output (MIMO) system, the Teoplitz channel can play

the significance rule to improve the performance as well as power efficiency. In this paper, we propose a Toeplitz channel

decomposition based on matrix vectorization. Here we use Toeplitz matrix to the channel for large scaled MIMO system.

And we show that the Toeplitz Jacket matrices are decomposed to Cooley-Tukey sparse matrices like fast Fourier

transform (FFT).

Keywords : Toeplitz Matrix, Massive MIMO, Teoplitz Channel, Least-Square.
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Ⅰ. 서  론

MIMO (multiple-input multiple-output) 안테나 기술

은 무선통신 시스템의 용량과 견고성(robustness)을 증

대시키기 위한 효과적인 기술로 부상하고 있다
[1～2]

. 자

유공간상에서 아주 높은 스펙트럼상의 효율과 신로도

향상 및 전력효율의 관점에서 이론적으로 예측한

MIMO의 장점을 실제로 달성할 수 있다는 잠재력 때문

에, 수십에서 수 백개의 안테나를 갖는 대규모 MIMO

시스템은 많은 관심을 불러일으키고 있다[3]. 대규모

(1907)
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MIMO 시스템은 같은 시간-주파수 자원위에서 수 백개

의 안테나로 된 안테나 어레이(array)를 사용하고 동시

에 수 천개의 터미널을 거느린 시스템으로 생각할 수

있다. 이후 대규모 MIMO의 기본 전제는 기존 MIMO

의 모든 장점을 수용할 뿐 아니라 훨씬 더 대규모의 장

점을 갖는다. 전반적으로 대규모 MIMO는 에너지 효율

이 높고 안전하며 견고성을 지닐 뿐 아니라 스펙트럼을

효율적으로 사용할, 미래의 고정 및 이동 광대역 네트

워크 개발을 가능하게 할 최적의 수단이다.

무선 MIMO 통신에서 어떤 경우에는 송신기와 수신

기사이의 채널을 Kronecker-model에 따라서 모델을 설

계할 수 있다
[4]

. 이 모델은 서로 다른 안테나 사이에 어

느 특정 관계가 존재한다고 여겨질 때 가능하다. 이 모

델이 설계되면 무선채널 코베리언스 (covariance) 행렬

은 보다 작은 차원의 두 행렬 Kronecker 곱으로 모델화

될 수 있다. 이러한 조건을 만족하게 되면 정확도를 높

이고 계산상의 비용을 줄이기 위해 이 특별한 문제에

잘 맞는 알고리즘을 갖는 것이 가장 바람직하다.

본 논문에서는 Kronecker 곱을 이용해 Toeplitz 채널

행렬 분해에 기반한 벡터화 (vectorization)를 제안한다.

또한 시스템 throughput을 극대화 시키기 위해 안테나

간 스위칭 가능성을 고려해 본다. 물론 이는 [5]에서 논

의된 바와 같이 SNR에 기반해서 일반적으로 부호화와

변조모드 간에 사용하도록 되어있다. 높은 상관 조건을

갖는 SB(statistical beamforming)와 낮은 상관 조건을

갖는 SM(spatial multiplexing) 사이의 최적 스위칭 가

능성을 소개하는 것이 본 논문의 핵심이다. 이 스위칭

방법은 성능을 향상 시키고 최소 피드백 정보를 요구한

다. 그 이유는 이 스위칭 방법이 오직 두 채널 통계, 즉

평균 SNR과 공간 상관도에만 의존하기 때문이다.

본 논문의 구성은 다음과 같다. II장에서는 Toeplitz

행렬 구조에 대해 소개하고, III장에서는 제안한 시스템

모델과 시스템 채널을 소개하며, IV장에서는 기존방법

과 제안방법과의 비교 모의실험 제시 및 마지막으로 Ⅴ

장에서 결론을 맺는다.

Ⅱ. Toeplitz 행렬 구조

1911년 독일 수학자 Toeplitz는
[6～7]

다음과 같이 대각

선을 따라 상수 원소를 가지고 있으며 좌상쪽으로부터

우하쪽으로 천이되는 구조인 ×  행렬  즉,

Toeplitz 행렬을 발견했다
[7～8]

(부록 참조).
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여기서 언급한 Toeplitz 행렬은 다음과 같이 두 가지로

분류된다. 첫 번째 분류는 순환행렬에 의해 형성된 것

으로, 각 행벡터는 이전 열벡터와 관련되어 원소가 좌

측에서 우측으로 rotation 된다. 특히, 식 (1)과 같은

rotation으로 순환 행렬 내에서   ⋯  에 대

해       이다. 두 번째 Toeplitz 행렬의 분류는

negacycle 행렬이다. 여기서는   ⋯   에 대

해       이다. Toeplitz 행렬에 대해서는 [7]에

상세하게 서술되어 있다.

식(1)에서 보인 바와 같이 이 행렬은 여러 분야에 응

용된다. 여를 들어 다음 식에서 는 열벡터로 입력을

나타내고,   일 때  는 영(zero)이다.
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따라서 벡터는 다음과 같이 표현할 수 있다.
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이때 행렬 원소는 다음과 같다.
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벡터는 y 는 임펄스 응답이  인 이산시간 코잘

그림 1.  의 고속알고리즘

Fig. 1. The Fast Algorithm of  .

그림 2. 
 

의 고속알고리즘

Fig. 2. The Fast Algorithm of 
 

.

(causal) 시불변(time-invariant) 필터의 응답을 타나 내

고 있다.

4 4´ Toeplitz Jacket(TJ) 행렬 4[ ]TJ 을 sparse 행렬

로 분해하여 고속 알고리즘을 다음과 같이 구현할 수

있다. 그림 1과 그림 2는 순방향 고속 알고리즘과 역방

향 고속알고리즘을 표시하고 있다.
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따라서 와 
 

를 곱하면 다음과 같이 단위

행렬이 됨을 알 수 있다.

1
4 4 4[ ] [ ] 4TJ TJ I- = . (7)

의 고속알고리즘은 그림 1, 
 

의 고속알고

리즘은 그림 2와 같다.

Toeplitz 행렬의 특별한 경우로 행렬의 각 행이 상위

행으로부터 한 사이클씩 오른쪽으로 이동하여

    에 대해           되도록

하면, 식 (5)처럼 표시되며 순환행렬(circulant matrix)

(1909)



24 벡터화 기술을 이용한 대규모 MIMO 시스템의 간단한 Toeplitz 채널 행렬 분해 박주용 외

이 된다.
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이 행렬은 DFT(Discrete Fourier Transform)를 포함

하여 오류수정을 위한 cyclic 부호연구에 이용되고 있다
[7]

.

Toeplitz 행렬에 대해 가장 잘 알려져 있고 논의 되

고 있는 중요한 결과는 이 무한대로 증가함에 따라

고유값(eigenvalue)이 어떤 역할을 하는지를 다루는

Toeplitz 행렬 의 시퀀스에 대한 Szegȫ의 정리이

다. 다음식과 같은 영(zero)이 아닌 벡터 가 존재 한다

면 복소수 스칼라  는 행렬 의 고유값이다.

   (9)

이 경우 는 의 고유벡터(eigenvector)이다.

고유값 가  ≥  ≥  와 같이 감소하지

않는 형태의 순서로 되어 있는 경우, 이는 적분을 이용

하여 근사화 될 수 있으며, Hermitian Toeplitz 행렬

        시퀀스에 대한 고유값

      의 점근적 역할을 다루는 Szegȫ
의 정리에 일반성이 손실되지 않음을 의미한다. 이 정

리는 몇 가지 만족해야할 기술적인 요구조건이 있다.

예를 들면 다음 식에 의해 서로 관련되어 있는 계수 가

 인 Fourier series가 존재해야 한다는 조건이다.
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그래서 시퀀스 는 함수 를 결정하고, 그 역도

마찬가지로 가능하다. 따라서 행렬의 시퀀스는 가끔

 로 정의 된다. 만약  가 Hermitian 이라면

즉,      이라면,    
 이고 는 실수

값이다.

적당히 가정을 하면 의 범위에서 연속인 함수  에

대해 1955년 헝가리 수학자 Szegȫ는 Fourier Series와

Toeplitz 시퀀스가 같은 얼굴(face)로 나타낼 수 있음을

다음식과 같이 간단명료하게 나타낼 수 있음을 증명했

다[7-8].
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Ⅲ. 시스템 및 채널 모델

송신 안테나가  이고 수신 안테나가  이며 이 안

테나들은 수 천개에 이를 만큼 대규모인 공간적으로 다

중화된 점대점 MIMO 시스템에 대해 생각해본다.

( ) t rn nm ´ÎH C 은 m-번째 채널을 사용한 채널 이득행렬을

나타낸다. 이때 이 원소들은 평균이 0 이고 분산이 1이

며 i.i.d. Gaussian 분포를 따르는 것으로 가정한다. m-

번째 채널을 사용한 경우의 수신벡터 y(m)은 식 (13)과

같다.
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(1, )(1,1) (1,2)

(2, )(2,1) (2,2)
( )

( , )( ,1) ( ,2)

,

t

t

r tr r

n

n
m

n nn n

é ù
ê ú
ê ú=
ê ú
ê ú
ë û

H H H
H H H

H

H H H

L

L

M M O M

L

(14)

이고 ( )mz 은 원소들이 i.i.d.
2 )ns�N(0, 로 모델화된 벡

터이다. 식 (14)에서
( , )r tn nH 은 식 (15)과 같은

Toeplitz 구조를 가지고 있다.

( , )
0

( , ) ( , ) ( , )
1 0

( , )
1

0

0

r t

r t r t r t

r t

n n

n n n n n n
m

n n
m

h

h h

h

-

-

é ù
ê ú
ê ú
ê ú=
ê ú
ê ú
ê úë û

H

L

M O M

L

M O M

L

(15)

따라서 식 (13)은 식 (16)과 같은 형태로 다시 나타낼

(1910)
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수 있다.

= + .Y HX Z (16)

행렬 벡터화 연산과 Kronecker 곱 identity

( )TABC C A B= Ä 을 이용하면 식 (16)은 식 (17)와 같이

다시 쓸 수 있다.

= + .NY HXI Z (17)

여기서 몇 개의 채널 벡터 분해 예를 제시한다. 여를

들어 다음과 같은 경우를 가정한다.

(1,1) (1,2)

(2,1) (2,2)= .
é ù
ê ú
ë û

H H
H

H H
(18)

여기서 t rn n> 로 가정하면

0,0

( , )
0,2 0,0

0,2

0

0

r tn n

h

h h

h

é ù
ê ú
ê ú
ê ú=
ê ú
ê ú
ê úë û

H

L

M O M

L

M O M

L

로 나타낼 수 있고, 여기서
, ,

0 1, ,t r t rn n n n
mh h -é ùë ûL 은 송신 안테

나 tn 와 수신안테나 rn 사이에 있는 링크의 채널 임펄

스 응답이다. 이제 식 (18)은 다음과 같은 식 (19)과 같이

다시 나타낼 수 있다.

1,1 1,2

3,1 1,1 3,2 1,2

3,1 3,2

4,1 4,2

6,1 4,1 6,2 4,2

6,1 6,2

0 0

0 0
= .

0 0

0 0

h h

h h h h

h h
h h

h h h h

h h

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê úë û

H

L L

M O M M O M

L L

M O M M O M

L L

L L

M O M M O M

L L

M O M M O M

L L

(19)

식 (16)으로부터 다음과 같이 쓸 수 있다.

1,1 1,2

3,1 1,1 3,2 1,2

3,1 3,2

4,1 4,2

6,1 4,1 6,2 4,2

6,1 6,2

0 0

0 0
=

0 0

0 0

Th h

h h h h

h h
h h

h h h h

h h

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê úë û

Y

L L

M O M M O M

L L

M O M M O M

L L
�

L L

M O M M O M

L L

M O M M O M

L L

[ ]
1

1 6

6

.T
z

x x
z

é ù
ê ú+ ê ú
ê úë û

L M (20)

따라서 식 (17)에서 사용된 Kronecker 곱에 의하면

식 (21)과 같이 나타낼 수 있다.

( ) .N= Ä +Y I H X Z (21)

2N = 인 NI 과 t rn n> t rn n> 을 가정하면

1,1
( , )

1,2 1,1

1,1

0

0

r tn n

h
h h

h

é ù
ê ú= ê ú
ê úë û

H

을 얻을 수 있고, 다음과 같이 정합필터에 의해 수신신호

를 얻을 수 있다.

1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ .H H H

M M M
= = +Y H Y H HX H Z (22)

Toeplitz 4 4´ 채널의 경우 다음과 같이 예를 보인

다.

1,1 2,1 1,1 2,1

2,1 1,1 2,2 2,1 2,1 1,1 2,2 2,1

2,1 2,2 2,1 2,2

3,1 3,2 3,1 3,2

4,1 3,1 3,3 3,2 4,1 3,1 3,3 3,2

4,1 3,3 4,1 3,3

0 0 0 0

0 0 0 01 1ˆ ˆ .
0 0 0 04 4

0 0 0 0

H

H

h h h h
h h h h h h h h

h h h h
h h h h
h h h h h h h h

h h h h

é ù é ù
ê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê ú

= ê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê ú
ë û ë û

H H

(23)

결과적으로 다음 식 (24)과 같은 결과를 얻을 수 있

다.

(1911)
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2 2 2 2
1,1 2,1 3,1 4,1

2 2 2 2
1,1 2,1 3,1 4,1

2 2 2 2
2,1 2,2 3,2 3,3

2 2 2 2
2,1 2,2 3,2 3,3

1 ˆ ˆ ( ,
4 4

,
4

,
4

)
4

H h h h h
diag

h h h h

h h h h

h h h h

+ + +
=

+ + +

+ + +

+ + +

H H

(24)

수신기에서 수신 용량은 식 (25)와 같이 나타낼 수

있다.

2

2
2 2 2 2

1,1 2,1 3,1 4,1

2 2 2 2
1,1 2,1 3,1 4,1

2 2 2 2
2,1 2,2 3,2 3,3

2 2 2 2
2,1 2,2 3,2 3,3

1log det( )
4

log det(

( ,
4

,
4

,
4

)).
4

H
N

N

h h h h
diag

h h h h

h h h h

h h h h

=

= +

+ + +

+ + +

+ + +

+ + +

I H H

I

C

(25)

유사한 방법으로 식 (23)은 식 (26)과 같이 쓸 수 있

고 용량은 식 (27)와 같이 얻을 수 있다.

2 2
1,1 2,1

2 2 2 2
1,1 2,2 2,1 2,2

2 2 2 2
3,1 3,2 3,1 4,1

1 1ˆ ˆ ( ,
4 4

, ,

, )

H diag h h

h h h h

h h h h

= +

+ +

+ +

H H

(26)

2
1log det( )
4

H
N= I H HC

2 2
1,1 2,1

2

2 2 2 2
1,1 2,2 1,1 2,2

2 2 2 2
3,1 3,2 3,1 4,1

log det( ( ,
4

, ,
4 4

, ))
4 4

N

h h
diag

h h h h

h h h h

+
= +

+ +

+ +

I

(27)

그림 3. 대규모 MIMO 용량 vs CDF

Fig. 3. The Large Scaled MIMO Capacity vs CDF.

그림 4. SNR 차에대한 대규모 MIMO 용량

Fig. 4. The Large Scaled MIMO Capacity for Difference

SNR.

Ⅳ. 모의실험

Toeplitz 채널 분해의 의미를 분석하기 위해

monte-carlo 모의실험을 실행하였다. 그림 3과 그림 4

에서 보다 실질적인 시나리오의 결과를 보이고 있으며,

여기서 채널 계수 ,i jh 는 평균이 0 이고 분산이 0.5 인

가우시안 분포를 갖는 실수와 허수부분으로 된 복소수

이다. 채널 H가 랜덤하기 때문에 용량 역시 특별한

분포를 갖는 랜덤 변수이다. 이와 같은 채널의 용량을

측정하는 중요한 단위로는 CCDF(Complimentary

Cumulative Distribution Function)가 사용된다. 이 커

(1912)
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브는 기본적으로 MIMO 용량이 특정 임계치 이상이 될

확률을 제시한다.

Ⅴ. 결  론

본 논문에서는 Kronecker 곱을 이용한 Toplitz 채널

행렬 분해에 기반한 벡터화를 제안하고, Toeplitz

Jacket행렬이 푸리에 고속 변환처럼 Cooley-Tukey

sparse 행렬로 분해됨을 보였다. 시스템의 throughput

을 극대화시키기 위해 안테나 사이의 스위칭 가능성을

고려하였다. 물론 [5]에서 논의된 것처럼 SNR에 따른

코딩과 변조 모드사이에서 조정하는 것이 일반적이다.

본 논문의 핵심은 높은 상관도를 갖는 조건하에서의

SB와 낮은 상관도를 갖는 조건하에서의 SM사이의 적

당한 스위칭가능성을 소개하는 것이다. 이러한 스위칭

방법은 두 가지 채널특성 즉 평균 SNR과 공간적인 상

관도에만 의존하기 때문에 성능을 증대시키고 최소의

피드백 정보를 요구하는 특성이 있다.

부 록 Ⅰ

식 (1)의 Toeplitz 역행렬은 다음 예에서 볼 수 있다.

예 1. 3 3´ 의 경우

1
3 3 3
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예 2. 4 4´ 의 경우
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예 3. 6 6´ 의 경우
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(30)

예 4. Circulant Jacket 행렬의 경우

1 2 1 1 2 11, , , , 1, , , ,n n
ndiag x x x T diag x x x- - - + - - - +é ù é ù= ë û ë ûL LCJ
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(31)

1 1
n

nx t t- - += , 여기서 연산자 ( )n � 은 승근을

의미한다.

예 5.4 4´ CJ 의 경우
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학 전기과 포스트닥터

1990년 일본동경대학 정보통신

공학과박사

1970년～1980년 남양MBC 송신소장

1980년 10월～2010년 2월 전북대학교 전자공학부

교수

2010년 2월～2013년 8월 WCU-2 연구책임교수

2013년 8월～현재 전북대학교 초빙교수

<주관심분야 : 정보통신의 원형 뿌리 찾는 연구,

무선이동통신>
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