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최소시간 강하선 문제의 실증적・수학적 고찰

Empirical and Mathematical Study on the Brachistochrone Problem

이 동 원・이 양・정 영 우1)

ABSTRACT. We can easily see the ‘cycloid slide’ in the many mathematics

and science museums. The educational materials, however, do not give us

any mathematical principle.

For this reason, we, in this thesis, first study the brachistochrone problem in

the history of mathematics, and suggest a method of how to teach the

principle using ‘the dynamic geometry software GSP5’ in order to help

students understand the idea that the cycloid is the brachistochrone.

Secondly, we examine the origin of the calculus of variations and apply it to

prove the brachistochrone problem in order to build up the teachers’

background knowledge. This allows us to increase the worth of history of

mathematics and recognize how useful the learning is which uses

technological tools or materials, and we can expect that the learning which

makes use of cycloid slide will be meaningful.

Ⅰ. 서론 

역사 속에서 최소시간 강하선 문제(The Brachistochrone Problem2))는 1696년 
스위스의 수학자 요한 베르누이(Johann Bernoulli)에 의해 Acta Eruditorum에 
다음과 같이 제시되었다.

Datis in plano verticali duobus punctis A & B, assignare Mobili M 
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2) 일반적으로 brachistochrone을 ‘최단강하선’ 또는 ‘최속강하선’ 또는 ‘최단시간 강하곡선’이라 번역

하지만, 본 연구에서는 시간에 중점을 두어 ‘최소시간 강하선’으로 번역한다.
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viam AMB, per quam gravitate sua descenden, & moveri incipiens 
a puncto A, brevissimo tempore preveniat ad alterum punctum 
B(The Inter-IREM Commision(1997) 재인용).

이 문제는 ‘최단거리’에 관한 인간의 직관과는 달리 ‘최소시간’이란 관점에서는 
직선이 아닌 곡선이 그러한 경로가 됨을 보여준다. 요한 베르누이는 이 곡선이 사
이클로이드임을 말하고 있다.

베르누이가 제시한 이 문제에 대해서 그의 형인 야곱 베르누이를 비롯한 당시의 
몇몇 수학자가 해답을 제시하였는데, 이 과정 속에서 오늘날 최소시간 강하선의 수
학적 증명을 가능하게 하는 변분법(Calculus of Variations)이 발전하였다. 물론 
범함수(functional)에 대한 적분의 극값 문제를 연구하는 분야인 변분법을 이용하
여 최소시간 강하선이 사이클로이드임을 밝히는 수학적 증명은 전문성 신장을 위
한 교사지식의 측면에서는 중요하지만, 중등학교 학생들의 수준에는 적합하지 않
다. 그러므로 학생들에게 수학적 개념을 발견하게 하고 체험하게 하는 교구가 여러 
수학ㆍ과학 관련 체험관이나 수학체험전 등에서 활용되고 있다. 

 [그림 1] 국립서울과학관        [그림 2] 군포수학체험관        [그림 3] 만들기 교구 

여기서 어떤 학생들은 가장 짧은 경로인 직선보다 더 긴 경로인 사이클로이드가 
더 빠른 경로라는 사실에만 집중하여 구슬을 이용한 반복적인 실험에만 치중하는 
반면, 또 다른 학생들은 이러한 현상의 원인에 대한 호기심을 가질지도 모른다. 그
러나 이 교구는 최소시간 강하선이 사이클로이드라는 결과만을 확인시켜줄 뿐, 왜 
사이클로이드가 최소시간 강하선인지에 대한 수학적 원리를 설명하지는 못한다. 사
이클로이드 모양의 미끄럼틀을 따라 하강하는 구슬의 가속도가 직선 모양의 미끄
럼틀을 따라 하강하는 구슬의 가속도보다 더 크다는 설명은 충분하지 못하다. 따라
서 교사는 학생들의 수준을 고려한 적절한 설명을 준비해야 하고, 이것이 수학사적 
내용과 동반될 때 사이클로이드 미끄럼틀을 통한 최소시간 강하선 학습이 학생들
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에게 유의미하게 된다.
본 연구에서는 학생들에게 가르칠 교수학적 지식으로서 요한 베르누이가 문제를 

제시한 이듬해인 1697년에 동일한 학술지에 제시했던 방법을 탐구형 기하소프트웨
어 GSP 5로 구현하여 학생들의 이해를 돕고, 이것이 실제로 사이클로이드임을 정
당화 한다. 또한 사이클로이드 미끄럼틀을 통하여 최소시간 강하선 문제를 지도해
야 할 교사의 학문적 배경지식으로서 변분법의 기원과 발전 그리고 이것을 이용한 
수학적 증명을 소개한다.

Ⅱ. 요한 베르누이의 방법과 GSP 5를 활용한 정당화

1. 스넬의 법칙
요한 베르누이의 방법을 이용하여 최소시간 강하선 문제를 해결하기 위해서는 

우선 빛의 굴절에 대한 성질인 ‘스넬의 법칙(Snell’s law)’을 이해해야 한다. 

[그림 4] 스넬의 법칙

[그림 4]와 같이 점 로부터 점 로 향하는 빛이 서로 다른 두 매질을 통과할 
때, 각 매질의 굴절률에 의해 결정되는 빛의 속력을 각각 와 이라 하자. GSP 
5의 ‘매개변수’ 기능을 활용하면 각 매질에 대한 빛의 속력을 입력할 수 있다. 이

때 빛이 굴절되는 두 매질의 경계에 대한 입사각 와 반사각 에 대하여 
sin

의 값과 
sin 의 값이 같아지도록 점 를 옮기면 점 로부터 점 로 향하는 
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굴절된 경로 를 얻게 된다. 스넬의 법칙에 따르면, 이 굴절된 경로 가 
바로 점 로부터 점 로 향하는 최소시간 경로이다. 빛은 최소시간 경로를 택한
다는 ‘페르마의 원리(Fermat’s principle)’에 의해 이 경로는 점 로부터 점 로 
향하는 빛의 이동경로가 된다. 

스넬이 법칙을 따르는 경로가 최소시간 경로가 됨을 검증하는 방법에는 준타원
(quasi-ellipse)을 활용하는 방법과 미분을 이용하는 방법이 있다. 우선, GSP 5로 
준타원을 작도하여 스넬의 법칙을 검증해 보자. 

[그림 5] 준타원을 이용한 스넬의 법칙 검증

빛이 경로 를 따라 이동하는 시간은 




 이고, [그림 5]의 경우는 

빛의 이동시간이 



 이다. 이제 [그림 5]와 같이 점 와 두 매질의 경계면

에 대한 점 의 대칭점  ′를 두 초점으로 하고,  ′의 값이 일정한 준타
원을 작도하자. 여기서  ′의 값을 키워나가면 준타원은 경계면 위의 점 
에서 접함을 확인할 수 있다. 따라서 준타원의 정의에 의해 경로 는 최소시
간 경로이고, 빛은 이 경로를 따라 이동한다. 

준타원은 실제로 중등학교 교육과정에서 다루어지지 않는 주제이므로 이것을 이
용한 검증은 고등학교에서 타원을 배운 상위권 학생들이나 영재교육을 받는 학생
들을 대상으로 소개하는 것이 적절하다. 일반계 고등학교의 학생들에게 적절한 스
넬의 법칙 검증방법으로는 미분을 이용한 방법이 있다. 
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[그림 6] 미분을 이용한 스넬의 법칙 검증

[그림 6]과 같이 두 매질의 경계면에 대한 점 와 의 수선의 발을 각각  ,  

라고 하자. 빛이 경로 를 따라 이동하는 시간은 




 이고, 여기서 

  라 두면 선분의 길이 에 대한 시간 의 관계식은 다음과 같다. 



  



   

시간 의 최솟값을 구하기 위해  ′ 을 만족하는 의 값을 찾으면





  


 



   

  
 

⇔  

  


 


   

 

                 ⇔  




 



 

                 ⇔  
 sin 

 sin

따라서 선분의 길이 에 대하여 
sin



sin 이 성립할 때, 시간 는 최소

가 된다.

2. 최소시간 강하선 문제에 대한 요한 베르누이의 방법
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[그림 7] 요한 베르누이 방법의 시연

이제 스넬의 법칙을 이용하여 요한 베르누이의 방법을 살펴보자. 그는 광학적 
성질인 스넬을 법칙을 역학적 문제인 최소시간 강하선 문제에 적용하였다. [그림 
7]과 같이 물체가 점 로부터 점 로 향하여 하강할 때, 그는 이 물체가 하강하
는 공간을 여러 개의 층으로 나누었다. 여기서 각 층 사이의 간격은 각 층에서 하
강하는 물체의 속력이 일정함을 가정할 수 있도록 충분히 좁다고 하자. 최소시간 
강하선 문제에서 물체는 오로지 중력만의 영향을 받으므로 GSP 5의 ‘매개변수 창’
에 물체가 위층에서 아래층으로 하강할수록 일정하게 증가하는 속력을 입력하자. 

‘측정’과 ‘계산’ 기능을 이용하여 각 층에서 결정되는 
sin 의 값이 일정하도록 

각 층들의 경계선과 점 와 점   사이를 잇는 경로의 교점들을 [그림 7]과 같이 
옮기면, 스넬의 법칙에 의하여 이 경로는 점 로부터 점 로 향하는 최소시간 경
로가 된다. 요한 베르누이는 각 층 사이의 간격이 좁아질수록 이 경로가 사이클로
이드에 가까워짐을 주장하였다.  

3. 요한 베르누이의 방법에 대한 시각적 정당화 

다음으로 사이클로이드 위의 임의의 점에 대한 
sin 의 값이 일정함을 확인하

여 요한 베르누이의 주장이 참임을 확인하자. 여기서 는 사이클로이드 위의 임의
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의 점에 대한 접선과 이 점을 지나는 지면에 대한 수선이 이루는 각이다. 따라서 
우선 사이클로이드의 접선을 작도해야 한다. 사이클로이드의 접선을 작도하는 방법
은 1634년 프랑스 수학자 로베르발(Roberval)이 Traite des indivisible에서 제안
했던 벡터의 합을 이용한 방법과 1638년 데카르트가 제안한 방법이 있다. 먼저 로
베르발의 방법을 살펴보자. 

[그림 8] 로베르발의 접선 작도법 

사이클로이드는 지면 위를 미끄러지지 않고 구르는 룰렛(roulette) 위의 한 점에 
대한 자취이다. 여기서 일어난 운동을 [그림 8]을 통하여 살펴보면, 룰렛 위의 점 
가 룰렛의 둘레를 따라 움직이는 원운동과 룰렛이 지면을 따라 수평방향으로 이
동하는 직선운동이 있다. 룰렛 위에서의 점 의 운동방향은 원의 접선방향인 벡터 
와 같고, 지면과 수평방향으로 이동한 룰렛의 운동방향은 벡터 와 같다. 따
라서 지면을 미끄러지지 않고 구르는 룰렛 위의 점 의 운동방향은 두 벡터 

와 의 합벡터이고, 이것은 두 벡터가 이루는 평행사변형의 대각선 벡터 와 
같다. 여기서 룰렛은 지면을 미끄러지지 않고 구르므로 호의 길이 와 선분의 
길이 는 서로 같다. 따라서 두 벡터  와 의 크기는 서로 같고, 두 벡터
가 이루는 평행사변형은 마름모이다. 즉 사이클로이드의 접선은 두 벡터 와 
가 이루는 각의 이등분선이다. 

  [그림 9] 데카르트의 접선 작도법 
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1638년 데카르트는 메르센(Père Mersenne)에게 보낸 편지에서 자신의 작도법
을 설명하였는데, 그는 사이클로이드 위의 임의의 점에 에 대한 접선이 점 와 
룰렛과 지면의 접점인 를 연결한 선분 의 수선임을 주장했다(그림 9). 이 방
법은 1830년 프랑스 수학자 미셸 샤르(Michel Chasles)에 의해 일반화 되는데, 샤
르는 점 를 회전이동의 순간중심(instantaneous center of rotation)이라 하였
다. 

   [그림 10] 두 접선 작도법의 비교  

GSP 5를 이용하여 실제로 로베르발과 데카르트의 방법을 비교해 보면, [그림 
10]과 같이 데카르트의 방법으로 작도한 접선이 두 벡터 와 가 이루는 각
의 이등분선과 일치함을 쉽게 확인할 수 있다.  

이제 사이클로이드 위의 임의의 점에 대한 접선을 작도했으므로, [그림 11]과 
같이 ‘측정’ 기능을 이용하여 각 를 측정하자. 
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[그림 11] 요한 베르누이의 방법과 사이클로이드의 비교 

여기서 이 물체의 질량을 이라 할 때, 중력가속도 와 수직방향으로 물체가 
하강한 거리 에 대한 물체의 위치에너지는  이고, 운동에너지와 위치

에너지의 합이 일정하다는 역학적 에너지 보존의 법칙에 의해 

  

의 값은 일정하다. 하강을 시작하는 점에서 물체의 에너지가 이므로 



    

이다. 따라서 물체의 하강속력 는 

 

이므로 
sin 의 값 대신 

sin 의 값이 일정함을 확인하면 충분하다. [그림 11]

에서 볼 수 있듯이, 선분   의 값을 측정하고 ‘계산’ 기능을 이용하여 사이클로

이드 위의 임의의 점 에 대한 
sin 의 값을 계산하면 점 를 움직여도 



sin 의 값이 일정함을 확인할 수 있다.

실제로 여기서 
sin

 라 하면, 이 값은 굴러가는 룰렛의 반지름 과 

  



의 관계가 성립한다. 이 또한 ‘계산’ 기능을 이용하여 확인할 수 있는데,  [그림 

12]와 같이 룰렛의 반지름에 변화를 주면 
sin 값이 변하지만,   


 인 관계
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는 항상 성립함을 볼 수 있다. 

[그림 12] 룰렛의 반지름과 

sin
값의 관계

Ⅲ. 수학적 정당화

이 장에서는 최소시간 강하선 문제로부터 탄생하게 된 변분법의 기원과 발전과
정을 간략하게 살펴보고, 이를 이용하여 최소시간 강하선이 사이클로이드임을 밝히
는 수학적 증명을 소개한다. 이러한 내용은 교사의 교과 전문성 신장과 교수ㆍ학습
의 배경 지식을 위한 것이다.

1. 변분법
1696년 요한 베르누이가 제안한 최소시간 강하선 문제에 대하여 당시 뉴턴, 라

이프니츠, 로피탈 그리고 요한 베르누이의 형인 야곱 베르누이가 해답을 제시했는
데, 특히 야곱 베르누이의 방법이 일반적이었다. 그는 등주곡선(isoperimetral 
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curves)에 대한 연구에서 최소시간 강하선 문제와 유사한 특성을 가진 여러 가지 
문제들에 대한 일반적인 법칙들을 제시하였고, 이 과정 속에서 수학의 새로운 분야
인 변분법이 탄생하였다. 이후 요한의 제자인 오일러가 이러한 아이디어들을 재조
직 및 단순화 하였고, 마침내 변분법을 학문적으로 정립하였다.

미적분학에서 몇 개의 독립변수에 대한 함수의 극값을 찾는 문제의 일반화인 변
분법은 함수들의 집합을 정의역으로 하는 함수인 범함수, 특히 정의역이 곡선들의 
집합인 함수에 대한 적분이 극값을 가지게 하는 적절한 곡선을 찾는데 그 목적을 
둔다. 변분법을 이용하여 해결할 수 있는 문제에는 최소시간 강하선 문제를 비롯하
여, 고정된 길이의 곡선으로 둘러싸인 가장 넓은 폐곡선을 찾거나 고정된 겉넓이를 
가지면서 부피가 최대인 도형을 찾는 등주문제(isoperimetric problem), 평면 또
는 구면 위에서 두 점 사이의 가장 짧은 거리를 갖는 곡선을 구하는 측지선
(geodesics)문제 등이 있으며, 최소시간 강하선 문제는 이러한 변분법의 결정적인 
기원이다. 이제 이 방법을 이용하여 최소시간 강하선 문제의 답이 사이클로이드임
을 증명하자.

2. 변분법을 이용한 수학적 증명
변분법의 목적은 독립변수 와 이 값에 의존하는 임의의 함수 또는 경로 , 그

리고 에 대한 의 도함수  ′를 포함하는 범함수    ′에 대하여 경로   위
에서    ′의 선적분이 극값을 가지게 하는 특별한 경로를 찾는 것이다3). 본
고에서는 이 특별한 경로를 최적경로라 하겠다. 최적경로를 찾도록 해주는 방정식
이 바로 오일러-라그랑주 방정식이다. 이 방정식은 1744년 오일러에 의해 처음으
로 유도되었고, 이후 1788년 라그랑주가 역학에 적용하였다.   

가. 오일러-라그랑주 방정식 
[그림 13]과 같이 두 점  ,  를 잇는 임의의 경로들 중 최적경로 

 이라 할 때, 이 경로에 인접한 이웃경로  를 다음과 같이 정의하자.

    

여기서 는 이웃경로의 임의성을 정의하기 위해 도입한 새로운 함수이고, 이 함
수에 의해 변화되는 경로들이 모두 두 점  ,  를 지나도록 

  

3) 오일러-라그랑주 방정식을 소개하는 대부분의 문헌에는 독립변수 에 대한 경로 를 포함하는 범
함수    ′  를 이용하여 오일러-라그랑주 방정식을 유도하지만, 본 연구에서는 계산의 편의
를 위해 변수 와 를 서로 바꾸어 사용한다. 



이 동 원・이 양・정 영 우486

[그림 13]

을 만족한다. 또한 는 이웃경로  가 최적
경로  와 단지 무한소의 차이가 생기도록 
충분히 작다고 하자. 즉 → 일 때, 이웃경로 
 는 최적경로  가 된다.  

이제 미적분학에서 함수가 특정한 의 값에 대

하여 극값을 가질 때 


 인 것처럼, 이웃경로 

  위에서 범함수     ′ 의 선
적분






    ′ 

이 최적경로  에 대하여 





 


  

 임을 이용하자. 즉 범함수 

    ′ 의 선적분은   일 때, 극값을 가진다. 그러면 













 
 ′




 ′  

이다. 여기서     이므로 
 

 , 
 ′ 

  ′이
고, 따라서 












 ′


 ′ 












 ′


 ′  

이다. 부분적분법을 적용하면






 ′


 ′ 




 ′



















 ′




이고,   에 의해 












 






 ′


  









 ′
 

이다. 가정에 의해 → 이면 이웃경로  는 최적경로  이 되고, 이 때 
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[그림 14]

범함수의 적분은 극값을 가지므로 



 



  

 이 된다. 즉  









 

 ′
   

이다. 여기서 는 임의의 함수이므로 




 

 ′


 

이 되어야 한다. 이 편미분방정식을 ‘오일러-라그랑주 방정식’이라 부른다. 간단하
게 말하면, 경로   위에서 범함수    ′에 대한 선적분이 극값을 가진다면, 
즉 가 최적경로라면, 범함수    ′는 에 대하여 오일러-라그랑주 방정식
을 만족한다.   

그러나 오일러-라그랑주 방정식이 최적경로의 존재성을 보장하지는 않는다. 즉 
오일러-라그랑주 방정식의 성립은 최적경로의 존재를 위한 필요조건이지 충분조건
은 아니다.4) 

나. 최소시간 강하선 문제의 증명
좌표평면 위의 점  로부터 점  에 이르는 최소시간경로 를 생

각하자. 여기서 는 독립변수 에 의존한다. 우리는 이 경로가 사이클로이드임을 
보일 것이다. 이제 이 경로를 유한개의 선분으로 이루어진 꺾은선으로 표현하고, 
그 중 한 선분의 길이를 [그림 14]와 같이 ∆라고 하면 

∆ ∆  ∆  


∆
∆ 



 ∆

이다. 이제 ∆ →이면 

   ′   

이다. 여기서  ′은 에 대한 의 도함수다.
 이 경로를 따라서 오직 중력만의 영향을 받는 
물체가 점  로부터 점  를 향하

4) 자세한 설명은 George B. Arfken・Hans J. Weber(김장환 역, 2006). Essential Mathematical 
Methods for Physicists(기초수리물리학)의 889쪽의 예를 참고하여라. 
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여 하강할 때, 하강시간을 라고 하면 

 




 




이다. 앞에서 밝힌 바와 같이 하강하는 물체의 위치에너지가 운동에너지로 전환되

는 양이 같기 때문에, 물체의 질량 과 중력가속도 에 대하여   

 , 즉 

  가 되고, 따라서 물체의 하강시간 는 다음과 같이 표현된다. 

 






 ′ 
 

 







 ′ 


여기서 는 하강시간 를 최소가 되게 하는 경로, 즉 범함수의 적분이 극값을 
갖게 하는 최적경로이므로 범함수 

  ′




′ 

는 오일러-라그랑주 방정식 


 


 ′


 을 만족한다. 분명히 


 이므로 




 ′


 이 되고, 따라서 

 ′


′ 

 ′




  ′

 





  ′
  

은 상수이다.  ′


 라 두면 다음의 미분방정식을 얻게 된다. 

  ′ 



끝으로 이 미분방정식의 해가 사이클로이드임을 보이자. 이 식을  ′에 대해서 
정리하면 

 ′ 


 
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⇔   ′ ±





 

이다. 여기서   

 sin라 두면  ′ ±sin

cos 이고 


 

 sin cos이므로 

다음 식이 성립한다. 

±sin
cos

  ′  





 sin cos

  

이 식을 정리하면




±


sin
±



 cos

⇔   ±

  

 sin ±



 sin

을 얻게 된다. 
계산의 편의를 위해 출발점 를 원점으로, 그리고 물체가 축의 양의 방향으로 

하강한다면, 즉    ,     그리고   을 가정하면   이고 

  



 sin이다. 여기서 



 ,   라 두면, 다음과 같은 사이클

로이드의 매개변수 방정식을 얻게 된다. 

    sin,   

 sin  




 cos  cos

이 사이클로이드는 [그림 15]과 같이 출발점이 원점이고 룰렛이 축을 따라 양
의 방향으로 굴러가는 곡선이다. 또한 Ⅱ장 3절에서 언급한 룰렛의 반지름 에 대

한 관계식   

 을 다시 한 번 확인할 수 있다. 
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[그림 15]

Ⅳ. 결론 및 제언

수학교육에서 교구를 활용한 체험수학의 중요성은 나날이 강조되고 있다. 하지만 
교구를 조작하거나 체험하는 수학교육에서 수학적 원리가 동반되지 않는 학습은 
무의미하다. 본 연구에서는 수학사를 통하여 최소시간 강하선 문제를 해결한 베르
누이 형제의 방법을 살펴보았고, 이 중 중등학교 학생들의 수준에 적절하다고 판단
되는 요한 베르누이의 방법을 탐구형 기하소프트웨어인 GSP 5를 활용하여 시각적
으로 구현하였다. 그리고 이 방법으로 구현한 최소시간 강하선이 사이클로이드임을 
실증적(實證的)으로 정당화하였다. 이 활동은 그동안 학생들에게 결과만을 제시했
던 사이클로이드 미끄럼틀을 통한 최소시간 강하선의 탐구활동에 직관적인 원리와 
GSP 5의 ‘측정’ 및 ‘계산’ 기능을 활용한 실증적 활동을 제시함으로써 이 교구를 
통한 학습을 수학적으로 유의미하게 할 것이다.  

또한 야곱 베르누이의 아이디어를 바탕으로 오일러와 라그랑주에 의해 정립된 
변분법이라는 새로운 분야의 탄생과 발전과정, 그리고 이것을 이용한 최소시간 강
하선 문제의 수학적 증명을 살펴보았다. 이 방법은 편미분, 선적분 등 중등학교의 
교육과정을 넘어서는 개념들이 등장하므로 학생들에게 지도하기에는 무리가 있다. 
그러나 교사의 전문성 신장이라는 측면에서 교사는 가르칠 지식의 역사적・발생적 
과정과 수학적 원리를 깊이 있게 내면화해야 하고, 최소시간 강하선의 지도를 위한 
교사의 배경지식으로서 그 문제의 역사적 기원과 변분법을 이용한 수학적 증명을 
소개하였다. 즉 이러한 여러 지식들을 갖추고 있을 때, 교사는 여러 가지 맥락을 
되살려 최소시간 강하선 문제를 지도할 수 있을 뿐만 아니라, 학생들에게 이 문제
의 진정한 의미를 전달할 수 있다. 

향후 수행되어야 할 연구과제로서 이러한 지도방안의 교수학적 연구가 이루어져
야 할 것이다. 요한 베르누이의 방법을 통하여 최소시간 강하선 문제의 원리를 탐
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구하는 수업의 설계와 GSP 5를 활용한 학생들의 활동모델이 제작되어야 하고, 고
등학교 교육과정과 학생들의 이해 수준을 고려한 구체적인 학습시점이 연구되어야 
한다. 이를 통하여 교사와 학생들이 수학사의 가치를 제고하게 되고, 공학적 도구
를 활용한 학습의 유용성을 인식하게 될 뿐만 아니라 수학적 원리를 동반한 진정
한 교구학습의 이루어지기를 기대한다. 
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