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랜덤 심볼열에 기반한 확률분포의 반복적 유클리드 거리 추정법

Recursive Estimation of Euclidean Distance between Probabilities based 
on A Set of Random Symbols

김 남 용1*1

Namyong Kim

요    약

송신 심볼점과 동일한 확률분포 모양을 갖도록 수신단에서 무작위로 발생시킨 N개의 랜덤 샘플에 대한 확률밀도함수와, 시스템 

출력샘플들에 대한 확률밀도함수 사이의 ED 를 기반으로 설계된 블라인드 적응 시스템은 수렴에 이르렀는지 평가하거나 최소 ED 

평가를 위해 매 샘플시간 마다 ED 값을 계산한다. 그런데 이 ED 값 추정은 블록 데이터 계산방식으로서 계산량이 많다는 문제점을 
지니고 있다. 이 논문에서는 과도한 계산량을 줄일 수 있는 방법으로서 현재 샘플 시간의 ED 값과 다음 샘플 시간의 ED 값 사이의 

관계와 다음 샘플시간의 ED 값 계산에 현재 계산된 ED 값을 활용할 수 있는 반복적 ED 추정방법을 제안하였다. 기존의 블록 처리 

ED 방법은 계산량 )( 2NO 을 가지는데 반해 반복적 ED 방법은 계산량 )(NO 을 가지며, 시뮬레이션 결과에서 두 방식이 정확히 일치하

는 추정결과를 산출하였다. 

☞ 주제어 : 랜덤 심볼열, 확률분포, 반복적, 유클리드 거리, 블라인드

ABSTRACT

Blind adaptive systems based on the Euclidean distance (ED) between the distribution function of the output samples and that of 

a set of random symbols generated at the receiver matching with the distribution function of the transmitted symbol points estimate 

the ED at each iteration time to examine its convergence state or its minimum ED value. The problem is that this ED estimation 

obtained by block‐data processing requires a heavy calculation burden. In this paper, a recursive ED estimation method is proposed 

that reduces the computational complexity by way of utilizing the relationship between the current and previous states of the data‐

block. The relationship provides a ground that the currently estimated ED value can be used for the estimation of the next ED without 

the need for processing the whole new data block. From the simulation results the proposed recursive ED estimation shows the same 

estimation values as that of the conventional method, and in the aspect of computational burden, the proposed method requires only 

)(NO at each iteration time while the conventional block‐processing method does )( 2NO .

☞ keyword : Recursive, Euclidean Distance, Probability; Random Symbols, Blind

1. 서  론

최근 커널 밀도 추정법 (kernel density estimation) 과 

확률 밀도 함수를 바탕으로 한 정보이론적 학습 방법 

(information‐theoretic learning, ITL) 은 적응 신호 처리 

및 이퀄라이져 응용 분야에서 기존의 평균 제곱 오차 

(mean squared error, MSE) 를 대치하며 적응 시스템의 성

능 기준으로 채택되고 있다 [1]. 
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ITL 방법의 한 성능기준으로서, 두 확률밀도함수에 대해 

상이성 또는 상호 정보량 측정 도구로 제안된 Kullback‐

Leibler (KL) divergence 는 두 랜덤 변수 쌍이 가지는 엔

트로피를 정량화할 수 있는 좋은 도구이나 확률분포함수

에 대한 이차함수 형태를 가지지 않는 점 때문에 최대화 

및 최소화가 용이하지 않아서 적응 신호처리 응용에 현

실적 어려움을 지니고 있다 [2][3].

반면에, 두 확률밀도함수에 대해 유사성 (similarity) 을 

나타낼 수 있으면서 이차함수로 표현이 가능한 유클리드 

거리 (Euclidean distance, ED) 는 최소화가 용이하여 정보

이론적 학습법에서 크게 활용되고 있다 [4]. 두 확률밀도

함수 사이의 ED 가 최소화 되면 두 확률밀도함수는 서로 

가장 매칭된 형태가 되므로 적응 시스템의 출력 샘플들

의 분포를 원하는 신호 (desired signal) 가 가지는 분포 형
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태로 집결 시킬 수 있는 특성을 지닌다.  

한편, 이 특성을 훈련열이 필요 없는 블라인드 이퀼라

이져에 응용하기 위한 한 방법으로, 전송 심볼점이 가지

는 확률밀도함수의 모양과 매칭되는 조건하에 수신단에

서 무작위 샘플을 발생시켜서 ED 기준에 사용하는 블라

인드 알고리듬이 제안되었다 [5]. 

그러나 알고리듬이 수렴에 이르렀는지 평가하거나 최

소 ED 값을 평가하고자 할 경우, 매 샘플시간마다 계산

하게 될 ED 추정 과정은 블록 데이터 처리방식으로 이루

어져 이중 합산 (double summation) 이라는 많은 계산량

의 문제점을 지닌다. 

이 논문에서는 이 과도한 계산량을 줄일 수 있는 방법

으로서, 블록 데이터 처리의 이중 합산 계산 과정에서 현

재 샘플 시간의 ED 값과 다음 샘플 시간의 ED 값 사이의 

관계 분석을 통해 다음 샘플시간의 ED 값 계산에 현재 

계산된 ED 값을 활용할 수 있는 방법을 제안하고자 한다.  

2. 두 확률밀도 사이의 ED

두 확률밀도함수 Xf  와 Yf  에 대해 유사성을 나타낼 

수 있는 ED 는 다음과 같이 정의된다 [1][4]. 

∫∫ += αααα dfdfffED YXYX )()(],[ 22

          ∫− ααα dff YX )()(2                     (1)

식 (1)의 ED 를 성능 기준으로 하여 supervised 신호처

리 또는 이퀄라이져에 응용할 경우, 전송 심볼열 또는 훈

련열을 대표하는 확률밀도함수 Df  와 이퀄라이져의 출

력 샘플들이 가지는 확률밀도함수 Yf  사이의 ED 를 최

소화 하도록 알고리듬을 설계한다. 

확률밀도함수 구축 방법 중 하나로 가우시안 커널을 

사용하는 커널밀도추정법 (kernel density estimation) 에서

는 주어진 N 개의 샘플{ }Ndddd ,...,,, 321 에 대하여 각 샘플 위

치 id  마다 가우시안 커널 ]
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을 대응시키고 합하여 다음과 같이 확률밀도함수를 표현

할 수 있다 [6]. 
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그러나 블라인드 적응 신호처리에 응용할 경우, 원하

는 신호 (desired signal) 또는 전송 심볼열을 대표하는 확

률밀도함수 Df 는 적절한 조건하에 훈련열없이 수신단

에서 구축해야 한다. 훈련열 샘플들을 활용하지 못하는 

블라인드 알고리듬에 응용하는 한 기법으로, 전송되는 

심볼점이 가지는 확률밀도함수의 정보를 활용하여, 동일

한 확률분포 모양을 갖도록 N개의 무작위 샘플 

{ }Ndddd ,...,,, 321 을 수신단에서 인위적으로 발생시켜 사

용할 수 있다 [5]  

따라서, 수신단에서 발생한 랜덤 심볼열

{ }Ndddd ,...,,, 321  로 Df 를, 현재 시간 k 에서 버퍼에 저장

된 N 개의 이퀄라이져의 출력 샘플들 { }11,...,, +−− Nkkk yyy

로 Yf 를 구축하여 식 (1)의 각 항을 정리하면 ED 는 다

음과 같다. 
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3. 반복적 ED 추정법  

적응 시스템의 알고리듬이 수렴에 이르렀는지 평가하

고자 할 때 또는 최소 ED 평가를 위해, 매 샘플시간마다 

구할 ED 계산은 이중 합산 (double summation) 이라는 많

은 계산량의 문제점을 지닌다. 이 과도한 계산량을 줄일 

수 있는 방법 중 하나로 이 장에서는 식 (3) 이 가지는 이

중 합산 계산에 현재 샘플 시간의 ED 값과 다음 샘플 시

간의 ED 값 사이의 관계를 분석하고 다음 샘플시간의 

ED 값 계산에 현재 계산된 ED 값을 활용할 수 있는 방법

을 제안한다.    

먼저 식 (3) 의 ED 를 세 가지 항 kD , kA , kB 로 분

리하여 쓰면 다음과 같다. 
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식 (4) 에서 kD 는 iteration 또는 샘플시간 k와 무관한 

상수이므로 D 로 놓고, 시간 k에서 유클리드 거리 kED

는 kkk BADED −+= 가 되며 두 가지 시간영역으로 

나누어 계산하고자 한다.  N 개의 블록 데이터를 이중 합

산 처리하는 ED 계산은 시간이 N 보다 작은, 초기 상태 

(initial state) 와 시간이 N 이후인 정상 상태 (steady state) 

로 나누어 분석해 볼 필요가 있다. 초기상태  Nk <≤1

에서 각 항을 
I
kA , 

I
kB 로, 유클리드 거리를 

I
kED 로 정의

하고 현재 시간 k에서 
I
kED 와 정상 상태 ( Nk ≥ ) 의 유

클리드 거리를 
S
kED 로 정의하면 두 시간 영역의 유클리

드 거리는 다음과 같다. 
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먼저 초기 상태에 대해 각 항의 시간 별 관계를 분석

하면 초기 상태의 현재 시간에서 
I
kA , 

I
kB 는 다음과 같다.
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다음 시간 k+1 에서 
I
kA 1+ , 

I
kB 1+ 은 다음과 같다. 
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I
kA 1+ 의 이중 합산에서 시간 k+1 에 해당하는 성분들

을 분리하여 정리하면 다음과 같다. 
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여기서  )()( 1212 ++ −=− kiik yyGyyG σσ  이므로 

I
kA 1+ 는 다음과 같은 반복적 방정식으로 표현 가능하다. 
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마찬가지로, 
I
kB 1+ 의 이중 합산에서 시간 k+1 에 해당

하는 성분들을 분리하여 정리하면 다음과 같다.
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따라서 식 (14)와 (15) 로 부터 초기상태에서 차기 시

간의 유클리드 거리 
I
k

I
k

I
k BADED 111 +++ −+= 산출에는 

현재 시간의 유클리드 거리에 쓰였던 
I
kA 와 

I
kB 로 반복

적 계산이 가능함을 알 수 있다. 

한편, 정상 상태 ( Nk ≥ ) 에서, 차기 시간의 유클리

드 거리 
S
kED 1+ 에 필요한 

S
kA 1+ 와 

S
kB 1+ 를 현재 시간과의 

관계를 정리하면 다음과 같다. 
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이므로 대입하고 정리하면 다음과 같다. 
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마찬가지로, 
S
kB 1+ 의 이중 합산에서 시간 k+1 에 해당

하는 성분들을 분리하여 정리하면 다음과 같다.
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요약하면, 

식 (14) 과 (15) 에 의해 초기 상태의 
I
kA 1+ 와 

I
kB 1+ 가 반

복적으로 계산되어 
I
k

I
k

I
k BADED 111 +++ −+= 를 구할 

수 있고, 식 (17) 과 (19) 에 의해 정상 상태의 
S
kA 1+ 와 

S
kB 1+

가 반복적으로 계산되어 
S
k

S
k

S
k BADED 111 +++ −+= 를 구

할 수 있다. 

편의상, 식 (14), (15), (17) 과 (19) 에 의해 구해지는 유

클리드 거리 산출 방법을 반복적 ED (recursive ED) 라 명

명하고, 식 (3) 의 유클리드 거리 산출 방식을 블록 처리 

ED  (block‐processing ED) 라 명명한다면, 블록 처리 ED 

방법은 이중 합산 계산에 의한 계산량 )( 2NO 을 가지는

데 반해 반복적 ED 방법은 단일 합산만으로 구성된 계산

량 )(NO 을 가짐을 알 수 있다.    

4. 결과 및 토론 

이중 합산 계산에 의한 기존의 블록 처리 ED 방식과 

제안한 반복적 ED 방법이 동일한 결과를 가지는지 살펴

보기 위해, 논문 [5] 에서 사용하였던 동일한 블라인드 이

퀄라이져 환경에서 시간에 따른 ED 의 추이를 서로 비교

하였다.  즉, 송신 심볼점은 }1,3{ ±± 이고 채널의 충격파 

응답 ih  는 다음과 같다.    

]}3.3/)2(2cos[1{
2
1 −+= ihi π

 3,2,1=i            (20)
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(그림 1) 블록 데이터 크기 20=N 에서 ED 곡선.  

(Figure 1) ED curves with the data block size 20=N .

이퀄라이져의 가중치 탭 수는 11로, 블록 데이터 사이즈

는 20=N , 그리고 커널 사이즈는 5.0=σ 이다. 수신단에서 

발생한 N 개의 랜덤 심볼열 { }NjN ddddD ,...,,...,, 21= 은 

다음과 같다. 
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NNNj
NNNj
NNNj
Nj

d j

   (21)

그림 1에 각 방식의 ED 가 그리는 궤적을 나타냈다. 

ED를 최소화 하도록 설계된 알고리듬이 수렴하면서 ED 

는 급속하게 줄어들고 있음을 알 수 있다. 두 방식이 동

일한 궤적을 그리며 유클리드 거리를 산출하고 있어 서

로 차이를 발견하기 불가능하다. 그러나 초기상태 

Nk <≤1 에서 산출 결과를 비교하기 위해 시간 k=50까

지 구간을 확대하여 나타낸 그림 2에서 두 방식은 서로 

다른 궤적을 보임을 알 수 있다. 즉, k<20까지 초기상태 

Nk <≤1 에서는 서로 다른 궤적을 그리고 있으나, 

k=20 이 후, 즉 정상 상태 ( Nk ≥ ) 에서는 두 방식이 정

확히 일치하는 결과를 낳고 있음을 알 수 있다.
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(그림 2) 샘플수 0 에서 50까지 영역의 ED 곡선.  

(Figure 2) ED curves in the region of iteration 

number 0 to 50.
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5. 결  론 

훈련열이 없는 블라인드 신호처리를 위해, 송신 심볼점

과 동일한 확률분포 모양을 갖도록 수신단에서 무작위로 

발생시킨 N개의 랜덤 샘플에 대한 확률밀도함수와 시스

템 출력샘플들에 대한 확률밀도함수 사이의 ED가 성능 기

준으로서 적응 신호처리에서 사용되고 있다. 그러나 시스

템이 수렴에 이르렀는지 평가하거나 최소 ED 평가를 위해 

매 샘플시간마다 구할 ED 계산은 블록 데이터 계산방식으

로서 이중 합산이라는 많은 계산량의 문제점을 지닌다.

이러한 과도한 계산량을 줄일 수 있는 방법 중 하나로 

이 논문에서 현재 샘플 시간의 ED 값과 다음 샘플 시간

의 ED 값 사이의 관계를 분석하고 다음 샘플시간의 ED 

값 계산에 현재 계산된 ED 값을 활용할 수 있는 반복적 

ED 추정방법을 제안하였다. 기존의 블록 처리 ED 방법

은 계산량 )( 2NO 을 가지는데 반해 반복적 ED 방법은 단

일 합산만으로 구성된 계산량 )(NO 을 가진다. 두 방식이 

동일한 결과를 산출하는지 알아보기 위한 시뮬레이션에

서 초기상태 시간구간 Nk <≤1 에서 두 방식은 서로 다

른 궤적을 보였으나 정상 상태 ( Nk ≥ ) 에서는 두 방식

이 정확히 일치하는 결과를 낳았다. 따라서 이 논문에서 

제안한 반복적 ED 추정방법이 블라인드 이퀄라이져나 

블라인드 신호처리 응용 분야에서 현실적 구현에 크게 

기여할 것으로 판단된다.  
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