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기하 증명 구성에 나타나는 학생들의 사고과정 탐색
★

안선영

김구연(서강대학교)

Ⅰ. 서론

수학 교육의 목적은 학생들의 수학적 사고능력을 개

발하는데 있다. 수학적 사고의 근원이 되는 것이 바로

추론과 증명이다. 수학적 추론과 증명은 여러 다양한 현

상에 대한 학생들의 수학적인 안목과 수학적 사고력을

발전시키는데 결정적인 역할을 한다. 따라서 중등학교

학생들은 주장을 정당화하고, 추측을 증명하는 것과, 증

명에서 기호를 사용하는 능력을 개발해야 한다(National

Council of Teachers of Mathematics [NCTM], 2000).

이처럼 추론과 증명활동은 학생들의 수학적 사고력을 향

상시키는데 매우 결정적인 역할을 하므로 증명은 모든

학년의 수학 수업에서 중심이 되어야 한다(Sowder &

Haral, 2003). 증명은 학생들이 문제 상황에서 주어진 문

제를 해결하기 위해 필요한 결론을 이끌어내고 추론할

수 있는 능력을 발달시켜 줄 수 있고, 특히 수학적 문제

해결능력의 가치 있는 도구이다(Herbst, 2006).

중등학교 수학의 영역 중에서 증명이 가장 많이 요

구되는 영역은 기하 영역이며, 따라서 기하 영역은 학생

들에게 증명 훈련을 시키는데 가장 적합한 분야라고 할

수 있다. 기하학은 과학 분야에서 중심적인 역할을 하고,

예술과 같은 영역이나 일상생활에서도 다양하게 사용될

뿐만 아니라 중등 교육과정에서도 핵심적인 역할을 한다

(Mammana & Villiani, 1998). 기하학에서 증명은 가장

중요한 도구이다(Usiskin, 1982). 이와 같이 기하 영역에
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서의 증명은 학생들의 수학적으로 사고하는 능력을 개발

하는 좋은 도구가 된다.

중학교 기하는 공간 감각과 직관적 사고력을 위주로

하는 비형식 기하(또는 직관기하)에서 완벽한 논리적 개

념 체계인 형식 기하로 발전해 나아가는 단계이다. 그러

므로 중학교에서 다루는 기하는 초등학교 기하의 연속선

상에서 공간 감각과 귀납적 추론 능력을 기르고, 이를

바탕으로 기하학적 대상을 형식적으로 탐구함으로써 연

역적 추론 능력과 추상화 능력을 기르는데 중점을 두어

야 한다. 아울러 귀납적 추론과 연역적 추론에서 수학적

으로 추측하고 정당화하는 활동을 경험함으로써 다양한

현상을 합리적으로 예측하고 판단하는 능력을 기를 수

있도록 해야 한다(NCTM, 2000). 이처럼 중등학교 수학

의 기하 증명 영역은 학생들의 수학적 사고능력을 개발

하는데 중요하기 때문에 교사들은 학생들에게 기하 증명

을 이해시키기 위해 많은 시간을 할애한다.

그러나 이러한 교사들의 노력에도 불구하고 대부분의

학생들은 수학 학습에 있어 유독 증명학습을 많이 어려

워하고 기피하는 현상을 보인다(Healy& Hoyles, 2000).

많은 선행 연구들은 모든 레벨의 학생들이 수학적 증명

을 하는데 있어서 종종 심각한 어려움에 직면한다는 것

을 보여 주었다(Chazan, 1993; Harel & Sowder, 1989;

Healy & Hoyles, 2000). Schoenfeld(1988)는 증명을 이

미 배운 학생들조차 여전히 문제 해결에서 추론에 실패

하는 것을 보여주었다. 이러한 선행연구들은 학생들이

결국엔 형식적 증명을 성공적으로 학습하지 못함을 보여

준다.

결과적으로 학생들에게 증명을 가르치는 것은 중등

기하학의 가장 중요한 목표임에도 불구하고 사실상 학생

들에게 기하학에서 증명은 그다지 중요하지 않으며 가장

어렵고, 하기 싫은 부문으로 자리 잡게 되었다. 특히, 학

생들은 교과서에 제시된 정리의 증명을 제대로 이해하지
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못할 뿐만 아니라, 간단한 기하학의 명제를 증명하는 것

조차 어려움을 겪는다(Weber, 2001). Dimakos,

Nikoloudakis, Ferentinos and Choustoulakis(2007)의 연

구에서는 이미 증명을 학습한 고등학교 1학년 학생들이

증명 문제를 접했을 때 증명을 배웠음에도 불구하고 추

상적, 연역적으로 수학적 주장을 증명을 하기 보다는 구

체적인 상황을 바탕으로 세어보거나 계산하거나 하는 식

으로 수학적 주장을 정당화 하는 모습을 보여주었다.

이처럼 기하 영역에서의 증명은 학생들에게 매우 중

요함에도 불구하고 많은 학생들이 형식적 기하 증명에

어려움을 겪고 있으며, 교사들도 이러한 학생 지도에 많

은 노력을 기울이고 있지만 결과는 여전히 성공적이지

못함을 보여준다. 기하 증명을 하는 과정에 있어서 학생

들의 사고과정을 분석하고 확인하는 것은 증명을 학습하

는 학생들을 돕는데 중요한 수단이 될 것이다.

우리나라 수학 교육 과정에서는 중학교 2학년 때 처

음으로 형식적 증명이 기하 단원에서 도입된다. 그러나

그 이후 학생들이 지속적으로 증명을 다룰 수 있는 단원

이 제시되지 않기 때문에 증명의 중요성에도 불구하고

우리나라 학생들은 중학교 2, 3학년 이후로는 증명을 접

할 기회가 거의 없다. 많은 학생들이 증명을 학습하는

과정에서도 많은 어려움을 겪지만 증명을 이미 학습한

뒤에도 지속적인 어려움을 겪고 증명에 대한 중요성을

인식하지 못하고 있다(Schoenfeld, 1988; Dimakos et al,

2007).

학생들이 증명하는 과정에서 보이는 특징이나, 학생

들의 사고과정의 패턴을 파악하고 학생들이 어떠한 상황

에서 어려움을 겪는 것인지 분석하는 것은 매우 의미 있

는 작업이다. 이 연구는 이미 기하 증명을 학습한 학생

들이 이후에 기하 증명을 구성하는데 있어서 지속적으로

겪는 어려움은 무엇이며 기하 증명 과정에서 학생들이

보이는 사고과정의 패턴, 그러한 과정에서 두드러지는

특징을 살펴보고자 한다.

Ⅱ. 이론적 배경

Usiskin(1982)은 Van Hiele Level에 따라 학생들의

기하 학습 수준을 분류하였다. 이 연구는 시카고 대학에

서 대형 프로젝트로(Cognitive Development and

Achievement in Secondary School Geometry Project,

이하 CDASSG) 미국의 13개 중등학교에서 기하 수업을

받은 2699명을 대상으로 하여 학기 초반에 학생들의

Van Hiele Level을 측정하고 일 년 후 다시 조사하여

학생들이 어느 정도 성취를 이루었는가를 비교 분석하였

다. 구체적으로, 고등학교 학생들의 Van Hiele Level은

어떠한지, 기하 수업 전에 측정한 학생의 Van Hiele

Level 수준이 1년이 지난 후 학생의 기하 학습 성취도와

얼마나 관련이 있는지를 조사하는 것이다. 또한 학생들

이 기하 수업에 있어서 어려워하는 요인이 무엇인지 기

하 수업과 Van Hiele Level 과의 연관성을 조사하였다.

이 프로젝트의 연구 결과는 Van Hiele Level 이 학생

들의 성취를 예언하는데 상당한 영향력을 가지고 있음을

보여준다. 즉, 학기 초에 검사한 Van Hiele Level이 높

은 학생들은 기하 학습에 있어서 높은 성취도를 보였으

며, Van Hiele Level이 낮은 학생들은 기하 학습 성취도

가 낮음을 보여주었다. 이 연구는 형식적인 기하 증명이

가능한 수준은 3수준 정도인데, 연구에서 밝혀진 학생들

은 수준은 3수준 보다 아래 수준인 1수준 또는 2수준에

머물고 있었으며 심지어 0수준에도 미치지 못하는 학생

들도 있음을 밝혔다. 이처럼 학생들의 실제 능력 수준과

학교에서 요구하는 과제를 수행하기 위한 능력의 수준의

차이가 많이 났으며 CDASSG 프로젝트는 이와 같은 증

명 능력 수준의 차이가 학생들이 기하 증명을 어려워하

는 원인이라고 하였다.

CDASSG 프로젝트와 동일한 문제, 채점 방식 그리고

분석 틀을 이용한 연구는 이후에도 많이 이루어졌다. 대

표적으로 Senk(1989)의 연구가 있는데, Senk는

CDASSG 프로젝트와 동일한 문제와 분석 방법으로 미

국5개주 11개의 학교의 기하 수업 74개 반 1520명의 학

생을 대상으로 연구를 실시하였다. 이 조사의 주된 목적

은 미국의 기하 수업 고등학교 학생들의 기하증명 성취

수준에 관한 자료를 수집하는 것이었다. 이 연구의 결과

는 CDASSG와 마찬가지로 학생들의 가을 학기(학기 초)

와 봄 학기(학기 말)에 측정한 Van Heile Level이 학생

들의 기하 증명 능력과 매우 높은 상관관계를 보인다는

것이다. 학기 초에 낮은 레벨이었던 학생들은 증명을 성

공적으로 학습하지 못했다. 조사된 데이터에 따르면 1수

준에서 증명학습을 시작하는 학생들은 15%의 성공률을,
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2수준에서 증명을 시작하는 학생들은 20%의 성공률을,

그리고 3수준의 학생들은 85%의 성공률을 보였다. 이

연구는 또한 학교의 기하 증명 수업이 이루어지는 교실

내 학생들 사이에 매우 큰 기하 증명 능력의 격차가 존

재함을 보여 주었다. Senk는 Van Hiele Level을 측정하

는데 사용된 평가도구와 시스템의 신뢰성의 한계를 인정

하며 학생들의 수준에 적절한 수업 도구가 제공 되었을

경우 이러한 성취도는 변화 가능함을 언급하였다.

Waring(2000)은 학생들의 증명 이해 능력 발달 단계

를 제시한 연구를 통해, 학생들의 증명 이해 능력 발달

단계가 증명에 대한 필요성의 인식으로 부터 시작되고

그 다음에 증명의 성질을 이해하며 결국에는 학생이 증

명을 구성할 수 있는 기술을 획득하는 과정에 따라 발달

한다고 보았다. 또한 학생들의 이러한 증명 이해 능력을

증명 0수준에서 부터 증명 5수준 까지 6단계로 구분하였

다.

위와 같은 학생들의 증명 능력에 대한 연구뿐만 아니

라, 학생들의 사고과정에 대한 연구도 활발히 진행되어

왔는데, 학생들이 증명 과정에서 보이는 일반적인 특징

들은 다음과 같다. Harel & Sowder(1998)에 따르면, 학

생들은 첫째, 증명이 특정한 수학적 형식(근거)에 의해서

만 증명이 성립된다고 생각하는 경향이 있는데, 예를 들

어 학생들은 기하학적 증명은 반드시 이단 증명(two‐

column) 형식으로만 증명 가능 하다고 믿는다는 것이다.

또한 학생들은 증명을 ‘권위적인 일’이라고 생각하는데,

유명한 수학자나 선생님 같은 사람들 또는 권위 있는 기

관에서 인정해 준 것만이 증명이라고 생각하는 것이다.

뿐만 아니라, 학생들이 생각하는 증명은 ‘귀납적인 일’이

다. 다시 말해, 학생들은 증명을 하는데 있어서 몇 가지

예제나 진술이 증명을 정당화 하는데 충분하다고 생각한

다는 것이다(Harel & Sowder, 1998; Weber, 2001).

같은 맥락에서, 학생들은 증명이 왜 중요한지 모르거

나 경험적인 주장과 연역적인 주장을 구분하지 못하며

수학적인 문제를 해결할 때 연역적인 주장보다 경험에

의존한 주장을 더 선호하는 경향을 보인다(Balacheff,

1988; Healy & Hoyles, 2000). Healy & Hoyles는 영국

과 웨일즈 지역의 여러 다양한 학교의 수학 학업성취도

상위권인 10학년 학생들 2500명을 대상으로 한 연구를

통해, 수학 성취도가 상위권인 학생들도 증명하는 것을

매우 어려워 한다는 것을 보여준다. 이 연구에서도 거의

모든 학생들은 수학적 증명을 하는데 있어서 경험적인

검증에 의존하는 경향을 보였으며, 하나의 경우나 몇 가

지 경우만 증명하면 모든 경우를 설명할 수 있다고 생각

했다. 이와 같이 경험에 의존하여 증명을 하는 학생들의

특징은 학업 성취도가 낮은 학생들 뿐 만 아니라 학업

성취도가 상위권인 학생들 또한 갖고 있는 특징이다. 마

찬가지로, 캐나다 11학년 학생들도 유사한 특징을 보이

는데, 연구 대상 학생들 중 68%가 제시된 문제에 대하

여 경험적인 논제만으로도 충분히 증명이 되며, 6.4%의

학생들만이 연역적인 증명이 필요하고, 학생들에게 경험

에 의존한 주장과 연역적인 증명 중에서 조금 더 마음에

드는 수학적 주장을 고르게 하자 54%의 학생들이 경험

에 의존한 주장을 선택했고 오직 14%의 학생들만이 연

역적 증명을 선택했다(Martin & Harel, 1989).

학생들은 증명을 ‘설명하는 것’과 ‘이유를 대는 것’이

며 연역적 증명을 올바른 증명으로 보는데, 이는 ‘순서’

를 가지고 나아가며 ‘단계별’로 문제를 해결하기 때문이

라고 생각하는 것으로 나타났다(Sharon, 2005). 즉, 학생

들은 증명을 반드시 주어진 조건을 가지고 순차적으로

해결해 나가야 하는 것으로 그리고 진술이나 증명의 이

유는 반드시 순서에 맞게 기술되어야 한다고 언급했는

데, 이는 학생들이 주어진 정보로 시작해서 순차적으로

주장을 정당화해 나가는 매우 엄격하고 까다로운 과정을

증명으로 보기 때문에 기하 증명이 어렵고 까다로운 것

으로 인식하는 것일 수 있다(Sharon, 2005). 이러한 인식

의 기저에는 미국의 기하 증명 수업에서 강조하고 있는

이단 증명(two‐column) 형식이 이러한 형식이 아닌 다

른 형태의 증명을 증명으로 확신하지 못하는 요인이 될

수도 있다(Harel & Sowder, 1998; Sharon, 2005). 나아

가, 학생들은 증명 자체의 논리 보다 좀 더 형식적인 증

명의 면에 집중한다는 것을 알 수 있는데, ‘기하 증명은

반드시 정해진 순서대로 나열하고 이단 형식으로 근거를

대야한다’라는 질문에 거의 50%의 학생이 이 문장에 동

의한다고 답했다(Sharon, 2005). 이러한 대답은 학생들의

증명에 대한 인식이 ‘알고리즘’에 치우쳐 있다는 것을 보

여준다.

Heinze & Reiss(2009)에 따르면, 독일의 중, 고등학생

들도 증명 과정에서 어려움을 겪는데, 구체적으로, 학생
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들은 증명을 전개할 때 경험적 논증을 사용하였고 불완

전한 제약 또는 되풀이 되는 추론을 하는 전형적인 실수

를 하며, 증명을 배운 후에도 대부분의 학생들은 기하적

맥락에서 계산을 하는 표준화된 문항들만을 풀 수 있는

것으로 나타났다. 즉, 학생들은 증명 학습을 하고 난 뒤

에도 여전히 증명을 구성하는 논증들을 규명하는 것에

어려움을 겪는 다는 것이다. 또한 11, 12학년 학생들은

중학교에서 배운 수학적 지식을 활용할 수 있는 기하 문

제가 주어졌을 때, 단순한 절차적 지식을 묻는 표준화

된 문항들에서 좀 더 높은 점수를 얻었다. 수학적 지식

을 오래전에 배운 것 이었음에도 불구하고 학생들이 문

제를 풀기 위해 필요한 내용 지식은 알고 있는 것으로

볼 수 있다. 그러나 수학적 증명을 하는 데 있어 절차적

지식을 제대로 활용하지는 못했다. 수학 성취도가 상위

권인 학생들도 one‐step 명제를 주로 활용하였으며 그

러한 명제들을 연관시켜 종합하지는 못하였다.

한국 학생들의 경우 중학교 2학년의 기하 영역에서

형식적 증명을 접하게 된다. 형식적 증명에서 정의를 활

용하는 데 있어 영재 학생들도 점과 선에 대한 직관적

기술을 정의로 인정하며 나아가 증명을 비형식적 추론으

로 이해하는 것으로 나타났다(박지현, 2011). 이는 교과

서와도 밀접하게 연결되어 있는데, 중학교 기하 영역의

교과서는 직관적 정당화 수준으로 증명을 대체하여 기술

하고 있는 것으로 나타났다(한인기, 2005). 나아가, 교과

서에 포함된 증명 구성 과제들은 비슷한 유형의 증명 과

제를 통해 익힌 절차나 알고리듬을 이용하여 해결하도록

유도하고 있다(권지현, 김구연, 2013).

나귀수(1997)는 학생들이 기하 증명을 하는 과정에서

겪는 어려움을 조사하였다. 이 연구의 결과 학생들이 기

하 증명 과정에서 겪는 어려움으로 첫째, 학생들은 증명

방법을 찾지 못하며 증명을 다루는 수업 시간에 대부분

의 학생들은 증명을 전혀 시도조차 하지 못하였다. 둘째,

학생들은 ‘A이면 B이다.’ 형태의 증명 문제를 접했을 때,

가정과 결론을 구분하지 못하는데, 학생들은 증명 문제

를 해결하는데 있어서 가정과 결론을 혼동하여 사용하였

다. 셋째, 학생들은 증명을 할 때 반드시 기호를 사용해

야 한다고 생각하며 기호 사용을 어려워한다.

이 연구에서는 이미 기하 증명을 학습하였지만 증명

구성에 어려움을 겪은 학생들이 이후에 어떻게 기하 증

명을 이해하여 증명을 구성하는지 그 사고과정에 대하여

탐색하고자 한다. 구체적인 연구 문제는 다음과 같다. 기

하 증명을 이미 학습한 학생들은 기하 증명 과정에서 어

떻게 사고하여 증명을 구성하며, 어떻게 접근하는지 그

리고 그 과정에서 두드러지는 특징은 무엇인가?

Ⅲ. 연구방법

이 연구를 위해 정규 교육과정에서 기하 증명을 이미

학습한 중학교 3학년생 김혜원(가명), 고등학교 1학년생

이소연(가명)을 선정하였다. 김혜원과 이소연은 지리적으

로 접근이 용이하며 개인적 친분이 있는 학생들로, 성격

이 밝고 쾌활하여 자신의 생각을 말로 잘 표현하는 성향

을 보여 대상자로 선정하였다. 김혜원은 서울 지역의 한

학년의 학생이 약 500명인 비교적 규모가 큰 공립 중학

교에 재학 중이며 중학교 3년간의 내신 성적이 상위

10%에 속한다. 이소연은 서울에 위치한 한 학년이 8개

반, 약 230명으로 구성된 중학교를 졸업했으며, 중학교

기간 동안의 내신 성적은 평균 상위 40%이내에 속한다.

김혜원, 이소연 모두 가장 싫어하는 과목으로 수학을

꼽았다. 그래서 이러한 특정 학생들을 인터뷰하는 것이

본 연구 문제를 해결 하는데 도움이 될 것으로 판단되어

인터뷰 요청을 하였고, 학생들 또한 이 연구에 많은 관

심을 보이며 참여하고 싶은 의사를 밝혀서 연구에 참여

하게 되었다. 이 두 학생들을 대상으로 인터뷰를 실시하

는데, 이에 앞서 대상자들에게 이 연구에 대하여 자세히

설명하고 참여 의사를 확인하고 학부모들의 동의를 구한

후 인터뷰를 실시하였다.

이 연구를 위해 사용한 인터뷰 질문지는

Usiskin(1982)의 Cognitive Development and

Achievement in Secondary School Geometry(이하

CDASSG) 프로젝트에서 학생들의 기하 증명 수준을 파

악하기 위해 활용했던 문항과 한국 교과서의 문제를 재

구성하여 최종 8문항을 선정하였다. 이 과정에서

CDASSG 프로젝트에 포함되어 있는 문항 중 한국 교육

과정과 맞지 않는 문제 혹은 난이도가 너무 낮거나 높아

서 학생들의 사고과정을 제대로 살펴볼 수 없으리라 판

단되는 문제는 오류분석의 의미가 없을 것으로 파악되어

제외하였다. 또한 CDASSG 프로젝트 검사지의 문제 난
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CDASSG

프로젝트에서

활용된 과제

수정한 과제

[표 1] 문제 수정의 예

[Table 1] Examples of Modified Tasks

이도가 한국 교육과정 수준 보다 조금 낮다고 판단되어

CDASSG 프로젝트 문제와 난이도가 유사하거나 조금

더 난이도가 높다고 생각되는 한국 교과서의 문제들 중

CDASSG 프로젝트의 문제 유형과 유사한 문항을 추가

하여 인터뷰 질문지를 구성하였다. 교과서에 제시된 문

제를 풀어본 경험이 있는 학생은 쉽게 답할 수 있는 문

제인 경우 형평성에 어긋날 수 있으므로 이러한 문제는

약간의 수정을 거친 뒤 제시하였다. 예를 들면,

CDASSG 프로젝트의 문제는 삼각형의 닮음을 모두 조

건으로 주고 사각형이 평행사변형임을 보이기만 하는 문

제인데 이것은 학생들이 닮음을 사용하려는 전략이나 과

정을 볼 수 없을 것으로 판단하여, 삼각형의 합동이나

닮음 조건을 직접 생각해내고 활용하여 사각형의 종류를

알아내는 문제인 [표 1]에 제시된 문제로 인터뷰 질문지

를 구성하였다. 인터뷰 진행은 문항을 제시하고 학생들

이 해결하는 동안 관찰하며 학생들이 어떻게 해결하는지

등에 대하여 이유를 설명하도록 하거나 왜 특정 방법 혹

은 전략을 사용하는지 등에 관하여 계속 질문을 하였다.

김혜원, 이소연을 대상으로 약 2개월 동안에 각 학생

을 각 7회씩 인터뷰를 실시하였다. 인터뷰는 매회 약 1

시간 동안 실시하였으며, 위에서 설명한 검사 도구의

1-2 문항들을 제시하고 학생들이 충분히 생각을 시간을

제공하였다. 학생들이 문항들을 해결하는 동안 학생의

태도나 자세 등을 관찰, 기록하고 학생의 동의를 구하여

인터뷰의 모든 내용을 녹음하였다. 학생의 풀이 과정 중

간 중간에 연구자는 학생에게 증명을 하는데 있어 어떠

한 전략을 사용하려 하는지, 지금 어떠한 사고를 하고

있는지를 질문하였다. 모든 인터뷰는 녹음되었고 후에

녹취록으로 작성되었다.

수집된 녹취록 자료를 분석하기 위해 먼저 김혜원의

녹취록에서 문단마다의 핵심 키워드를 찾고 키워드를 정

하는 기준이 되는 조건의 정의를 연구자가 정하여 코드

북(code book)을 작성하였다. 코드북을 작성하는 이유는

시간이 지남에 따라 연구자의 키워드 부여 기준이 변하

는 것을 방지하고 일관성 있는 분류를 하기 위함이다.

그 뒤 이소연의 녹취록도 한 문단을 기준으로 하여 김혜

원의 녹취록을 바탕으로 한 코드 분류 기준을 가지고 코

드북을 작성 하였다. 이소연의 녹취록을 분류할 때 김혜

원의 인터뷰 분류 기록에 속하지 않는 것들은 새롭게 추

가하여 분류 기준을 완성하였다. 이렇게 해서 김혜원과

이소연의 인터뷰 키워드를 코드로 잡고 녹취록의 모든

문단의 내용을 코드화 하여 분류를 하였다. 이렇게 녹취

록을 문단별로 각각 분류한 뒤 코드가 같은 모든 문단들

을 모으고 그 내용 중에서도 의미하는 바가 약간 다른

문단들은 또 다른 하위 코드를 부여하여 다시 코드화 하

였다. 이렇게 모든 녹취록에 문단별 키워드를 부여하고

코드북을 작성한 뒤, 그 내용들의 공통적인 주제는 무엇

이고 학생들의 패턴은 어떠한가를 분석하였고, 김혜원과

이소연의 각각의 녹취록을 비교 분석하여 두 학생의 공

통점과 차이점은 어떠한지도 교차 분석(Cross checking)

하였다.
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Ⅳ. 결과 분석 및 논의

이 연구는 중학교 기하 증명 과정에서 학생들의 사고

과정, 접근방법 또는 학생들이 사용하는 전략이 무엇이

며 이러한 과정에서 학생들이 보이는 패턴은 어떠하고

특징은 무엇인지 파악하기 위한 것이다. 이를 위해 자료

를 수집하여 분석하였는데, 그 결과 연구 대상 학생들이

보이는 공통적 특징과 차이점에 대해 다음에 제시한다.

1. 증명 구성에 있어서 학생들의 사고과정 특징

여기서 사고 과정이란 학생들이 개념의 잘못된 이해

를 하고 있는 것, 전략의 부족, 이해 부족, 오류나 실수,

단순히 용어를 망각한 것 뿐 아니라 기하 증명 구성 과

정에서 보이는 모든 문제 해결 과정과 학생들의 문제해

결 전략 등을 포함한다. 두 학생들이 공통적으로 보인

특성들은 삼각형의 합동조건과 닮음조건의 혼동, 삼각형

의 합동 또는 닮음을 찾으려는 경향성, 사각형의 정의와

정리에 대한 혼동, 그리고 문항에서 제시한 그림의 전체

보다는 부분적인 요소에 집중하는 경향성으로 나타났다.

다음에서 각각의 특징에 대하여 기술한다.

1) 삼각형의 합동조건과 닮음조건의 혼동

기하 증명을 하는 과정에서 나타난 학생들의 특징은

삼각형의 합동과 닮음의 조건을 혼동하는 것이다. 학생

들은 삼각형의 합동조건 세 가지(SSS, SAS, ASA 합동)

와 삼각형의 닮음조건 세 가지(SSS, SAS, AA닮음)를

많이 혼동하였다. 학생들은 기하 증명과정에서 자신의

문제 해결 전략으로 삼각형의 합동조건과 닮음조건을 활

용하고자 할 때 삼각형의 합동조건과 닮음조건들을 매우

혼란스러워 하는 모습을 보였는데, 특히, 학생들이 혼동

하는 내용은 ASA합동과 AA닮음이었다. 학생들은 연구

자에게 자신의 문제 해결 전략을 설명할 때 두 삼각형의

합동을 보이려고 한다고 말하고는, 두 삼각형의 세 개의

내각이 같음을 보인 뒤 합동이 된다고 주장하였다. 세

개의 내각이 같음을 보여서 합동을 증명하는 방법도 없

을 뿐더러 학생들은 두개의 내각이 같으면 닮음을 보일

수 있다는 AA조건과 혼동한 것으로 보인다. 김혜원과

이소연 모두 ‘AA합동’ 이라는 용어를 사용하거나, 각 세

개만 같으면 합동이라는 주장을 자주 하였다. 학생들은

이러한 주장을 하면서도 뭔가 이상한 것 같다며 혼란스

러워 하는 모습을 보였으나 정확하게 합동과 닮음의 조

건들을 구분하지 못하였다.

2) 삼각형의 합동이나 닮음을 찾으려는 경향성

학생들은 기하 증명 문제를 접했을 때, 특히 문제에

삼각형이 제시 되어있을 경우 무조건 삼각형의 합동이나

닮음을 찾아서 문제를 해결하려는 경향을 보였다. 학생

들이 문제를 읽고 전략을 고민하는 동안 연구자가 학생

들에게 어떠한 생각을 하고 있냐고 물었을 때 학생들은

보통 삼각형이 있는 문제에서는 합동을 찾고 있다는 대

답을 했다. 특히나 김혜원은 인터뷰 도중 언제나 삼각형

의 합동을 먼저 찾느냐는 질문에 자신은 합동으로 문제

해결하는 것을 선호한다고 진술하였다.

연구자: 어떤 계획을 세우고 있어요?

김혜원: 또 합동을 찾으려구요.

연구자: 왜 무조건 합동만 찾으면 되요?

김혜원: 아니요 그게 아니라요 어떤 특징을 찾아야

할 거 아니에요. 이 사각형의 특징.. 음.. 직사

각형이면 90이고 이런 특징이 있잖아요.

그런데 지금 아는게 별로 없으니까 합동 같

은 것 찾아서… 각 같은거.. 그런 것 찾으면

특징을 좀 알 수 있지 않을까요?

이처럼 주어진 문제의 그림에 삼각형이 제시되어 있

을 때 학생들은 삼각형의 합동이나 닮음을 이용하여 문

제를 해결하려는 경향을 나타냈다. 특히 그림에 제시된

삼각형이 두개 이상이며, 그 두 삼각형이 시각적으로 닮

았거나 합동처럼 보일 경우 이러한 성향이 더욱 두드러

졌다. 다시 말해, 학생들은 삼각형이 두개 이상 제시된

경우에는 삼각형의 합동이나 닮음을 찾아서 문제를 해결

하려는 경향을 보이지만 주어진 그림에 삼각형이 하나만

제시되어있는 경우는 삼각형의 합동이나 닮음을 찾기보

다는 다른 전략을 이용해서 문제를 해결하려는 경향을

보였다. 주어진 문제의 그림에 삼각형 하나만을 보고 김

혜원은 합동으로는 문제를 해결 할 수 없다고 하였다.

김혜원은 또 주어진 그림에 삼각형이 한 개만 있을 경우

보조선을 그려서 삼각형을 두 개 만들 수는 있지만 그렇
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[그림 1] 문제에 주어진 등변 사다리꼴

[Figure 1] A Isosceles Trapezoid given in a task

[그림 2] 학생이 보조선을 그려 합동을 찾으려 한 그림

[Fig. 2] A student's attempt to find congruent triangles

by drawing lines on a given isosceles trapezoid

게 까지 해서 합동을 보이는 일은 별로 없었다며 삼각형

이 두 개있을 때는 합동이나 닮음을 찾고 그렇지 않을

때는 다른 조건들을 살펴보아서 문제의 해결방법을 찾는

다고 하였다. 이소연 또한 문제에 제시된 그림에서 삼각

형이 두 개 이상 있을 경우 합동으로 문제를 해결하려는

경향을 보였다. 이소연은 문제에서 삼각형이 두 개 제시

되었을 때 합동을 이용할 뿐만 아니라 삼각형이 제시되

지 않은 거의 모든 문제에서 보조선을 그려서라도 삼각

형을 두 개를 만들어 그 안에서 삼각형의 합동 조건이나

닮음 조건을 이용하여 문제를 해결하려는 성향이 더욱

두드러졌다. 예를 들면 이소연은 [그림 1]과 같이 등변사

다리꼴이 제시된 상황에서도 [그림 2]에서와 같이 보조

선을 그려서 삼각형의 합동으로 풀어야 할 것 같다고 하

였다. 이 문제는 보조선을 그리지 않고도 등변 사다리꼴

의 성질로 해결할 수 있는 문제였으나 이소연은 보조선

을 그려 삼각형의 합동으로 문제를 해결하려 하였다. 이

소연의 이러한 풀이과정이 틀린 것은 아니었지만, 이소

연은 대부분의 문제를 두 삼각형의 합동이나 닮음을 찾

아 문제를 해결하려는 경향성을 강하게 나타내었다. 이

와 같이 학생들은 기하증명 과정에서 삼각형이 두 개 제

시된 문제라면 어김없이 제일 먼저 삼각형의 합동조건이

나 닮음조건을 활용하여 문제를 해결하려는 경향을 보였

으며, 그렇지 않은 문제에선 보조선을 그려서라도 삼각

형의 합동이나 닮음조건을 활용하려는 경향을 보였다.

학생들이 증명 과정에서 정리나 증명을 혼동할 때 일

단은 학생들에게 스스로 생각하도록 시간을 주었고, 학

생들이 도움을 요청 했을 때 연구자가 개입하여 사각형

의 정의나 정리를 인터뷰 중간에 설명하였다. 그러나 학

생들은 다음 인터뷰 시 앞선 인터뷰에서 설명되었던 사

각형의 성질, 정리 등을 또 다시 혼동하는 모습을 자주

보였다. 뿐만 아니라 학생들은 특히, 사각형의 포함 관계

를 제대로 이해하지 못하고 있었다. 사각형의 포함 관계

중 에서도 직사각형과 마름모 그리고 정사각형의 관계를

제일 혼동하였다. 이것이 인터뷰를 진행하는데 있어서

계속적으로 문제가 될 것 이라고 판단하여 1회 인터뷰에

서 두 학생 모두에게 사각형, 사다리꼴, 평행사변형, 직

사각형, 마름모, 정사각형의 종류와 각각의 정의를 설명

하며 사각형의 포함 관계를 벤다이어그램으로 제시하여

설명하였다. 학생들에게 사각형의 포함 관계에 대해서

설명하기 전에 연구 대상 학생들이 가장 많이 혼동한 부

분은 마름모와 직사각형의 집합 관계였다. 마름모 집합

과 직사각형 집합의 교집합이 정사각형 집합이 되는 관

계임에도 불구하고, 학생들은 마름모 집합이 직사각형

집합의 부분 집합이라고 생각하거나 반대로 직사각형 집

합이 마름모 집합의 부분 집합이라고 생각하는 경향성을

나타내었다.

3) 주어진 그림의 전체 보다는 부분적인 요소에 집중

하는 경향성

학생들은 문제에서 주어진 삼각형이나 사각형이 보조

선이나 연장선에 의하여 더 작은 삼각형이나 사각형으로

분리되어 있을 때 전체적인 도형을 활용하여 접근하기

보다는 분할된 도형에 집중하여 접근하는 경향성을 나타

냈다. 즉, 학생들은 전체적인 도형을 이용해 문제를 해결

할 수 있는 상황에서도 전체적인 도형의 조건을 활용하

여 문제를 해결하려 하기 보다는 먼저 주어진 그림에서
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[그림 4] 분할된 삼각형이 비정형인 경우 학생들의

풀이 과정

[Fig. 4] Students’ solution

[그림 3] 학생들이 분할된 삼각형  에 집중하여

문제를 해결한 그림

[Fig. 3] Students’ Drawing focusing on a triangle BOC

보조선이나 연장선으로 인해 ‘분할된’ 삼각형이나 사각형

에서 단서를 얻어 문제를 해결하려 하였다. 김혜원의 경

우는 분할된 도형에 집중하여서 문제 해결에 필요한 단

서들을 찾다가 전략이 잘 떠오르지 않으면 그 때 전략을

바꿔서 전체적인 도형을 고려하였다. 그러나 이소연은

부분에만 집중하여 전체적으로 접근하지 않았다.

인터뷰가 진행되는 동안 학생들이 이러한 성향을 자

주 보인다는 것을 알게 되어 학생들의 이러한 경향이 두

드러지는 문제들을 분석해보았다. 학생들은 문제에서 제

시된 도형이 ‘시각적’으로 정형인 삼각형(시각적으로 정

삼각형처럼 보이거나 이등변 삼각형처럼 특징 있어 보이

는 삼각형)이나 사각형으로 분할되어있을 경우 이처럼

분할된 도형에 집착하는 경향성을 나타내었기 때문에 학

생들에게 분할된 삼각형의 모양이 비정형(정삼각형이나

이등변 삼각형같이 보이지 않는 특징 없는 삼각형)인 문

제를 제시하였다. 학생들은 분할된 도형이 시각적으로

비정형 삼각형이나 사각형처럼 보이자 이러한 문제에서

는 분할된 삼각형이나 사각형에는 별 관심을 보이지 않

고 분할된 도형보다는 다른 전략을 찾아서 문제를 해결

하려했다. 다시 말해, 학생들은 보조선이나 연장선에 의

해 도형이 분할되어 있을 경우 분할된 삼각형이나 사각

형의 모양이 시각적으로 정형(정삼각형이나 이등변삼각

형)일 때는 분할된 것에 집착하는 경향을 보이지만, 비

정형일 경우(특징이 없어 보이는 삼각형)에는 분할된 삼

각형을 이용하려는 노력을 하지 않았다. 예를 들어 [그

림 3]과 같은 도형이 제시된 문제를 학생들에게 제공하

였을 때 연구자가 예상한 풀이 과정은 삼각형 와

삼각형 의 합동을 이용하여 문제를 해결하는 것이

었다. 처음 학생들에게 제시된 문제에는 선분와 선

분 의 교점 는 없었다. 그러나 학생들은 [그림 3]

과 같은 문제를 접했을 때 전체 삼각형인 와 삼각

형 를 이용해서 문제를 해결할 수 있음에도 불구

하고 교점 를 자신들이 문제에 기록하여, 분할되어 만

들어진 삼각형 가 이등변 삼각형처럼 보인다는 것

에 집중하여 문제를 해결하려는 경향을 보였다. 두 학생

모두 이러한 경향을 보였으나 이소연의 경우는 [그림 3]

과 같이 삼각형 에 집중하여 마지막까지 같은 방

법으로 문제를 해결하였고, 김혜원의 경우는 처음 문제

를 접했을 때 이소연과 같이 삼각형 에 집중하여

서 문제를 해결하려고 하였다. 그러나 김혜원은 고민을

하다가 중간에 전략을 바꿔서 전체 삼각형인 와

로 관점을 바꿔 두 삼각형의 합동을 이용하여 증

명을 마무리 하였다.

인터뷰를 진행하는 동안 제시된 다른 여러 문제에서

도 학생들은 이와 같이 시각적으로 정형인 삼각형으로

분리된 문제는 먼저 분할된 도형에 집중하여 문제를 해

결하려는 경향을 보였다. 그러나 [그림 4]와 같이 보조선

이나 연장선에 의해 삼각형의 모양이 분할 되어있으나

분할된 삼각형이 비정형인 경우는 전체나 다른 성질을

이용하여 문제를 해결하는 모습을 보였다. 즉 학생들은

분할된 도형이 시각적으로 정형인 경우에는 분할된 도형

에 집중하는 모습을 보였으나 시각적으로 비정형인 경우

에는 집중하지 않는다는 것을 알 수 있었다.
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2. 학생들의 사고과정의 차이점

위에서 학생들이 기하 증명 과정에서 보이는 사고 과

정의 공통적인 특성에 대하여 살펴보았는데, 여기에서는

두 학생들이 보이는 사고과정에서의 차이점에 대하여 기

술한다. 연구 대상 2명 중 김혜원은 캐나다에서 초등학

교 시절을 보냈는데 이 때문에 언어적인 어려움을 겪는

것으로 추정할 수 있다.

1) 용어의 혼동과 혼용

앞에서 본 학생들의 공통적 특징에서 학생들이 삼각

형의 합동조건과 삼각형의 닮음 조건을 혼동함을 언급

하였다. 이와는 약간 다르게 김혜원은 합동과 닮음의 용

어를 혼동하거나 혼용하여 사용하였다. 앞서 공통적인

특징에서 설명한 것은 학생들이 합동이나 닮음 ‘조건’을

혼동하는 것이었으나, 김혜원이 보이는 특징은 합동이나

닮음이라는 ‘용어’를 혼동하여 사용하였다. 예를 들면 김

혜원은 연구자에게 “닮음이에요.”라고 말하였으나 사용

하는 조건들이나 학생의 증명 과정을 살펴보면 합동조건

을 사용하고 있는 경우, 즉 말로는 닮음이라고 하였지만

학생들의 문제 해결과정에는 합동을 사용하고 있는 경우

들을 포함하는 내용이다.

김혜원이 가장 많이 혼동하거나 아무렇지 않게 혼용

하여 사용하는 단어는 합동과 닮음, 면과 변이다. 그리고

김혜원은 “길이가 평행하다.”라는 표현이나 “면이 같다.”

같은 어색하거나 애매한 표현들도 사용하였다. 김혜원의

경우 외국에서 살다온 기간이 길어서 한국말을 여전히

혼동하거나 혼용하여 사용하는 모습을 자주 보였는데 김

혜원이 특히 혼용하는 단어는 직사각형을 ‘직각사각형’이

라고 표현하거나 직각삼각형을 ‘직삼각형’ 같은 단어로

사용하는 것 이었다. 또는 ‘변의 길이가 같다.’를 “면의

길이가 같다.”로 표현하곤 했다. 또 교점을 중점과 헷갈

려하는 모습도 보였다. 학생들이 이러한 모습을 보일 때

연구자가 개입하여 학생들에게 다시 질문을 하였고 학생

들은 자신이 용어를 잘못 사용하였음을 깨닫고 다시 용

어를 수정하여 사용하였다. 이러한 점으로 보아 학생들

이 용어의 정의를 모르는 것은 아니나 문제 해결 과정에

서 가끔 혼동하는 정도로 볼 수 있다. 이러한 학생들의

경향성은 초반에 실시한 1회~3회 인터뷰에서 많이 나타

났다. 대부분 학생들이 기하 증명을 학습한 뒤로 시간이

경과하여 용어를 망각한 모습인 듯 했으며 인터뷰가 거

듭되면서 점점 이러한 용어사용의 횟수는 줄긴 하였으나

가끔 용어를 혼동하거나 혼용하였다.

2) 도형의 시각적인 요소에 집착하는 경향

기하 증명 과정에서 이소연은 문제에서 주어진 그림

의 시각적 요소에 집착하는 현상을 보였다. 예를 들면

‘어떤 사각형인지 증명하라’는 문제가 주어졌을 때 문제

에서 제시된 그림이 정사각형과 시각적으로 유사해보이

면 정사각형이라는 것을 전제로 하고 문제에 접근하는

경향이 두드러졌다. 이소연은 증명을 전개하지 않고도

답을 먼저 말하곤 하였는데 그럴 때 이유를 물으면 “그

냥 정삼각형처럼 보여서 정삼각형임을 증명해 보려구

요.” 또는 “그냥 딱 봐도 는 아닌 것 같은데...”, “정

삼각형으로 생각해야 편할 것 같아서요.” 라며 문제에

주어져 있지 않은 정삼각형 조건을 사용하기도 하였으

며, “90° 여야 하는데 그럴만한 각이 아니에요.”라는 등

시각적인 요소에 의존한 진술을 자주 하였다.

이처럼 이소연은 기하 증명을 연역적인 방법으로 문

제를 해결하려 하기 보다는 시각적인 직관에 의존하여

문제를 해결하려는 경향이 강했다. 이소연은 또한 [그림

5]와 같은 문제에서 주어진 평행사변형이 시각적으로 직

사각형처럼 보이자, 문제도 제대로 읽지 않고 직사각형

의 성질을 이용하여 증명을 구성하는 모습을 보였다. 이

소연은 이처럼 문제에서 제시되지 않은 조건들을 함부로

사용하는 모습을 자주 보였는데, 이소연이 그러한 모습

을 보이는 상황을 분석해 보았을 때 모두 시각적 요소에

집착한 경우였다. 예를 들면, 주어진 도형에서 선분 한

쌍이 평행해 보인다면 주어진 선분 한 쌍이 평행하다는

것을 증명하지 않고 자신의 문제해결 과정에 함부로 사

용하는 것이다. 다음은 [그림 5]의 문제를 해결하는 이소

연의 모습이다.

이소연: 직사각형의 두 대각선의 가운데 점은 두 선

을.. 다 같게 하는 거니까... 중점이므로...

연구자: 지금 주어진 문제가 직사각형이에요?

이소연: (문제를 봄) 아 평행사변형이군요..죄송해요.

또한 이소연은 [그림 5]의 문제에서 주어진 그림의 사
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[그림 6] 학생이 문제 해결을 위해 평행사변형의 성질

을 알기위해 그린 그림

[Fig. 6] A Student’s Drawing for finding the properties

of parallelograms

[그림 5] 제시된 평행사변형 가 시각적으로 직

사각형처럼 보이는 문제

[Fig. 5] A parallelogram given in a task that can be

seen as a rectangle

각형이 시각적으로 직사각형으로 보이는 것이 문제 해결

에 불편했는지 빈 공간에 일반적으로 교과서에서 제시되

는 평행사변형의 모양인 [그림 6]과 같은(평행사변형은

되지만 직사각형은 되지 않는 일반적인 평행사변형) 평

행사변을 다시 그렸다. 연구자가 무엇을 그린 것인지 설

명하도록 요청했을 때, 이소연은 주어진 그림이 직사각

형처럼 보여서 평행사변형의 특징을 아는데 이것이 혼동

이 되기 때문에 일반적인 평행사변형을 그려서 평행사변

형의 특징을 살펴본다고 하였다. 이러한 점들을 통해서

이소연이 시각적 요소에 민감하게 반응한다는 것을 알

수 있다.

3) 가정과 결론에 대한 혼동

학생의 증명과정의 특징 중 이소연이 자주 드러낸 또

다른 특징은 가정과 결론을 혼동하는 것이다. 이소연은

주어진 문제에서 증명해야 하는 결론을 이미 아는 것으

로 간주하고 증명 과정에서 조건으로 사용하는 모습을

빈번히 보였다. 예를 들어, 두 직선이 평행임을 보여야

하는 문제에서도 평행임이 증명되어야만 사용할 수 있는

‘엇각이 같다’라는 성질을 증명을 하는 도중에 조건으로

사용하는 모습을 보였는데, 연구자가 풀이 과정 도중에

개입하여 왜 그런 것이냐고 묻고 왜 그런 조건을 사용하

게 되었는지를 질문할 때에만 자신의 실수를 깨달았다.

그러나 이소연은 자신이 결론으로 증명해 보여야하는 것

을 조건으로 사용하고 있다는 것을 인식하고도 한 문제

에서도 몇 번이고 똑같이 결론과 가정을 혼동하는 실수

를 반복하는 모습을 보였다. 다음은 평행을 보여야하는

문제에서 이소연이 평행이라는 것을 알아야만 사용할 수

있는 엇각 조건을 증명과정에 사용하는 모습이다. 즉, 엇

각관계임을 보여야만 하는 두각을 같다고 조건으로 사용

하여 증명을 전개해나가는 것이다. 그리고 다시 자신이

결론을 가정에 사용했다는 것을 인식한 뒤에도 실수를

반복하는 모습을 볼 수 있다.

4) 경험이나 직관에 의존한 주장(논리적 비약)

증명 문제를 해결하는데 있어 이소연은 종종 연역적인

증명 방법보다 자신의 경험이나 직관에 의존하여 비형식

적인 주장을 하였다. 이러한 현상 또한 김혜원은 보이지

않았으나 이소연이 자주 보이는 특징이다. 이소연은 증

명 과정에서 자신의 추론을 정당화할 때 ‘어차피’라는 용

어를 많이 사용했다. 대부분의 이소연이 주장하는 추론

은 논리성이 부족하였고 연역적인 설명보다는 자신의 경

험이나 시각적인 내용에 의존한 주장이 많았다. 다시 말

해 이소연은 자신의 추론을 정당화 하는데 있어서 연역

적으로 증명하여 설명하기 보다는 자신의 경험에 의존하

여 증명의 몇 단계를 생략하여 직관적으로 결론만 유도

하는 논리적 비약을 보였다. 그러한 과정에서 연구자가

증명과정에 개입 하여 이소연에게 조금 더 자세한 설명

을 요구하거나 이소연의 추론이 논리성이 부족함을 반박

할 때도 이소연은 계속적으로 직관이나 경험에 의존한

비형식적인 주장을 하였으며 그러한 자신의 주장이 왜

잘못 된 건지 이해하지 못하고 오히려 자신의 직관적인

주장을 연구자에게 이해시키려하는 모습을 보였다. [그

림 7]의 문제를 제시했을 때 이소연은 각 와 각
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[그림 7] 학생이 비형식적 주장을 많이 한 문제

[Fig. 7] A task in which students make weak arguments

가 같다고 주장하였다. 연구자가 두 각이 왜 같은

지 묻자 이소연은 큰 삼각형  안에 선분 를

그어 생긴 삼각형 가 각 를 공유하며 겹쳐져있

는 상황이니 각 와 각 가 ‘어차피’ 같다고 계

속 주장하였다.

이처럼 이소연은 연역적이지 못한 주장을 하며 “어차

피 같다”라는 말을 많이 하며 경험이나 직관에 의존한

주장을 많이 하였는데, 이러한 상황을 연구자가 분석한

결과 이소연이 이러한 모습을 보이는 상황은 두 가지였

다. 첫 번째 상황은 문제에서 주어진 그림이 시각적으로

자신의 추론과 유사할 때이다. 다시 말해 이소연이 [그

림 7]의 문제를 해결하는 과정에서 하는 주장 ‘각 ADE

와 각 ABC가 같다’는 문제에 주어진 그림에서도 시각적

으로 그러해 보이기 때문에 자신의 주장을 더 확고하게

믿는 듯했다. 앞서 이소연이 시각적인 요소에 민감한 반

응을 보이며 시각적인 것들에 집착하는 경향을 보임을

살펴보았는데, 이소연이 직관적인 주장을 하는 것도 시

각적인 요소에 많은 영향을 받는다는 것을 알 수 있다.

두 번째 이소연이 이러한 직관적 주장을 하는 상황은 과

거의 학습경험에 의존할 때이다. 이소연이 직관적 주장

을 하는 문제들 중 몇 가지 문제들은 교과서나 문제집에

서 자주 볼 수 있는 문제 상황과 유사한 것들이었다.

다시 말해 이소연은 과거에 접해 본적이 있어서 결과만

어렴풋하게 알고 있는 경우에도 직관적인 주장이나 경험

에 의존한 주장을 하였다. 이소연은 문제를 푸는 도중에

도 “아, 이거 예전에 했던 것 같은데” 라고 하거나 “예

전엔 알았는데..”라는 말을 하기도 하였으며 비형식적인

주장을 할 때 연구자가 왜 그런지 이유를 묻자 “그랬던

것 같은데...” 라는 말을 하였다. 이러한 이소연의 반응으

로 이소연은 과거 학교나 개인적인 학습 경험 시 접했던

문제 상황을 떠올리며 비형식적인 주장을 함을 알 수 있

다. 이러한 비형식적인 주장을 할 때 이소연은 수학적으

로 불분명한 용어를 사용하기도 하였는데 “같은 각만큼

으로 찌르잖아요.” 또는 “사다리를 놓고, 그러니까 E, F

에 발을 놓고 똑같은 모서리를 향해 꽂았기 때문에 각이

같고...” 라는 불분명한 용어를 사용하며 수학적인 증명

을 하였다.

Ⅴ. 결론 및 제언

중등학교 수학의 영역 중에서 증명이 가장 많이 요구

되는 영역은 기하 영역이며, 따라서 기하 영역은 학생들

에게 증명 훈련을 시키는데 가장 적합한 분야이다. 이러

한 기하 영역에서 증명의 중요성 때문에 교사들은 학생

들에게 증명을 이해시키기 위해 많은 시간을 할애한다.

그러나 이러한 교사들의 노력에도 불구하고 대부분의 학

생들은 수학 학습에 있어 유독 증명학습을 많이 어려워

하고 기피하는 현상을 보인다(Healy& Hoyles, 2000). 따

라서 이 연구에서는 학교 정규 교육과정의 내용으로 기

하 증명을 이미 배운 2명의 학생들이 기하증명 과정에서

보이는 사고과정이나 전략을 살펴보고 학생들의 사고과

정에서 나타나는 규칙은 무엇이며 특징은 어떠한지 탐색

하고자 하였다.

그 결과, 두 명의 학생들이 공통적으로 보인 특징은

삼각형의 닮음과 합동의 조건을 혼동하며, 삼각형의 합

동이나 닮음을 찾아서 문제를 해결하려는 경향성, 사각

형의 정리나 정의를 혼동하거나 사각형의 포함관계를 잘

알지 못하는 점, 그리고 주어진 그림에서 도형이 분할되

어있을 경우 전체적인 도형에 집중하기 보다는 먼저 분

할된 도형에 집중하여 문제를 해결하려는 경향성을 보인

것 등이다. 특히, 학생들이 대부분 증명을 전개할 때 경

험적 논증을 사용하고 불완전한 추론을 하는 등의 실수

를 하는 것으로 나타났는데, 이는 Heinze & Reiss

(2009)의 연구 결과와 일치한다. Balacheff (1988)의 연구

에서도 학생들은 경험적인 주장과 연역적인 주장을 구분

하지 못하고 연역적인 주장보다 경험에 의존한 주장을

더 선호한다는 것을 보여주었는데 본 연구 결과와 동일

하나 학업 성취도가 상위권인 학생들은 제외되는 결과이

다. 그러나 학업 성취도가 낮은 학생이 이러한 경험이나

직관에 의존한 주장을 하면서도 학생은 가끔 본인 스스

로도 논리적이지 못하다는 것을 깨달았는지 자신이 “지
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금 무언가 놓치고 있는 것 같다.” 또는 “이렇게 해도 되

나?” 라는 혼잣말을 하기도 하였다. 또 연구자에게 ‘어떤

사각형인지 주장하고 싶으면 그 사각형의 정의에 맞는

조건을 보여야 하는 것 아닌가요?’라는 질문을 하기도

하였다. 학생은 알고는 있지만 어떻게 해야 하는지는 모

르겠다고 하였고 연역적인 주장이 필요하다는 것은 어렴

풋하게 인지하는 듯 했으나 실제적으로 그러한 증명을

전개해 나가지는 못하였다.

차이점으로는 학생 두 명 중 학업 성취도가 비교적

낮은 학생만 보인 특징이 있는데, 도형의 시각적인 요소

에 민감하게 반응하는 것과 가정과 결론을 혼동하여 서

술하는 것 그리고 직관이나 경험에 의한 비논리적인 주

장을 하는 것 등이다. 또한 학생들이 자주 보인 공통적

경향은 절차적 지식의 사용이었다. 학생들이 기계적으로

암기하여 사용하는 정리는 ‘평행이면 엇각과 동위각이

같다’였다. 학생들은 증명 과정에서 이 정리를 빈번하게

사용하였지만 실제로 왜 그런지 알지 못하였고 고민해본

적도 없다고 하였다. 심지어 학생들은 엇각과 동위각은

평행한 두 직선이 존재할 때만 정의되는 용어로 알고 있

었다. 이러한 원인으로는 한국 수학 교육과정에서 엇각

과 동위각은 두 선이 평행임을 보일 때만 등장하고, 교

사 또한 ‘평행이면 엇각 같다’라는 결론만 학생들에게 암

기시키다 보니 이러한 모습을 보여주는 듯하다. 증명이

학생들의 수학적 사고능력과 추론능력을 기르기 위해 이

뤄지는 활동인 만큼 교사가 이러한 정리를 학생들에게

언급하고 이해시켜 주는 것 또한 중요하다고 생각된다.

학업 성취도 상위 40%로 비교적 낮은 학생만이 보인

특징으로는 첫째, 시각적인 요소에 집착하는 경향이다.

문제에 주어진 도형이 시각적으로 직사각형처럼 보이면

학생은 직사각형이라는 것을 이미 알고 있는 것처럼 직

사각형의 성질을 활용해서 문제를 해결하려 하는 경향을

자주 보였다. 반면에, 학업 성취도가 높은 학생은 시각적

인 요소에 많이 흔들리지 않았으며 시각적으로 그러해

보인다 하여도 연역적 증명으로 밝혀서 알아낸 조건이

아니라면 함부로 사용하면 안 된다는 것을 알고 있었다.

예를 들어, 문제에 시각적으로 정사각형처럼 보이는 그

림이 문제에 제시되어 있다면 ‘아마 이 사각형은 정사각

형이 될 수도 있을 것이다’라는 정도로 예상하고 필요하

다면 연역적 증명을 하여 추론을 정당화하고 그것을 문

제 해결을 위한 전략으로 사용하였다. 반면에 학업 성취

도가 낮은 학생은 시각적인 요소에 매우 민감하게 반응

하는 모습을 자주 보였으며 이후 살펴볼 학생의 특징들

도 이러한 시각적인 요소에 집착하는 것과 깊은 관련이

있다.

학업 성취도가 상대적으로 낮은 학생의 두 번째 특징

은, 가정과 결론에 대한 혼동이다. 상위권 학생은 문제에

서 증명하라는 것을 보이기 위한 근거들을 역 추적하는

방식으로 증명에 필요한 것들을 차근차근 찾아나가는 경

향이 있었지만 학업 성취도가 낮은 학생은 문제에서 원

하는 것을 단계적으로 찾아나가기 보다는 문제를 보고

일단 우선적으로 떠오르거나 직접적으로 보이는 요소들

의 영향을 많이 받는 것으로 나타났다. 즉, 자신의 문제

상황과 관련 없는 요소들에도 민감하게 반응하며 시각적

으로 평행처럼 보이는 것이면 일단 평행이라는 것을 보

이려 하고, 시각적으로 각이 같아 보이면 각이 같음을

보이려하는 등 문제를 해결하는데 불필요한 요소들을 두

서없이 다 찾거나 접근하는 식으로 방향성을 잃는 모습

을 자주 보였다. 이러한 과정에서 학생은 증명해야 할

목적을 잊거나 주어진 조건들을 제대로 활용하지 못하여

혼란스러워 하고 어려워하는 모습을 빈번히 보였다. 이

과정에서 학생은 증명해야 하는 것(결론)을 증명 과정

도중에 조건으로 사용하는 등의 실수를 많이 하였다. 이

러한 과정을 통하여 증명 과정에서 학생들이 시각적 요

소에 많은 영향을 받는다는 것을 알 수 있었다. 학업 성

취도가 낮은 학생이 이러한 경험이나 직관에 의존한 주

장을 하면서도 학생은 가끔 본인 스스로도 논리적이지

못하다는 것을 깨달았는지 자신이 “지금 무언가 놓치고

있는 것 같다.” 또는 “이렇게 해도 되나?” 라는 혼잣말

을 하기도 하였다. 또 연구자에게 ‘어떤 사각형인지 주장

하고 싶으면 그 사각형의 정의에 맞는 조건을 보여야 하

는 것 아닌가요?’라는 질문을 하기도 하였다. 학생은 알

고는 있지만 어떻게 해야 하는지는 모르겠다고 하였고

연역적인 주장이 필요하다는 것은 어렴풋하게 인지하는

듯 했으나 실제적으로 그러한 증명을 전개해 나가지는

못하였다.

흥미로운 점은 학생들의 공통적인 특징 중 하나인 주

어진 도형의 전체 보다는 분할된 부분에 집중하는 경향

성이다. 학생들은 주어진 도형이 분할 되어있을 때 분할
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된 삼각형이 정형일 경우에는 관심을 보이고 분할된 도

형의 특징을 찾아 접근하는 모습을 보이고, 비정형 삼각

형으로 분할 되어있을 때는 분할된 도형에 별 관심을 보

이지 않는다는 것이다. 이러한 점은 선행연구에서도 언

급된 적이 없어서 연구자 또한 예상하지 못하였던 결과

이다. 이러한 학생들의 사고과정의 특징이 일반적인 학

생들에게도 나타나는 것인지, 본 연구 대상 학생들만의

특징인지 알아보는 후속 연구가 필요할 것이다. 만약 이

와 같은 특징이 일반적인 학생들도 가진 특징이라면 학

생들은 왜 이러한 현상을 보이는지에 대한 연구가 후속

연구로 진행되면 학생들이 증명을 하는데 있어서의 사고

과정을 좀 더 잘 파악할 수 있을 것이라 예상한다. 또한

학생들의 이러한 특징이 과거 학습 경험과 얼마나 많은

관련성이 있는지 학생들의 사고과정의 일반적인 특징인

지 후속 연구를 통해 밝히는 노력이 필요하며, 이는 학

생들의 기하증명 학습 및 교사들의 교수법에도 큰 도움

이 될 것이다.
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This study aims to explore secondary students’ thinking while doing proof in geometry. Two secondary

students were interviewed and the interview data were analyzed. The results of the analysis suggest that the

two students similarly showed as follows: a) tendencies to use the rules of congruent and similar triangles to

solve a given problem, b) being confused about the rules of similar and congruent triangles, and c) being

confused about the definitions, partition and hierarchical classification of quadrilaterals. Also, the results

revealed that a relatively low achieving student has tendency to rely on intuitive information such as visual

representations.
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