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Abstract

Distances or dissimilarities among units are assumed to be symmetric in most cases of multidimensional

scaling(MDS); consequently, it is not an easy task to deal with asymmetric distances. Current asymmetric

MDS still face difficulties in the interpretation of results. This study proposes a simpler asymmetric MDS

that utilizes the order statistic of an asymmetric matrix. The proposed Web method demonstrates that some

influences among objects are visualized by direction, size and shape of arrow to ease the interpretability of

users.

Keywords: Multidimensional scaling, asymmetric matrix, Web method.

1. 서론

다차원척도법(multidimensional scaling)이란 다차원 공간상에서 개체간의 거리를 나타내는 자료

로부터 그들의 유사성(similarity) 또는 비유사성(dissimilarity)을 저차원 공간에 나타내어 그들의
관계를 탐색적으로 살펴보는 다변량 시각적 기법이다. 다차원척도법에서는 저차원 공간을 형상공

간(configuration space)이라하며, 이 공간에 개체를 기하적으로 나타낸 것을 다차원척도그림이라고
한다. 다차원척도법은 1950년대에 Torgerson (1952)이 고전적인(classical) 계량형(metric) 다차원척

도법을 처음 제안하면서 시작되었고, 1960년대에 Shepard (1962)와 Kruskal (1964)에 의해서 순서

적인(ordinal) 비계량형(nonmetric) 다차원척도법을 위한 알고리즘이 개발되었다. 그 이후 Ramsay

(1982)는 램지모형인 최대우도(maximum likelihood) 다차원척도법을, Oh와 Raftery (2001)는 베이즈

추정과 MCMC 알고리즘을 적용한 베이즈(Bayes) 다차원척도법을 제안하기도 했다. 이를 포함하여 다

차원척도법에 대한 정치학, 경제학, 심리학, 사회학, 시장조사, 지리학, 교육학 등 여러 분야의 다양한
응용과사례를 Choi (2014)에서찾아볼수있다.

일반적으로 이들 다차원척도법은 크기가 n × p인 다변량자료행렬 X로부터 얻어진 두 개체 i와 j간의

비유사성 dij로 이루어지는 n × n 거리행렬자료 D = (dij)에 대한 시각적 기법이다. 여기서 dij는 대

개 대칭성(symmetric) dij = dji을 만족한다. 그러나 경우에 따라 개체들 간에 대칭성이 만족되지 못
하는 비대칭성(asymmetric) dij ̸= dji이 발생하기도 한다. 이 경우에는 기존의 다차원척도법을 이용

한 시각화는 불가능하며, 비대칭 비유사성을 대칭성이 만족되도록 변환하여야 한다. 가장 대표적인 변

환은 dij
M = (dij + dji)/2, dij

N = (dij − dji)/2이다. 여기서 dij
M은 대칭성을 만족하며, dij

N은
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반(skew)대칭성 dij
N = −dji

N을 만족한다. 따라서 Cox와 Cox (2001) 그리고 Choi (2014)에 따르면

만약에 D = (dij)가 비대칭거리행렬이라면 이는 대칭성을 만족하는 DM = (dij
M )과 반대칭성을 만족

하는 DN = (dij
N )에의해서다음과같이분해될수있다.

D = DM +DN .

이때 DM = (dij
M )에 대해서는 기존의 다차원척도법을 적용하여 시각화하고, DN = (dij

N )에 대해서

는 Dt
NDN의고유값과고유벡터의분해를통해시각화한다. 이를비대칭다차원척도법이라하자. 그러

나 이것만으로는 비대칭행렬의 정보를 반영하기에는 부족하다. 이러한 단점을 보완하여 최근에 Huh와

Lee (2012)는 두 개체간의 거리차이에 대한 선형적 수량화 방법에 의한 고도 모형(altitude model)과

컬러링을제안하여비대칭다차원척도법의결과를시각적으로쉽게해석하고이해하도록하였다.

본 연구에서는 1장에서 소개한 다차원척도법의 비대칭거리행렬을 대칭행렬과 반대칭행렬로 분해한 후

대칭행렬에 대해 Kruskal (1964)의 비계량형 다차원척도법을 적용한다. 그 후 비대칭행렬자료의 순위
행렬자료를통하여각개체들간의상호적인영향력을화살표의방향과크기, 모양으로표현하여비계량

형 다차원척도법에 추가적으로 표현해주는 시각적 도구인 웹 방법(Web method)을 제안하려한다. 지

금까지 개발해온 방법들은 비대칭 다차원척도그림의 전반적인 영향력을 표현하였다. 그러나 비대칭행
렬자료는 각 개체별 직접적인 영향력도 중요하다. 웹 방법은 처음으로 비대칭행렬자료의 개체별 직접

적인 영향력을 표현해주는 방법이다. 이에 2절에서는 웹 방법에 대한 알고리즘을 소개하고, 3절에서

는 5개 자동차 회사의 운전자들의 자동차 전환 자료와 10개의 아라비아 숫자 0에서 9에 대한 모스부

호(Morse code) 자료에대한응용사례를보이고자한다.

2. 웹 방법

크기가 n × n인 비대칭거리행렬 D = (dij), i, j = 1, 2, . . . , n를 고려하자. 이에 앞서 D의 각 행의 주

변합이다를경우서로다른행의원소값이동일하더라도각행에주는영향은다를수있다. 이를보정

하기 위해 각 행별로 주변합의 값을 나누어 비율로 표현한 행렬을 D로 정의한다. 기존의 다차원척도법

은 D의 원소의 크기에 매우 민감하므로 이를 극복하기 위해 D의 전체 원소를 순위로 나타낸 순위행렬

을사용하기로하자. 여기서비대칭거리행렬 D의원소의순위를 rij , i, j = 1, 2, . . . , n라정의하면순위

행렬 R은다음과같다.

R =


r11 r12 . . . r1n

r21 r22 . . . r2n
...

...
. . .

...

rn1 rn2 . . . rnn

 .

이는비대칭거리행렬 D에서영향력이높은원소들은순위행렬 R에서의순위도높기때문에각행에대

해서 R의원소값이가장큰두개를이용하여다차원척도그림의방향성을고려한다. 이를위해순위행

렬 R의각행에대한모든열의값을순서통계량으로표현하면다음과같다.

ri(1) ≤ ri(2) ≤ · · · ≤ ri(n), i = 1, 2, . . . , n. (2.1)

여기서 i행에 대한 순서통계량 ri(k)가 원래 j열인 rij라 하면 다차원척도그림에 표현된 점들 중 i점에서

j점의 방향으로 크기가 ri(k)인 화살표를 그려준다. 이를 화살표 벡터라 하고 식을 정의하면 다음과 같

다.

ui→jri(k), i = 1, 2, . . . , n; k = n− 1, n− 2, (2.2)
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여기서 ui→j는 ||ui→j || = 1이고 i점에서 j점으로향하는단위벡터이다.

그러나 식 (2.2)를 이용하여 전체적인 시각화를 하게되면 다음과 같은 세 가지 문제점이 발생한다. 첫

번째, 식 (2.1)에서 i행과 j행에 대한 각각의 순서통계량 ri(k)와 rj(h)에 대해 i점과 j점 사이의 거리

dij가 i점에서 j점으로 그은 화살표 길이와 j점에서 i점으로 그은 화살표 길이의 합보다 작으면 다음의
식을만족하게되며,

dij < ui→jri(k) + uj→irj(h).

이럴 경우 두 화살표가 서로 겹쳐지게 된다. 또한 특정한 i행에서 가장 큰 값을 가지는 j열에 대해 두

점 사이의 거리가 최소값 ri(1)에 비해 매우 가까운 dij ≤ ri(1)인 경우나 최대값 ri(n)에 비해 매우 먼

dij ≥ ri(n)인 경우, 화살표가 두 점을 벗어나거나 화살표가 너무 짧아 식별이 어렵게 된다. 이러한 문제

는화살표의크기 ui→jri(k)에 0보다큰조절상수 c를곱하여식 (2.3)과같이그크기를조절해주면해
결된다.

ui→jri(k)c, i = 1, 2, . . . , n; k = n− 1, n− 2. (2.3)

두 번째, i점과 j점이 서로를 가리키고 있을 때 그 크기가 서로 비슷하여 시각적으로 식별이 잘 안 되는
경우이다. 이는 화살표의 선 모양을 서로 다르게 나타내면 해결된다. 예를 들어 i점에서 j점으로의 화

살표길이가 j점에서 i점으로의화살표길이보다길면다음을만족한다.

ui→jri(k) > uj→irj(h).

이때 i점에서 j점으로의 화살표 선 모양을 실선으로 하고, j점에서 i점으로의 화살표 선 모양을 점선으

로하면서로의크기가시각적으로좀더잘나타내진다.

세 번째, i점과 j점의 특성이 유사하여 거리가 상당히 가깝게 표현되는 경우가 있다. 이 때 화살이 서로

를 가리키게 되면 전체적인 화살표의 보정을 했음에도 화살이 두 점을 지나가는 경우가 발생한다. 예를

들어 i점과 j점의거리가상당히가깝고 i점의화살이 j점으로갈경우다음을만족한다.

dij < ui→jri(k)c.

이때 이미 다차원척도그림에서 i점과 j점이 서로 유사하다고 나타나있기 때문에 화살표를 생략하여 표

현한다. 이렇게 표현된 다차원척도그림은 마치 거미줄이 복잡하게 얽혀있는 모습처럼 보여 이를 웹 방
법이라정의하였다.

3. 사례분석

3.1. 자동차 전환 자료

Table 3.1은 5개 자동차 회사 BMW, Ford, Honda, Toyota, GM의 운전자들의 자동차 전환 자료이다

(Haiyan, 2005). 행은 운전자들이 과거에 사용하던 자동차의 회사이고, 열은 운전자들이 새로 구입한
자동차의 회사이다. 각 회사별로 다른 회사의 자동차로 옮기는 운전자의 수는 동일하지 않기 때문에 주

어진 자료는 비대칭 행렬이고, 각 행의 주변 합이 다르기 때문에 이 자료를 주변 합의 값으로 나눠주어

비율로표현한후웹방법을적용하였다.

Figure 3.1은 비대칭행렬자료를 대칭행렬 부분과 반대칭행렬 부분으로 나눈 후 대칭행렬 부분을 이용하

여 그린 일반적인 다차원척도그림이다. 제 1축을 기준으로 왼편에 Ford와 오른편에 나머지 4개 회사가
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Table 3.1. The car-switching data

BMW Ford Honda Toyota GM

BMW 180 40 20 0 10

Ford 20 343 40 30 70

Honda 10 20 120 10 20

Toyota 30 20 30 70 10

GM 10 20 0 20 250
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Figure 3.1. Multidimensional scaling plot of the car-switching data

있다. Ford의 운전자들이 차를 새로 구입할 때 다시 Ford의 자동차를 구입하는 경우가 많음을 알 수 있
고 나머지 회사들는 그 반대임을 알 수 있다. 제 2축까지 해석을 하면 GM의 운전자들은 자동차를 새로

구입할 때 Ford의 자동차를 구입하는 경우가 많은 반면 타 회사의 자동차를 구입하는 경우가 상대적으
로 낮은 것을 알 수 있다. 제 1축과 제 2축을 기준으로 제 1사분면에 GM, 제 3사분면에 Ford, 제 4사

분면에 Toyota, Honda 그리고 BMW가 나타나있다. 전반적으로 원점에서 멀리 떨어져있는 Ford, GM

그리고 BMW의 운전자는 새로운 차를 구입 할 때 다시 동일한 회사의 자동차를 구입하는 비율이 높고,

원점에 가까운 Toyota와 Honda의 경우는 나머지 세 회사에 비해 동일한 회사의 자동차를 구입하는 비
율이 낮음을 알 수 있다. 그리고 제 1축을 기준으로 Ford와 나머지 회사가 나누어지는 이유는 나머지

네회사의운전자들이다른회사의자동차를구입할때 Ford를가장많이구입하기때문이다. GM의경

우제 2축을기준으로혼자위쪽에위치해있는데그이유는다른회사를구입할때 Ford를구입하는운
전자의 비율과 나머지 세 회사를 구입하는 운전자의 비율의 차이가 나머지 회사들 보다 크기 때문이다.

하지만 각 회사별로 동일한 수의 운전자들이 차를 교체하는 것이 아니므로 Table 3.1의 정보를 완벽하

게반영하지못하며, 이를반영하기위해웹방법을적용하여야한다.

Figure 3.2는 Figure 3.1에 웹 방법을 적용한 그림이다. 이 그림을 얻기 위해 Table 3.1의 자료를 식

(2.3)에서 n = 5인경우 ui→jri(4)c와 ui→jri(3)c를이용하고조절상수 c는 7로하여다차원척도그림에
표현하였다. GM에서 Ford로의화살표는크기가상대적으로작고모양이점선이며, Ford에서 GM으로

의 화살표는 크기가 상대적으로 크고 모양이 실선이다. 이는 Ford의 자동차를 타던 운전자가 새 자동차

를 구입할 때 GM의 자동차를 구입하는 비율이 상대적으로 높다는 것을 나타낸다. 그리고 Ford의 자동

차를타던운전자가새자동차를구입할때 Honda의자동차를구입하는비율이두번째로높음을알수
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Figure 3.2. Web method plot of the car-switching data

Table 3.2. The morse code data

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

1 84 63 13 8 10 8 19 32 57 55

2 62 89 53 20 5 14 20 21 16 11

3 16 59 86 31 23 41 16 17 8 10

4 6 23 38 89 42 44 32 10 3 3

5 12 8 27 56 90 42 24 10 6 5

6 12 14 33 34 30 86 69 14 5 14

7 20 25 17 24 18 65 85 70 20 13

8 37 25 16 13 10 22 65 88 61 26

9 57 28 9 7 5 8 31 58 91 78

0 52 18 9 7 5 18 15 39 79 97

있다. Toyota와 Honda 그리고 BMW의 그룹은 전반적으로 운전자들이 새 자동차를 구입할 때 Ford의

자동차를 구입하는 운전자들이 많음을 알 수 있다. 물론 Toyota의 경우 그룹 내의 Honda와 BMW의

자동차를 구입하는 운전자들이 많아 보이지만, 대칭행렬로 변환했을 때의 정보는 Toyota에서 Ford로

많이옮기는것을알수있다.

3.2. 모스부호 자료

Table 3.2는 10개의 아라비아 숫자 0에서 9에 대한 모스부호를 정리한 자료이다 (Everitt와 Dunn,

1991). 이는 모스부호를 모르는 598명에게 청각적으로 기계에 의해서 두 수의 모스부호 신호를 짝을

지어 두 번 들려주고 두 신호의 짝이 같다고 생각하는 사람들의 비율을 나타낸 비유사성 행렬 자료이다.

이 자료는 비대칭 행렬로 되어있어 두 신호의 짝이 같다고 생각하는 사람들의 비율이 들려주는 순서에

따라 다름을 알 수 있다. 각 행의 주변합이 다르기 때문에 이 자료를 주변합의 값으로 나눠주어 비율로

표현한후웹방법을적용하였다.

Figure 3.3은 비대칭행렬자료를 대칭행렬 부분과 반대칭행렬 부분으로 나눈 후 대칭행렬 부분을 이용하

여그린일반적인다차원척도그림이다. 전체적으로제 1축의왼편에서부터시계반대방향으로 0(- - - - -),
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Figure 3.3. Multidimensional scaling plot of the morse code data
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Figure 3.4. Web method plot of the morse code data

1(· - - - -), 2(· · - - -), 3(· · · - -), 4(· · · · -), 5(· · · · ·), 6(- · · · ·), 7(- - · · ·), 8(- - - · ·), 9(- - - - ·) 순서로다소거칠
지만 원을 형성하고 있다. 제 1축을 기준으로 왼쪽에서 오른쪽으로 갈수록 모스부호인 점 ( · )이 증가되
는추세를측정하며, 제 2축을기준으로아래쪽은아라비아숫자 1(· - - - -), 2(· · - - -), 3(· · · - -), 4(· · · · -),
5(· · · · ·)로점 ( · )이먼저시작되며위쪽은 0(- - - - -), 9(- - - - ·), 8(- - - · ·), 7(- - · · ·), 6(- · · · ·)으로선 ( - )이

먼저 시작되어 신호의 동질성을 측정한다. 이는 두 신호를 들려주었을 때 같은 신호로 받아들이는 사

람들의 비율이 다차원척도그림에서 가까운 거리로 나타나있다. 이들을 비율로 보면 1(· - - - -)과 2(· · - - -
)를같다고생각하는사람, 3(· · · - -), 4(· · · · -), 5(· · · · ·)를같다고생각하는사람, 6(- · · · ·), 7(- - · · ·)을같
다고 생각하는 사람 마지막으로 8(- - - · ·), 9(- - - - ·), 0(- - - - -)이 같다고 생각하는 사람들이 많다. 그러
나 주어진 Table 3.2의 자료는 비대칭행렬로 나타나 있어 자료의 정보를 완벽하게 반영하지 않는다. 비
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대칭행렬의정보를완벽하게반영하기위해서웹방법을적용시켜살펴보자.

Figure 3.4는 기존의 다차원척도그림에 식 (2.3)의 n = 10인 경우 ui→jri(9)c와 ui→jri(8)c를 이용하고

조절 상수 c는 2/7로 하여 나타낸 웹 방법 그림이다. 그림을 살펴보면 전체적으로 화살표의 길이가 서
로 비슷하여 화살표의 길이로는 영향력의 크기를 알기 어려우므로 화살표의 모양과 방향을 이용하여 해

석하는 것이 바람직하다. 우선, 6(- · · · ·), 7(- - · · ·), 8(- - - · ·)의 경우 숫자가 커질수록 사람들이 더 많이
틀리는 것을 알 수 있다. 즉, 6(- · · · ·)과 7(- - · · ·)을 들려주었을 때 6(- · · · ·)을 7(- - · · ·)이라고 생각하
는 사람들이 7(- - · · ·)을 6(- · · · ·)이라고 생각하는 사람보다 많음을 알 수 있다. 7(- - · · ·)과 8(- - - · ·)의
경우도 위와 같음을 알 수 있다. 5(· · · · ·)의 경우는 이웃하는 두 수 인 4(· · · · -)와 6(- · · · ·)으로 착각
하는 사람들이 4(· · · · -)와 6(- · · · ·)을 5(· · · · ·)로 착각하는 사람들보다 많음을 알 수 있다. 2(· · - - -)와
9(- - - - ·)의경우는다른숫자로착각하는사람보다다른숫자를 2(· · - - -)와 9(- - - - ·)로착각하는사람들
이많음을알수있다. 3(· · · - -)의경우는다른숫자와조금다르게이웃하는숫자와헷갈리기보다는그
와 조금 멀리 떨어진 6(- · · · ·)으로 헷갈리는 사람들이 많음을 알 수 있다. 일반적으로 이웃하는 숫자들

을 모스부호로 들려주었을 때 사람들이 많이 헷갈리는 것을 알 수 있고, 3(· · · - -)의 경우만 특별하게 조
금떨어진 6(- · · · ·)으로생각하는사람이있음을알수있다.

4. 결론

지금까지 비대칭행렬을 다차원척도법으로 표현하는 방법에 대한 여러 연구가 있었다. 본 연구에서 제안
된 웹 방법은 주어진 비대칭행렬의 영향력을 화살표의 방향과 크기, 모양으로 표현함으로써 간단한 계

산만으로도 비대칭행렬의 모든 정보를 한눈에 알아보기 쉽도록 해주는 것이 장점이다. 이 연구의 경우
시각적 해석을 편하게 하기위해 주어진 비대칭행렬을 순위행렬로 변환하여 그 원소들을 순서통계량으로
만들었다. 그 후 순서통계량의 값 중 가장 큰 두 개의 값만을 화살표로 표현했기 때문에 나머지 부분에
대한 표현이 부족하다. 물론 나머지 값들이 큰 영향을 주지 않을 때는 웹 방법이 잘 적용되고 해석에 있

어서 큰 문제가 없음을 알 수 있다. 그러나 나머지 값들의 영향력도 크다면 그것에 대한 정보는 꼭 필요
한정보로반드시표현되어야한다. 향후에는영향력있는나머지값들을모두반영할수있는연구를기
대한다.
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