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- 기호설명 - 
 

a : 압입접촉반경 

E : 탄성계수 (영률) 

E* : 유효탄성계수 (유효영률) 

f(x) : 압입자 형상함수 

h : 압입깊이 

hc : 압입접촉깊이 

P : 압입하중 

R : 압입자 선단반경 

ur : 반경방향 변위 

x : 접촉반경으로 무차원화된 반경방향 거리 

Key Words: Instrumented Indentation Technique(계장화압입시험), Indenter Tip Geometry(압입자 선단 형상), 

Finite Element Analysis(유한요소해석), Spherical Indentation(구형 압입), Berkovich Indentation(버

코비치 압입) 

초록: 마이크로/나노 압입시험에 사용되는 각뿔 혹은 원뿔형 압입자의 선단 형상은 제작한계 및 사용 중 

마모 등으로 인해 필수적으로 곡면 형태를 띄게 된다. 많은 압입시험 관련 연구에서 각뿔형 압입자의 

선단 형상은 편의상 구형으로 가정한 후, 얕은 압입에 대한 구형압입 이론식을 적용하고 있다. 이러한 

가정에는 근본적으로 두 가지 문제점이 있는데, 첫 번째로 이론해의 정확성은 재료 물성치 및 압입자 

형상에 따라 변화한다는 점이며, 두 번째로 각뿔형 압입자의 실제 선단 형상은 이상적인 구형이 아니라

는 점이다. 본 연구에서는 유한요소해석에 기반하여 압입시험에 미치는 이 두 요소의 영향을 분석한다. 

먼저 탄성 구형 압입시험에 대해 푸아송비와 하중-변위 곡선의 상관관계를 살펴보고, 이를 기반으로 수

정된 구형 탄성 압입 관계식을 제시한다. 이어 가정된 Berkovich 선단 형상의 3차원 유한요소해석으로부

터 압입깊이에 따른 하중-변위 곡선의 특성을 분석한다. 

Abstract: The tip geometries of the pyramidal and conical indenters used for micro/nano-indentation tests are not sharp. 

They are inevitably rounded because of their manufacturability and wear. In many indentation studies, the tip 

geometries of the pyramidal indenters are simply assumed to be spherical, and the theoretical solution for spherical 

indentation is simply applied to the geometry at a shallow indentation depth. This assumption, however, has two 

problems. First, the accuracy of the theoretical solution depends on the material properties and indenter shape. Second, 

the actual shapes of pyramidal indenter tips are not perfectly spherical. Hence, we consider the effects of these two 

problems on indentation tests via finite element analysis. We first show the relationship between the Poisson's ratio and 

load–displacement curve for spherical indentation, and suggest improved solutions. Then, using a possible geometry for 

a Berkovich indenter tip, we analyze the characteristics of the load–displacement curve with respect to the indentation 

depth. 
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ν : 푸아송비 

1. 서 론 

자기 유사성(self-similarity)이 있는 각뿔형 압입자 

(pyramidal indenter)는 마이크로/나노 압입시험에서 

미소 재료의 다양한 기계적 물성 및 특성, 즉 

경도 및 영률,(1~3) 소성물성,(4) 취성재료의 파괴인

성,(5,6) 크리프 물성,(7,8) 잔류응력(9) 등을 평가하는 

데에 널리 이용되고 있다. 그러나 이상적인 자기 

유사성은 압입자 선단(tip)의 제작한계, 사용중 마모 

등으로 인해 매우 작은 압입깊이에 대해 적용되지 

않는다.(10) 이러한 압입자 선단 형상은 편의상 구형

으로 간주하여 얕은 압입깊이에 대한 탄성재료의 

구형 압입이론을 적용한다. 여기서 가상의 구형 

압입자 반경은 하중-변위 곡선의 회귀를 통해 

예측할 수 있다. 이렇게 예측된 선단 반경은 나노 

압입시험 시 발생되는 pop-in 현상 등을 분석할 

때 종종 이용된다.(11,12) 그러나 이러한 가정에는 

근본적으로 두 가지 문제점이 있다. 첫 번째는 

이론해의 정확성은 재료 물성치 및 압입자 형상에 

따라 변화한다는 점이며, 두 번째는 각뿔형 압입자의 

실제 선단 형상은 이상적인 구형이 아니라는 점이다. 

각뿔형 압입자의 특성을 고려할 때 실제 압입자 

선단의 형상은 압입자 모서리 수, 압입자 제작 및 

마모 특성에 따라 달라진다. 따라서 압입자 선단 

형상이 압입에 미치는 영향을 정량적으로 분석해 

볼 필요가 있다. 

본 논문의 2장에서는 포물면 회전체 및 구형 

압입자에 대한 Sneddon의 탄성 이론식에 대해 

정리하며, 3장에서는 본 연구에 사용된 유한요소해석 

모델에 대해 기술한다. 4장에서는 구형 압입자 혹은 

구형 선단을 가정할 수 있는 원뿔형 압입자에 대한 

탄성 유한요소해석을 통해 Sneddon 식과 해석치를 

비교하여 그 유효성을 검증하며, 탄성이론식과 

해석치의 차이를 최소화할 수 있는 보정식을 제안

한다. 이로부터 이론식 및 보정식으로부터 예측되는 

선단반경과 실제 해석에 사용된 반경의 차이를 

푸아송비 및 압입깊이별로 비교 평가해본다. 5장

에서는 임의의 선단 형상을 갖는 Berkovich 압입자에 

대한 해석을 통하여 압입깊이별 하중-변위 곡선의 

특성을 살펴보고, 이를 Sneddon 식과 본 연구에서 

제안한 보정식을 통하여 선단반경을 예측해본다.  

2. Sneddon의 탄성 압입수식 

원뿔형 및 각뿔형 압입자의 선단 형상을 구형으로 

가정한다면, 초기의 일정 접촉구간에 대해 구형 

압입시험으로 간주할 수 있다. 또한 이러한 초기 

접촉구간에서 탄성변형이 지배적이라면, 이 때의 

접촉을 Sneddon의 탄성 압입 관계식(13,14)으로 나타낼 

수 있다.  

반무한체의 등방성 탄성 재료에 대해 마찰이 

없는 조건에서 r-z 좌표축으로 정의되는 축대칭 

강체 압입자로 재료를 압입하는 경우, Sneddon의 

압입깊이 및 하중에 대한 관계식은 다음과 같이 

표현된다.  
 

1

0 2

( )

1

f x
h dx

x

′
=

−
∫   (1) 

2
1

*
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( )
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여기서 h는 압입깊이(혹은 변위), P는 압입깊이에 

대한 압입하중을 나타내며, E*는 유효탄성계수(유효

영률), a는 접촉반경, x는 r/a, 즉 접촉반경으로 

무차원화 된 반경방향 거리, f(x)는 압입자 형상

함수이다.  

Sneddon은 위의 관계식을 이용하여 몇 가지 

축대칭 압입자에 대한 탄성해를 도출하였다. 구형 

압입자의 경우 포물면(paraboloid) 회전체 압입자 

및 구(sphere)에 대해 유도된 식들을 비교해 볼 필

요가 있다.  

먼저 반경이 R인 구형 압입자에 대해 얕은 

압입을 가정하여 근사적으로 2( ) cf x h x= 와 같이 

표현할 수 있다. 여기서 ch 는 압입접촉깊이로 

2 / 2ch a R≈ 이다. 이와 같은 포물면 회전체 압입자에 

대해 식 (1) 및 (2)로부터 다음의 관계식이 유도

된다. 
 

2

2 c

a
h h

R
= =   (3) 

* 3
* * 1/2 3/28 4 4

3 3 3
c
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P E ah E R h

R
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여기서 E*는 강체 압입자에 대해 
* 2/ (1 )E E ν= −

이다. 한편, Sneddon(14)의 Hankel transform에 사용되는 

함수 ( )tχ 는 다음과 같이 정리된다. 
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∫ ∫
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식 (5)를 이용하여 유도된 ru 은 다음과 같다.  
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단, 0 ≤ x < 1이다. 여기서 ru 은 수직방향으로 

재료가 압입될 때 접촉영역 내에서 r 방향, 즉 반경

방향으로 발생하는 변위를 의미한다.  

만약 고차항을 무시하지 않은 완전 구형 압입자를 

가정할 경우 ( )f x 는 
2 2 2R R a x− − 로 표현되며, 

이 때 Sneddon의 해는 다음과 같다.  
 

1
ln

2

R a
h a

R a

+
=

−
  (7) 

*
2 2( ) ln 2

2

E R a
P a R aR

R a

+ = + − − 
  (8) 

 

구형 압입자에 대해서도 포물면 회전체 압입자와 

마찬가지로 반경방향 변위 ur이 발생되나, 식 (6)과 

같이 단순한 형태로 정리되지 않는다.  

이와 같이 두 압입자 형태에 대해 정리된 해들은 

얕은 탄성 구형 압입에 대해 근사적인 하중-변위 

관계를 도출해 낼 수 있다. 그러나 Hay 등(15)이 

원뿔형 압입자에 대해 지적한 바와 같이 얕은 

탄성압입에 대해서도 두 관계식은 근본적인 오차를 

내포하고 있다. 즉, 반경방향 변위 ru 에 의해 

압입자 형태, 혹은 재료 접촉표면부 형상은 원래 

가정한 압입자 형상과 달라지게 된다. 이와 같은 

불일치 현상은 식 (6)에 나타낸 바와 같이 푸아송

비의 영향을 받게 되며, 푸아송비가 0.5인 경우 

모든 지점에서 ur = 0이므로 이와 같은 반경방향 

변위의 영향이 사라지게 된다. 즉, 푸아송비가 0.5가 

아니라면, Sneddon의 해로부터 유도되는 관계식들은 

원래 가정된 압입자와 다른 형태의 강체 압입자에 

대한 결과이다. 여기서 주목해야 할 점은 압입자 

형태 변화의 근본적인 원인은 접촉에 의한 압입자의 

탄성변형 때문이 아니라, Sneddon의 해에서 문제를 

정의할 때 uz에 대해서만 경계조건을 부여하고 ur은 

풀이과정에서 유도되기 때문이라는 점이다. 

또한 주목해야 할 부분은, 각뿔형 압입자의 선단 

형상이 완전한 구형일 수 없다라는 점이다. 따라서 

Bei 등(11)은 Berkovich 선단 형상에 대해 단순히 

구형 압입자를 가정하여 유도된 식을 이용하는 대신, 

주어진 압입자에 대해 실험적으로 결정한 면적

함수를 이용하여 선단 형상을 표현하였다. 그러나, 

이와 같은 가정에도 몇 가지 추가적으로 고려해야 

할 사항이 있다. i) 먼저 Bei 등은 근본적으로 

Sneddon의 해에 기초하여 수식을 확장하였다. 

따라서 앞에서 언급한 바와 같이 푸아송비에 따른 

반경방향 변위의 영향이 여전히 존재한다. ii) Bei 

등이 사용한 방식은 근본적으로 축대칭 형상을 가

정하고 있다. 따라서 실제 Berkovich 압입자 선단

에서 발생되는 비축대칭 형상과의 차이에 의한 오

차가 항상 존재한다. 

3. 유한요소해석 모델 

상용유한요소해석  프로그램인  ABAQUS (16)를 

이용하여 구형 및 Berkovich 압입시험 유한요소해석 

모델을 생성하여 해석을 수행하였다. 먼저 구형 

압입시험의 경우 시험 대상이 되는 재료와 압입자 

모두 축대칭임을 고려하여 2차원 축대칭 모델을 

이용한다. 모재는 등방성 탄성재료를 가정하며, 

대변형을 고려한다. 모재 해석에는 4절점 선형 축대칭

요소 CAX4(ABAQUS 6.12 User’s Manual)를 사용하며, 

압입자는 강체로 가정한다. 모델의 유효성을 검증

하기 위해 선행해석을 통해 접촉영역 부근의 최소 

요소크기 및 시편의 크기를 변화시켜 최적 요소망을 

결정하였다 .  모재의  최종  유한요소모델은  약 

16700개의  절점과  약  16000개의  4절점  축대칭 

요소들로 구성된다. 압입자와 모재의 접촉면 양쪽

에는 접촉요소면을 배치한다. 마찰계수의 변화는 

압입접촉면적 및 응력-변형률 분포에 중대한 영향을 

미치지만, 하중-변위 곡선에 미치는 영향은 상대적

으로 미미하다.(17) 본 연구에서는 하중-변위 관계를 

중점적 살펴보며, 또한 무마찰하에서 전개된 압입 

이론과  비교를  위해  마찰은  고려하지  않는다 . 

압입자와 모재의 대칭축상 절점들은 축대칭조건을 

만족시키기 위해 대칭축에 수직방향 변위성분을 

구속하고, 모재 밑면은 수직방향성분만 구속시킨 후 

 

 
 
Fig. 1 The finite element mesh for axisymmetric 

spherical indentation analysis 
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Fig. 2 The Berkovich tip shape considering the geometry 

with an assumed tip-rounding 
 

 

 
Fig. 3 The 3-Dimensional finite element mesh for 

Berkovich indentation analysis 

 

강체 압입자를 하강시켜 재료를 압입한다. 생성된 

유한요소해석 모델은 Fig. 1과 같다. 압입자를 

강체로 가정하므로 압입하중을 영률로 무차원화할 

경우 그 값과 관계없이 동일한 해석결과를 얻게 

된다. 따라서 본 해석에서는 영률을 100 GPa로 

고정하고, 푸아송비를 0 ~ 0.499 사이로 변화시켜 

푸아송비의 영향을 살펴본다.  

Berkovich 압입시험의 유한요소해석을 위하여 

3차원 요소망 모델을 생성하였다. Berkovich 압입자의 

대칭성을 고려하여 전체 형상의 1/6 부분만 해석에 

사용한다. 유한요소해석 모델 생성에 앞서, 압입자 

선단에 인위적인 곡면을 생성하기 위해 Autodesk

사의 Inventor 2013을 이용하였다. 가정된 선단 

형상은 Fig. 2와 같다. 먼저 중심축과 65.3º의 각을 

이루는 단면부(우측)에 반경 R1을 먼저 부여하고, 

중심축과 우측 곡면이 만나는 지점을 통과하여 동일 

단면 좌측방향 모서리와 접선으로 만나는 반경 R2를 

추적한 후, 이를 loft로 제거하여 압입자로 이용

한다. 해석에 이용한 3차원 유한요소해석 모델을 

Fig. 3에 나타내었다. 압입자에 해당하는 강체면에는 

R3D4요소를, 모재는 3차원 선형 요소인 C3D8를 

사용하나 중심부에만 C3D6를 적용한다. 사용된 

r/R
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Fig. 4 The comparison of the indenter shapes between 

the paraboloid of revolution and the sphere 

 

절점수와 요소수는 각각 약 50800와 47300개이다. 

구형 압입모델과 마찬가지로 마찰은 고려하지 

않는다.  

상기 두 가지 모델을 이용한 유한요소해석을 

통해 푸아송비가 변화할 때 하중-변위 곡선을 

생성하고 이를 비교하여 그 특성을 살펴본다.  

4. 탄성재료의 구형 압입시험 해석 

포물면 회전체로 가정한 압입자와 완전 구형을 

가정한 압입자에 대해 r-z 좌표축에 대한 관계식을 

이용하여 동일 압입자 반경 R에 대한 압입자 

형상을 Fig. 4에 나타내었다. 여기서 실선은 포물면 

회전체, 점선은 구형 압입자이다. 두 압입자 형상은 

압입깊이가 증가할수록 큰 편차를 보이며, 동일 

깊이에서 포물면 회전체의 접촉반경이 구형 압입자 

보다 크므로 압입하중은 포물면 회전체가 더 크게 

계산될 것이다. 두 압입자 형상이 유사한 범위는 

r/R의 비가 대략 0.3 ~ 0.4 이하일 때이다. 

완전 구형압입자에 대해 푸아송비 변화에 따른 

하중-변위 관계를 유한요소해석으로부터 구하고, 

이를 이론식들과 비교해 보았다. 해석에 사용된 

푸아송비는 ν = 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.499이다. Fig. 5는 

이 중 대표적 세 가지 푸아송비에 대해 h/R = 1까지 

압입한 경우 포물면 회전체 이론식 (3)-(4), 구형 

압입 이론식 (7)-(8) 및 유한요소해석으로 계산한 

무차원 하중-변위 곡선을 보여준다. 압입깊이가 

증가할수록 세 곡선의 편차는 증가하는데, 푸아송비가 

0이면 유한요소해석으로 구한 하중-변위 곡선이 

동일 압입깊이에서 가장 큰 하중값을 갖게 되고, 

 
R1R2 = 3.86 R1

65.3°

0.0917R10.0984R1
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(c) 

Fig. 5 Normalized load-displacement curves obtained 

from Eqs. (3)-(4), Eqs. (7)-(8), and spherical 

indentation FE analysis 

 
그 다음이 포물면 회전체, 구형 압입자 순이 된다. 

푸아송비가 0.3이면 유한요소해석치와 포물면 

회전체에 대한 이론식은 거의 일치한다. 그러나 

푸아송비가 0.499이면 유한요소해석치는 구형 

압입자에 대한 이론식과 거의 일치하며, 포물면에 

대한 이론식은 실제보다 더 큰 하중값을 갖는다. 

이와 같이 이론치가 푸아송비에 따라 정확성이 

달라지는 원인은 앞서 설명한 바와 같이 푸아송비의 

함수인 반경방향 변위 ur로 인해 압입자 형상이 

푸아송비에 따라 다르기 때문이다. 반경방향 변위는 

중심축 방향으로 향하게 되며, 따라서 압입자 

변형은 접촉반경 감소를 야기한다. 이로 인해 동일 

압입깊이에서 구형 압입 이론값보다 해석으로

부터 구한 하중값이 더 크다. 푸아송비가 0.5에 근

접하면 식 (6) 상에서 모든 지점의 반경방향 변위

가 0이 되어 Fig. 5(c)와 같이 구형 압입자에 대

한 이론치와 해석치가 거의 일치하게 된다. 포

물면 회전체 압입자의 경우, 압입자가 ur 만큼 형상

이 변형되면서 구형에 더 근접해질 수 있으며, 푸

아송비가 0.3 정도일 때 해석치와 포물면 회전체에 

대한 이론치가 거의 일치하게 된다. 

Fig. 6은 두 압입자에 대해 Sneddon 수식으로 계산

되는 하중과 유한요소해석으로 계산된 하중의 편차를 

압입깊이별로 나타낸 것이다. h/R의 비를 1.0으로 

제한할 때, 포물면 회전체의 하중오차는 약 -10% 

~ 15% 정도이며, 구형 회전체의 경우 오차는 약 

0% ~ 20%이다. 한편 두 압입자에 대해 주어진 압입

깊이에서 Sneddon 식으로 계산된 무차원화된 하중

차는 푸아송비와 관계없이 항상 일정함을 Fig. 6(c)를 

통해 알 수 있다. 이는 Sneddon 식에서 압입하중은 
2(1 )ν− 의 함수이지만 두 압입자에 대한 수식에 

동일하게 적용되므로, 무차원화된 하중에 미치는 

푸아송비의 영향이 상쇄되기 때문이다. Fig. 5에서도 

유한요소해석으로 구한 하중-변위 곡선과 달리 

Sneddon 식으로 계산된 무차원화된 하중-변위 

곡선은 푸아송비와 관계없이 항상 일정함을 볼 수 

있다. 이와 같이 포물면 회전체 및 구형 압입자에 

대한 Sneddon 해는 실제 구형 압입접촉문제를 

완벽히 표현할 수 없다. 따라서 이에 대한 수정이 

필요하다.  

구형 압입시험에 대한 유한요소해석으로 얻은 

하중-변위 곡선은 다음 식으로 나타낼 수 있다. 

( ) 1 ( )* 2

0/ ( ) /
g

P E R g h R
νν=   (9) 

 

각 푸아송비에 대해 위 관계식을 이용하여 

무차원화된 하중-변위 곡선을 회귀하면 함수 0 ( )g ν  

및 1( )g ν 를 구할 수 있다. 0 ( )g ν  및 1( )g ν 는 

회귀구간에 민감하므로 필요 회귀구간에 따라 

계수를 결정하는 것이 오차를 최소화시킬 수 있다. 

아래 식 (10)-(11)은 h/R = 0.4 및 0.2를 최대로 가정할 

때 6가지 푸아송비에 대한 유한요소해석 데이터를 

회귀하여 구한 값이다.  

0 0

1 1
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Fig. 6 Normalized load deviation-displacement curves 
obtained from Eqs. (3)-(4) (paraboloid of 
revolution), Eqs. (7)-(8) (sphere), and spherical 
indentation FE analysis for ν = 0, 0.3, and 0.499. 
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압입자 반경을 예측하기 위해 식 (9)는 다음과 

같이 정리될 수 있다.  
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(b) 

Fig. 7 Normalized radii of indenter predicted from Eqs. 
(12) and (13) with spherical indentation FEA data 
for ν = 0, 0.3, and 0.499 when (a) 0 < h/R < 0.4 
and (b) 0 < h/R < 0.2 

 

이 식에 식 (10) 및 식 (11)의 계수를 이용하면 

하중-변위 각 지점에 대한 유효반경을 얻을 수 있다. 

한편 포물면 회전체 압입자에 대한 Sneddon 식 

(4)를 변형한 아래 식을 이용하면 각 하중-변위 

지점에 대한 유효반경을 얻을 수 있다. 
 

2

*2 3

9

16

P
R

E h
=   (13) 

 

여기서 Sneddon의 구형 압입자에 대한 식을 

이용하지 않고 포물면 회전체 수식을 이용하는 

이유는, 구형 압입자에 대한 식은 형태가 포물면 

회전체 압입자보다 복잡하기 때문에 반경을 

예측하기 위해서는 수치해석적인 방법으로 풀어야 

하며, 많은 재료들이 푸아송비가 0.3 부근에 

존재하므로 얕은 압입깊이 구간에 대해 포물면 

회전체 압입자에 대한 이론식이 구형 압입자를 

이용한 식보다 오차가 작기 때문이다.  

Fig. 7은 식 (12) 및 (13)을 이용해 각 하중-변위 
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지점 데이터로부터 환산된 압입자 반경을 

나타낸다. 식 (13)으로 예측되는 압입자 반경은 

앞서 살펴본 바와 마찬가지로 푸아송비에 따라 

영향을 받아 최대 약 30% 가량 차이를 보인다. 

반면 Fig. 7(a)에서 볼 수 있듯이 식 (12)를 이용할 

경우 압입깊이비 h/R > 0.1 이상이면 푸아송비와 

큰 상관 없이 압입자 반경을 정확히 예측할 수 

있다. 만약 h/R < 0.1인 경우에 대해 정확성을 

확보하기 위해서는 회귀구간을 바꿔 식 (11)의 

계수를 재확보하면 된다. Fig. 7(b)는 0 < h/R < 0.2에 

대한 회귀계수를 이용하여 압입자 반경을 예측한 

결과로, h/R > 0.05 이상이면 푸아송비와 큰 

상관관계를 갖지 않고 압입자 반경을 정확하게 

예측할 수 있다. 

5. 탄성재료의 Berkovich 압입시험 해석 

Berkovich 압입자에 대해 선단 형상 및 푸아송비 

변화가 하중-변위 곡선에 미치는 영향을 살펴보기 

위해 3차원 유한요소해석을 실시하였다. 해석에 

사용된 압입자 형상과 요소망은 Figs. 2-3와 같다. 

사용된 푸아송비는 ν = 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.499이다. 

구형 압입자와 달리 Berkovich 압입자 형상에 

대한 선단반경은 미리 결정된 값이 아니라 하중-

변위  곡선 관계를  통해 유추되는 값이며 , 실제 

형상도 구형이 아니기 때문에 회귀구간에 따른 

함수가 되므로 단일 반경으로 정의하기 어렵다. 

따라서  F i g .  5와  같이  선단반경  R을  이용해 

무차원화하는  방법은  사용할  수  없다 .  대신 

모델링에  사용된  R 1을  이용하여  무차원화한 

하중-변위 곡선을 Fig. 8에 나타내었다. 여기서 

무차원화하지 않고 하중-변위 곡선을 나타내어도 
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Fig. 8 Normalized load-displacement curves obtained 

from Berkovich indentation FE analysis and for 
ν = 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, and 0.499 

무방하나, 임의의 R1에 대해 동일한 해석결과를 

보여줄 수 있으므로 일반화를 위해 무차원화하여 

표기하였다. 또한 푸아송비가 증가하면 동일 

압입깊이에서 하중이 증가함을 명확히 보이기 

위해 하중 무차원화에 유효영률을 이용하는 대신 

영률을 이용해 무차원화하였다.  

Fig. 9은 식 (12) 및 (13)를 이용해 각 하중-변위 

지점 데이터로부터 환산된 무차원 압입자 반경을 

나타낸다. Fig. 9(a)는 식 (12)에서 식 (11)의 0 < h/R 

< 0.4에 대한 회귀계수를, Fig. 9(b)는 식 (11)의 0 < 

h/R < 0.2에  대한 회귀계수를 이용하여 나타낸 

것이다. 식 (13)으로 예측되는 압입자 유효반경 

Reff은 4장에서 살펴본 바와 같이 예측 유효반경이 

푸아송비에 따라 차이를 보이며, 압입깊이가 증가

하면 편차도 증가한다. 푸아송비에 따른 유효반경의 

오차는 최대 약 20%이다. 반면 식 (12)로 예측된 

압입자 유효반경은 Fig. 9(a)에서 볼 수 있듯이  
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(b) 

Fig. 9 Normalized effective radii of indenter predicted 
from Eqs. (12) (solid lines) and (13) (symbols) 
with Berkovich indentation FEA data for ν = 0, 
0.1, 0.2, 0.3, 0.4, and 0.499 when (a) 0 < h/R1 < 
0.4 and (b) 0 < h/R1 < 0.2 
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압입깊이비 h/R1 > 0.2 이상이면 푸아송비와 상관

관계를 갖지 않고, 예측 오차도 크게 줄어든다. 

Fig. 9(b)는 회귀구간을 줄여 얻은 계수를 사용하면 

압입깊이비 h/R1 > 0.1 이상에서 푸아송비와 관계

없이 유효반경을 예측할 수 있음을 보여준다. 

식 (12)로 예측되는 반경 R은 R1의 약 두 배가 

된다는 점을 주목해볼 필요가 있다. 이는 Fig. 2

에서 R1과 R2 (= 3.86R1) 사이의 값에 해당한다. 만약 

Fig. 9(a)의 가로축을 R1이 아닌 R로 무차원화한다면, 

구형 압입자에서 살펴 본 바와 같이 대략 h/R < 0.1 

구간에서 식 (12)로 회귀할 때 푸아송비에 따른 

예측 반경 편차가 증가하는 현상과 일치한다. 

구간을 0 < h/R1 < 0.2으로 바꾼 Fig. 9(b)의 경우도 

유사한 현상이 관찰된다. 

이와 같이 Berkovich 압입자에 임의의 선단 

형상을 가정하였을 때의 유효반경을 구형압입해석

으로부터 유도된 수식을 이용하여 유추해 보았다. 

Fig. 2에서 가정한 형상을 보면 압입접촉깊이가 

대략 0.1R1 이하이면 선단 형상의 집적적인 영향을 

받게 된다. 탄성 구형 압입에서 접촉깊이는 대략

적으로 압입깊이의 1/2이므로, 압입깊이가 0.2R1 

이상에서 자기유사성을 갖는 Berkovich 압입자 

특성이 나타나기 시작한다. 따라서 Fig. 9(b)에 

나타낸 구간이 실질적으로 선단 형상의 직접적인 

영향을 받는 영역이며, 압입깊이가 0.2R1 이상인 

구간은 구형접촉이 아닌 Berkovich 접촉영역이 된다. 

Fig. 9(a)에서 압입깊이가 0.2R1 지점을 지나면서 

유효반경의 기울기가 완만히 증가함을 볼 수 있는데, 

이는 압입자가 Berkovich 형태로 변화하면서 접촉

면적이 넓어져 유효반경이 증가하기 때문이다. 

6. 결 론 

탄성재료의 압입 유한요소해석으로부터 Sneddon의 

탄성 압입이론과 구형 압입자 및 Berkovich 선단에 

대한 해석치를 비교하였다. 이로부터 푸아송비 및 

압입깊이 변화에 따른 Sneddon 식의 유효성을 

살펴보았다. 또한 유한요소해석을 이용하여 실제 

압입시험의 하중-변위 관계를 나타낼 수 있는 

회귀식을 제시하였다. Berkovich 압입자의 경우 

원뿔형 압입자와 달리 실제 선단 형상을 완전한 

구형으로 가정할 수 없으며, 또한 매우 얕은 압입

깊이에서 근사적으로 구형으로 가정할 수 있다고 

하더라도 이론식의 한계로 인해 푸아송비에 따라 

그 정확성이 변화하게 된다. 본 연구에서는 임의로 

선택된 Berkovich 압입자의 3차원 선단 형상에 대해 

유한요소해석을 수행하여 푸아송비에 따른 하중-

변위 곡선 관계를 살펴보았고, 이를 구형압입해석과 

비교하여 그 특성을 분석하였다. 본 연구에 대한 

결론은 다음과 같이 요약된다.  

(1) 구형 압입자에 대한 Sneddon의 이론해로부

터 예측되는 선단반경은 근본적인 이론적 한계로 

인해 푸아송비 및 압입깊이에 따라 정확성이 크게 

좌우된다.  

(2) 푸아송비가 0.3인 경우 구형 압입자의 선단

반경은 포물면 회전체 형상에 대한 Sneddon의 해에 

더 근접한다.  

(3) 유한요소해석으로부터 유도된 반경예측식을 

이용할 경우 푸아송비에 관계없이 원뿔형 압입자의 

선단반경을 정확하게 예측할 수 있다.  

(4) Berkovich 압입자 선단의 유효반경은 Sneddon 

식을 이용할 경우 푸아송비에 따라 최대 약 20%의 

오차를 내포할 수 있다.  

(5) Berkovich 압입자에 대해 구형 압입 유한요

소해석으로부터 구한 회귀관계식을 이용할 경우 

푸아송비에 관계없이 동일한 유효반경을 예측할 

수 있다. 
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