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P-가지 색을 가진 점들의 할당에 대한 밀도 최소화 
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요  약 

본 논문에서 다루는 문제는 채널의 위쪽 행에 위치한 P가지 색을 가지는 점들을 아래쪽 행의 점들에 밀도가 최소

가 되도록 연결하는 채널 라우팅 문제이다. 위쪽 행에 위치한 점들이 동일한 색을 가지거나 단지 2가지 색을 가지는 

경우는 [1, 2]에서 다루어졌다. 본 논문에서는 P가지 색을 가지는 경우로 일반화한다. 우선 임의의 값 d가 주어질 때, 
d이하의 밀도를 가지는 할당이 존재하는지 결정하는 문제를 log시간에 풀 수 있음을 보인

다. 이를 이용해서 최소 밀도 값의 할당을 찾는 문제를 해결할 수 있음을 보인다.  

ABSTRACT 

The problem studied in this paper is the channel routing problem to assign points with p colors on the upper row of 
the channel to points on the lower row in order to minimize its density. The case that the points on the upper row has an 
identical color or only two colors is studied in [1, 2]. This paper generalizes that to the points with p colors. First, we 
consider the problem to determine whether there is an assignment with density less than or equal to d, when an arbitrary 
d is given. We show that the problem is solved in log time. Using this result, we resolve the 
problem to fine an assignment with a minimum density.  

키워드 : 채널, 채널 라우팅, 밀도, 할당, 결정문제

Key word : channel, channel routing, density, assignment, decision problem
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Ⅰ. 서  론

채널에서 특정 위치들을 선으로 연결하는 채널 라우

팅(channel routing) 문제는 집적 회로의 여러 레이아웃 

문제에서 발생한다. 특정 위치들을 어디에 놓을 것이지 

또는 어떻게 연결할 위치들을 선택할 지와 같은 결정은 

라우팅 이전에 이루어져야 한다. 본 논문에서는 두 개

의 수평선 상에 위치들이 놓여 있을 때, 이 위치들을 연

결하는 문제를 다룰 것이다. 
평면상에 일정한 간격을 두고 두 개의 수평선 와 

이 주어지는데 는 보다 위쪽에 위치한다. 위쪽 수

평선 에는 시작점이라 불리는 개의 점들이 존재하

고 아래쪽 수평선 에는 끝점이라 불리는 개의 점들

이 존재한다. 그리고 항상 ≤ 을 만족한다. 또한 위

쪽 수평선 상의 점들은 가지의 색으로 구별된다. 
색을 ∈   인 정수로 나타낼 때, 상의 

점 
는 색이 인 번째 점을 나타내고 상의 점은 

로 나타낸다.   ≤ 
  ≤   이고 색 인 점 

의 

총 수를 로 나타낸다. 우리는 상의 점들의 집합 

에서 상의 점들의 집합 로의 일대일 함수 

  →를 찾고자 한다. 점 
가 점   

 

로 대응되었다는 것은 점 
에서 점 로 선분이 그어

졌음을 의미한다. 여기서 함수 에 의해서 생긴 선분들

에 대해서 색 인 시작점을 연결하는 선분을 -색 선분

(-color segment)이라고 부른다. 그러면 -색 밀도(
-color density)란 수직선을 왼쪽에서 오른쪽으로 이동

하면서 만나는 -색 선분들의 개수를 세었을 때, 만나

는 -색 선분들의 개수가 최대가 됐을 때 그 때의 선분 

개수를 말한다. 다시 말해서, -색 밀도란 모든 실수 

에 대해서 
 ≤     또는 

   ≥ 를 만족하

는 -색 선분들의 개수의 최대값으로 정의한다. 결과적

으로 우리는 선분들에 대한 밀도(density)를 -색 밀도

들의 최대값으로 정의할 수 있다. 문제는 이 밀도가 최

소가 되도록하는 일대일 함수 를 찾는 것이다. 
본 논문에서는 최소 밀도를 주는 일대일 함수 를 찾

기 이전에 임의의 상수 가 주어질 때, 밀도가 이하인 

일대일 함수 가 존재하는지 여부를 묻는 결정 문제를 

해결할 것이다. 이 결정 문제 알고리즘을 이용해서 최

소 밀도 값 를 계산하고 이 밀도 값을 주는 일대일 함

수   를 찾을 것이다. 

Ⅱ. 관련 연구

본 논문과 가장 밀접한 관련이 있는 논문들은 [1, 2]
이다. [1]에서는 수평선 상의 점들이 모두 같은 색을 

가지는 경우를 다룬다. 3장에서 다룰 결정문제에 대해

서 저자들은 시간 알고리즘을 제안하였다. 
최소 밀도를 찾는 최적화 문제에 대해서도 또한 

시간 알고리즘을 제안하였다. 
[2]에서는 수평선 상의 점들이 단지 두 가지 종류

의 색을 갖는 문제를 연구하였다. 저자들은 이 경우에 

대한 결정문제에 대해서 log시
간 알고리즘을 제안하였다. 또한 최소 밀도 값을 

시간에 찾을 수 있음을 보였고 이 최소 밀도 

값을 주는 일대일 함수 를 log
시간에 찾을 수 있음을 보였다. 본 논문은 이 논문의 모

델을 확장해서 상의 점들이 가지의 서로 다른 색을 

가지는 경우로 일반화할 것이다. 
우리는 채널 라우팅 문제를 연구한 여러 다양한 논문

들을 찾을 수 있다. [3]에서는 점들을 연결하는 선분들

이 수직과 수평 선분 부분들로 이루진 경우를 다룬다. 
이 때 수평 선분 부분들의 수를 최소로 하는 레이아웃

을 찾는 것이 목적이다. 
[4]에서는 상의 점들을 순서는 유지하면서 오른쪽

으로 이동시키는 회전(rotation) 연산을 생각한다. 이 때 

최소 밀도 값을 주는 회전 연산을 찾는 문제를 연구하

였다. 
[5]에서는   또는 상의 점들이 요소(component)

안에 놓여 있는 경우를 다룬다. 그리고 이 요소들은 일

직선상에서 왼쪽 또는 오른쪽으로 이동 가능하다. 이 

요소들을 이동시켜 밀도 값이 최소가 되도록 하는 문제

를 연구하였다.    

Ⅲ. 결정 문제

이 장에서는 다음과 같은 결정문제 P1을 다룰 것이
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다:
P1 : 임의의 정수 가 주어질 때, 밀도가 보다 작거

나 같은 선분들을 생성하는 일대일 함수 가 존재하는

가?
순서쌍       에 대해서, 부분할당 

 을 정의한다. 이것은 각각의 색     에 대

해서, 점 
  

가 벌써 상의 점과 연결되었고, 점 

이 연결된 상의 가장 오른쪽 점이란 것을 의미한다. 

이 때, 다음을 만족하는 부분할당  을 -할당이라고 

부른다: 각각의 색 에 대해서,  은 색 인 시작점

들이 -색 밀도가 ≤ 를 만족하는 할당으로 확장될 

수 있다. 
-할당   ,  ≤  , 이 주어질 때, 끝점   의 -

레이블 를 정의한다. 각 에 대해서,  에   과 

 
 을 연결하는 선분을 추가할 때 밀도가  이 

되면    .  ≠ 이면,     또는    . -할

당  가 그것의 -색 밀도가 ≤ 를 만족하는 할당

으로 확장하기 위해서   가 반드시  
 와 연결되

어야 하면,    . 그렇지 않다면,    . 

아래의 표 1에서 결정 알고리즘이 주어진다. 이 알고

리즘에서 함수 은 끝점   의  모든 -레이블

들의 순서쌍      를 출력한다. 여기서 함

수 의 구현을 구체적으로 설명할 것이다. 각 색 

에 대해서,    , 다시 말해서,   과  
 을 연

결하면 -색 밀도가  가 되는지 결정하는 것은 

시간에 할 수 있다.     또는     인지 결

정하기 위해서 우리는 [2]에서와 같은 균형 이진트리 

를 사용할 것이다. 

점 
  

 와         을 

정렬한 후, 각 점들을 의 잎노드에 왼쪽에서 오른쪽

으로 저장한다. 의 내부노드 는 부가적인 정보들을 

저장해서 자신이 루트가 되는 서브트리의 잎노드들에 

대한 -밀도를 계산할 수 있도록 한다. 그러면 이 트리 

에서   을 제거하는 질의를 수행한다. 결과로 -

밀도가  로 증가하면   이고 아니면    . 

이 질의는 log 시간에 수행된다. 따라서 

 함수의 출력을 얻기위해서 모든 에 대해서 이

것을 수행하면  log시간이 소요된다. 마
지막으로 결정 알고리즘이 끝점   을 어떤 색 인 

시작점과 연결하기로 결정한다면 ≠ 인 모든 색 

에 대해서 트리에서   을 제거해서 트리를 업데

이트 한다.  

표 1. 결정 알고리즘

Table. 1 Decision algorithm

      

  ∅
           

while (안에 많아야 하나 이하의 가 1) and 

            (    or ... or    ) do
{
     if 안에 하나의     then

                 

             
     else 
         안에서   인 가장 작은 에 대해서,

                 

              

        
          
}
if 안에 적어도 두 개 이상의 가 1 then

    write("P1의 함수 는 존재하지 않는다“);
else output  

결정 알고리즘은 색 인 시작점들과 끝점들을 각각 

왼쪽에서 오른쪽으로 고려하면서 수행한다. 의 

결과 순서쌍      에서 하나 이하의 가 

1이면, 현재 고려되는 끝점   과 색 인 시작점 

 
 을 연결하는 선분      을 추가한다. 그

렇지 않으면, 다시 말해서, 모두가 1이 아니면,   

인 색 중에 가장 작은 의 시작점과 끝점을 연결한다. 
알고리즘 진행 중에 안에 적어도 두 개 이상의 가 1
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이 되면, 일대일 함수 는 존재하지 않는다. 결과적으

로 위 결정 알고리즘은  log시간

에 수행됨을 알 수 있다.

Ⅳ. 최적화 문제

이 장에서는 다음과 같은 최적화문제 P2를 다룰 것

이다: 
P2 : 일대일 함수 에 의해 생성되는 선분들의 최소 

밀도를 찾으시오.
이 문제는 3장의 결정 알고리즘을 이용해서 풀 것이

다. 다시 말해서, 결정 알고리즘을 이용해서 밀도 값 

에 대해서 이분검색(binary search)을 수행할 것이다.
 ≤   ≤ 인 모든  , 에 대해서,  

는 위치가 ≥ 이고 ≤ 인 색 인 시작점들의 수로 

정의하고,  는 위치가 ≥ 이고 ≤ 인 끝

점들의 수로 정의한다. 또한   는 

   로 정의한다. 이 정의로부터 

   max      , 

   
 



    라고 하

자. 그러면 을 다음과 같이 정의한다:

   max   

  , 

    max

   


  , 

   max   

  , 

  maxmax max   
                            max 

가 최적 밀도 의 하한이 된다는 것, 다시 말해

서,  ≥   을 만족함을 보이기는 어렵지 않다. 

보조정리 4.1.  ≥  . 

또한 의 상한을 얻기 위해서 다음과 같이 를 정

의한다:

   max   

  , 

    max

   


  , 

   max   

  , 

  maxmax max   
                            max 

다음에서 우리는 가 의 상한임을 보인다.

보조정리 4.2.  ≤  . 

증명.  밀도 인 일대일 함수 가 존재함을 보임으

로 충분하다. 다시 말해서, 이전 장의 결정문제 P1에 대

해서   일 때, 결정 알고리즘의 답이 항상 참임을 

보이면 된다. 
결론이 아니라고 가정하면, 다시 말해서, 결정 알고

리즘이 거짓을 출력하였다고 가정하자. 알고리즘의 동

작에서 점   
     

 ,   을 고려할 때 실패하

였다면   의 레이블 안에는 적어도 둘 이상이 1이

다. 하지만 이런 일은 일어나지 않음을 증명할 것이다. 
레이블 안에서 1의 값을 갖는 임의의 두 개의 인덱

스를 와 라고 하자. 다시 말해서, 색 와   각각에 

대해서, 밀도      를 얻기 위해서는   가 각각 

  과  에 연결되어야만 한다. 

    또는   이 되는 다음과 같은 두 가지 이

유가 있다: 

1)   가 없으면, 시작점들과 연결되기 충분한 개수

의 끝점이 남아 있지 않는 경우. 
2)   가 없어도 충분한 끝점들이 남아있지만 밀도가 

≤ 이기 위해서   와 반드시 연결되어야 하는 

경우. 

먼저    ,   의 적어도 한 경우가 1) 때문인 

경우를 생각하자. 남아있는 색 와 인 점들의 총 수
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가 남아있는 끝점들의 수를 넘어가는 순간을 생각한다. 

이것이 점   
 ,   

 ,   를 고려할 때 처음으로 

나타난다고 가정하자. 그러면,      은 

  과 같다.    를 ≤     위치에 있는 

연결되지 않은 가장 오른쪽 끝점이라고 하자. 그러면 

이 점에서의 레이블     . 따라서        
  

이고        
 . 또한 ≤   에 위치한 끝

점들에 연결된     인 각각 개의 색 와 

인 점들이 존재한다. 를    과     사이에 있

는 끝점들과 연결된 시작점들의 수라고 하자. 그러면, 



     ≥ 


     

             .

이것은 모순이다. 따라서    ,   의 어떤 경

우도 1) 때문은 아니다. 
남은 것은     ,     가 모두 2) 때문인 경우

이다. 를 색 인 점들만을 고려해서   은 

와 같이 연결하고 남은 점들을     에 연결하

는 밀도 의 해답이라고 하자. 그러면 에서 적어도 

하나의 좌표   ≥  에 대해서 ≤ 에 위치한 

시작점과  인 끝점을 연결하는 개의 선분들이 

존재한다. 따라서 위 조건을 만족하는 가장 왼쪽의 좌

표를 이라고 하자. 그러면 에서 ≥  이고  

≤ 인 위치의 끝점들은 모두 색의 시작점들과 연

결된다. 비슷하게 색 에 대한 를 생각할 수 있고 

를 정의한다. 일반성의 손실 없이,  ≤  . 

위치가   이고  ≤ 끝점들의 개수를 이

라 하고   이고  ≤ 인 끝점들의 개수를 라

고 하자. 그러면      
 는 위치 ≤ 인 가장 

오른쪽 색   점이고     
 는 위치 ≤ 인 가

장 오른쪽 색   점이다. 를   과   사이의 색 

  점들의 수라고 하면,        
 는 위치 

≤ 인 가장 오른쪽 색   점이다. 

우선     왼쪽의 모든 끝점들이 연결되어 있다고 

가정하자. 그러면, 



   ≥ 


       

               

 

         .

이것은 모순이다. 
    왼쪽의 모든 끝점들이 연결되어 있지는 않다

고 가정하자. 를 그러한 연결되지 않은 가장 오른쪽 

끝점이라고 하면,  인 끝점들과 연결된 각각 개

의 색 와 인 시작점들이  에 존재한다. 위와 비

슷한 이유에 의해서 다음을 만족한다:



   ≥ 

       
                                             

그러나 이것은 모순이다. 위의 두 보조정리로부터 

 ≤ 
 ≤ 임을 알 수 있다. 따라서 밀도 값 에 

대한 이분검색을 수행할 때, 위의 범위에서 수행하면  

loglog   시간에 풀 

수 있다. 

Ⅴ. 결  론

본 논문에서는 [1, 2]에서 다루었던 문제에서 수평

선 상의 점들이 가지의 색을 가지는 경우로 확장

하였다. 임의의 상수 가 주어질 때, 밀도가 이하

인 일대일 함수 가 존재하는지 여부를 묻는 결정문

제에 대해서 log시간 알고리

즘을 제안하였다. 또한 최소 밀도 값을 를 계산하

고 이 밀도 값을 주는 일대일 함수   를 찾는 

loglog   시간 알고

리즘을 제안하였다. 앞으로 채널 라우팅 문제에 대

한 여러 변형 문제들에 대해서도 연구할 수 있을 것

이다. 
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