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ABSTRACT

Purpose: The purpose of this study is to develop the statistical test for process capability index 

 based 

on mixture normal process.

Methods: This study uses Bootstrap method to calculate the approximate P-value for various simulation con-

ditions under mixture normal process. 

Results: This study indicates that our proposed method is effective way to test for process capability index 



 based on mixture normal process.

Conclusion: This study finds out that statistical test for process capability index 

 based on mixture normal 

process is useful for real application.
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1. 서  론

6 시그마는 제조업뿐 만 아니라 서비스업, 공공부문 등의 전 조직 각 부문에서 품질 수준이 백만 기회 당 3.4 

DPMO이내를 목표로 하는 품질 경영 혁신전략이라 할 수 있다. 일반적으로 시그마 품질 수준이 높으면 높을수록 공

정능력은 더욱 좋아지며 고객만족도는 높아지고 대부분의 경영성과는 더욱 개선될 것이다. 공정능력(process capa-

bility)이란 공정이 제품의 설계과정에서 설정한 대로 얼마나 균일한 좋은 제품을 생산할 수 있는지를 반영하는 공정

의 고유능력을 의미한다. 만일 어느 제조공정에서 생산되는 제품의 품질 변동에 이상이 있음에도 불구하고 어떠한 

조치나 개선 없이 그 공정을 계속해서 가동시킨다면, 그 기업은 큰 손해를 입을 것이다. 따라서 실제 품질관리 현장

에서 어떤 제품을 생산하는 제조공정의 공정능력이 있는지를 평가 하는 것은 대단히 중요한 일이다.

통계적 품질관리 분야에서는 이러한 공정능력을 평가하기 위하여 다양한 통계적 기법들이 제안되었으며 1980년 

초반 이후로 여러 산업들의 제조공정에 대규모로 적용되어왔다. 그러한 필요성으로 인하여, 설계규격에 어느 정도 

일치하는 제품을 생산해 낼 수 있는지를 평가하기 위한 측도로 다양한 공정능력지수들이 소개되었으며, 최근까지도 

많은 학자들의 관심과 함께 활발히 연구되고 있다(Shin et al. 1996, Kim and Cho 1998).

여러 가지 공정능력지수들에 대한 통계적 추정 문제 관련 연구는 공정능력분석의 중요성에 비추어 볼 때 대단히 

활발한 편이다(Cho et al. 2004). 하지만, 가설검정에 관한 연구는 상대적으로 미흡하다고 할 수 있다. 우선 정규분

포 가정 하에서 공정능력지수에 관한 검정방법과 응용사례를 곁들여 연구되었고(Pearn et al. 2001), 그리고 

정규분포 가정 하에서 편측 규격한계를 갖는 공정능력지수와에 대하여 여러 가지 표본크기 과 유의수준 

에 따른 임계치들을 결정하여 가설검정 연구결과가 제시되었다(Lin and Pearn 2002). 이들은 주로 정규분포 하에

서 공정능력지수에 대한 가설검정 문제에 대하여 연구하였다.

한편, 붓스트랩 방법은 컴퓨터가 널리 사용되면서 통계량의 표본분포와 추정이나 가설검정 문제에 효과적으로 활

용될 수 있는 바, 여러 통계학 분야에 전반적으로 사용하기 시작하였다(Efron 1979, Beran 1984). 붓스트랩 신뢰구

간과 관련하여 근사적으로 포괄적인 연구가 수행되었고(Diciccio and Tibshirani 1987), 여러 가지 붓스트랩 신뢰구

간들에 대해서 이론적으로 폭넓게 연구가 이루어졌다( Hall 1988). 그리고 붓스트랩 관련 공정능력지수들의 신뢰구

간에 대한 연구결과 (Franklin and Wasserman 1991, 1992)를 시작으로, 생산현장에서 많이 사용되고 있는 공정능

력지수에 대하여 보다 효율적인 붓스트랩 신뢰구간 추정문제를 보다 심도 있게 연구되었다(Cho et al. 1999).

하지만 최근에 혼합 정규공정 하에서 붓스트랩 방법을 사용하여 효율적인 신뢰구간 추정 문제를 연구하였고 가설

검정에 대한 간략한 연구방향을 제시하였다(Jeong 2011). 이들 내용을 기초로 본 연구에서는 정규공정들이 복합적

으로 혼합되어있는 혼합 정규공정(Mixture Normal Process)에 대한 가설검정 문제를 연구하였으며, 이는 실제 현

상과 관련하여 보다 포괄적으로 설명할 수 있는 분포로서 기존의 단일 정규공정보다 훨씬 실제적이라 할 수 있다.

본 논문의 구성은 다음과 같다. 2장에서 혼합 정규 공정에 대하여 정의하고 설명하였으며, 3장에서는 이 지수들에 

대한 추정량들에 대한 표준오차와 관련된 극한분포에 대하여 살펴보았으며, 4장에서는 혼합 정규공정 하에서 공정능

력지수에 대한 가설검정 방법을 제안하였다. 그리고 5장에서는 혼합 정규공정 하에서 다양한 조건에 대하여 공정능

력지수 와 단기적인 시그마 품질수준인     에 대한 가설검정 문제를 붓스트랩 방법을 통한 모의실험을 

통해 제안된 가설검정 방법이 복잡한 계산 없이 효과적으로 활용할 수 있는 유용한 방법임을 입증하였다. 
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2. 혼합 정규공정

혼합 정규공정이란 여러 개의 정규공정들로 이루어진 보다 실제적인 공정이라 할 수 있다. 혼합 정규분포와 관련

된 모집단 분포를 그림으로 나타내면 <Figure 1>과 같다.

Figure 1. Mixture normal distribution

혼합 정규분포의 확률밀도함수는 다음과 같다.
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 이며, 가중치 는  ≤ ≤  

  



  을 만족하는 번째 성분의 확률밀

도함수가 전체 혼합 확률밀도함수에서 차지하는 상대적 중요도를 나타낸다.

함수는 위의 혼합 정규확률밀도함수 에서 번째 정규 분포   의 확률 밀도함수를 뜻한다

(  ⋯ ). 각 정규공정에서의 모수를   
,  ⋯라 놓으면 모수 는 

  ⋯이다.

간단한 예로, 두 정규 확률밀도함수 과 에 대하여 가중치 와  인 경우, 혼합 정규 확률

밀도함수 는 다음과 같이 표현 될 수 있으며, <Figure 1>의 형태로 표현된다.

     

3. 추정량 

에 대한 표준오차와 관련 극한분포

공정능력지수 에 대한  플러그-인 추정량인 이 좋은 추정량인지 확인하는 것은 매우 중요한 문제이므로 추

정량 의 바람직한 성질들을 파악하기 위해 우선 근사적으로 표준오차와 극한분포를 알아내는 것이 필요하다.  그

러나 다양한 공정분포 가정 하에서 추정량 의 정확한 확률분포와 표준오차를 유도하기가 경우에 따라 매우 어려

움에도 불구하고 통계적 추론에서 중요한 역할을 하고 있다.  이들 문제를 상당한 정확성을 갖고 근사적으로나마 해

결하기 위하여  붓스트랩  방법을 사용하는 것이 훌륭한 대안이 될 수 있으며,  붓스트랩  알고리즘을 소개하면 다음

과 같다.
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[1단계] 공정평균 과 공정분산 


인 혼합 정규분포


로부터의 확률표본 

⋅⋅⋅을 추출하여 다음과 같은 공정능력지수 에 대한 플러그-인 추정량 을 얻는다.

 

 





단, 은 품질특성치 에 대한 규격상한이고, 은 규격하한이다. 그리고 표본평균 와  표본분산  
는 

다음 식과 같으며, 표본 표준편차 는    이다.





  



   

 


  



 
   

[2단계] 1단계의 확률표본 ⋅⋅⋅로부터 복원 추출방법에 의해 붓스트랩 표본




⋅⋅⋅

을 추출한다( n=10, 20, 〮〮〮… , 100). 그리고 붓스트랩 표본평균


와 붓스트랩 표본분산

을 

구하여 다음과 같은 붓스트랩 추정량 


을 얻는다.







  



 
    
 


  



 
 


  →  





 



[3단계] 1단계부터 2단계의 절차를 독립적으로 B(=1000)번 반복 실행하여 B개의 붓스트랩 추정량 




 


 


을 얻는다.

우선 위의 알고리즘에 의해 B개의 붓스트랩 추정량들의 평균을 


⋅





  






라 놓으면

다음의 중요한 사실이 성립하게 된다( Efron and Tibshirani 1993, Cho et al. 1996). 

반복횟수 가  →∞일 때,

 


 



  









⋅  →  







  


  







 
 

즉 , 붓스트랩 추정량 


에 대한 표준오차로서 


   뿐만 아니라 반복횟수 가 적당히 큰 값인 경우 

 


 



  









⋅ 이 통계적 구간추정과 가설검정 문제를 해결하는 데 중요한 역할을 할 

수 있을 것이다.

4. 혼합 정규공정 하에서의 가설검정 방법

본 논문에서는 혼합 정규분포


 하에서 공정능력지수   혹은 단기적인 시그마 품질수준

    에 대한 가설검정 문제를 붓스트랩 기반의 모의실험을 수행하여 유의확률(-value)을 보다 효율적으로 
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계산하는 방법을 제안하고 그 효과성을 보이고자 한다. 기존의 공정능력지수에 대한 가설검정에 대한 연구들은 주로 

정규공정 하에서 행하여졌으나, 붓스트랩 방법은 정규성을 가정할 수 없는 혼합 정규공정인 경우에도 보다 효과적이

고 편리하게 활용할 수 있는 포괄적인 방법이라 할 수 있다.

 본 연구에서 제안한 주된 가설의 형태는 다음과 같다.  

   ≤       

혹은    ≤       

공정 특성을 나타내는 확률표본  들이 혼합 정규분포


에 따르며 4차 중심적률 

   
가 존재할 때, 다음의 극한 분포 결과가 성립된다(Cho et al. 1996).. 

[1]    



   단, 
 





  
 

[2]   
  




  

단,   

 

 , 
 





  
 

 , 









 

 
,   ⋯ 

물론 공정평균 과 공정분산 


인 혼합 정규분포


인 경우에는 각각 다음의 관계 

     와 
  

 
  

 
 

 이 성립한다.

그리고 혼합 정규분포


 하에서 공정능력지수 추정량 의 근사적인 분산은





이며, 


 





  
 

로 표현된다. 그리고 4차 중심적률 에 대한 식은 다음과 같다. 

   
 

 ∞

∞

 
 ×  ×  × 





×

 ∞

∞

 
 ×









 ×

 ∞

∞

 
 ×






따라서 4차 중심적률 에 대한 보다 정리된 간단한 식은 다음과 같다.
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따라서 공정평균 와 공정분산 


인 혼합 정규분포


 하에서 귀무가설    ≤ 와 

대립가설     에 대한 가설검정에 필요한 근사적인 유의확률은 붓스트랩 모의실험을 통해 식(1)로 계

산할 것을 제안한다.

 



  



 ≥  

(1)

즉, 3장에서 논의된 표준오차에 대한 바람직한 성질들을 바탕으로, 식(1)에서 통계량  는 

  





  
 


 그리고  




    
로 계산할 것을 제안한다.

단, 4차 중심적률 에 대한 추정량 은  



  



 
  , 붓스트랩 추정량 


은 







  



 
 


이다. 그리고 추정분산 


와 붓스트랩 추정분산 


은 플러그-인 방법에 의한 분산




에 대한 추정량들이다.

물론 공정능력지수   에 대한 가설과 시그마 품질수준인   에 대한 가설 내용이 서로 상등(equivalent)

이므로, 시그마 품질 수준인 에 대한 가설검정과 관련된 유의확률은 앞에서 논의된 공정능력지수   에 필요한 

유의확률과 정확하게 같음을 알 수 있다.

5. 모의실험을 통한 지수 

에 대한 가설검정

5.1 모의실험

본 장에서는 다양한 혼합 정규공정 하에서 붓스트랩 방법을 사용하여 기본적인 공정능력지수   혹은 단기적인 

시그마 품질수준인     에 대한 가설검정 방법을 제안하여 다양한 모의실험을 실시하였다. 일반적으로 공정

의 분포가 정규분포일 때에 적용할 수 있는 것과는 달리 붓스트랩 방법은 공정의 분포가 어떠한 분포를 따르더라도 

이용할 수 있는 유용한 방법이라 할 수 있다. 공정평균 와 공정분산 


인 혼합 정규분포


를 따

르고 있다는 조건하에서 다양한 경우에 대해 모의실험을 수행하였으며, 귀무가설    ≤ 

즉  ≤  와 대립가설      즉    인 가설검정을 수행하였다.

즉 규격상한 과 규격하한 은 각각 59, 39로 설정하였으며, 구체적으로 다음의 <Table 1>과 같은 다

양한 조합의 경우에 대하여 모의실험을 수행할 예정이며 모의실험 절차는 다음과 같다.

1단계 : 주어진 혼합 정규분포로부터 크기 의 확률표본   ⋯ 을 확률추출하여 표본평균  와 표본분

산 

을 계산한 후, 플러그-인 방법으로 공정능력지수   에 대한 다음의 추정량을 구한다.
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2단계 : 확률표본  ⋯ 으로부터 복원 추출방법에 의해 개의 붓스트랩 표본 


  


 ⋯  

 을 얻은 

후 붓스트랩 표본평균 


와 붓스트랩 표본분산 
 

을 구한다.

3단계 : 2단계로부터 얻은 붓스트랩 표본평균 


와 붓스트랩 표본분산 
 

을 이용하여 다음의 붓스트랩 추정량

을 얻는다.







 


  


 


  
  

4단계 : 1,2,3단계를   회 반복수행하여 4절에서 제안한 근사 유의확률  의 값을 구한다.

Sigma Quality Level True  Process variance Mixture Process Distribution

2 sigma




  

 



 



3 sigma  
  

 










4 sigma




  









5 sigma




  

 



 



Table 1. Design of simulation for test

5.2 공정능력지수 에 대한 모의실험 결과 분석 

붓스트랩 방법을 이용한 공정능력지수 에 대한 가설검정 방법의 타탕성을 위해 모의실험을 실시하여 붓스트랩 

기반의 근사적인 유의확률을 계산하여 제시하였다. 본 연구에서는 <Table 1>과 같이 제안한 공정의 분포가 다양한 

혼합 정규분포를 따르는 경우에 대해 가설    ≤       을 검정하기 위해 표본크기를 달리하

여 각각   인 경우에 대하여 근사적인 유의확률을 계산하였으며, <Table 2>-<Table 5>에 그 

결과를 제시하였다.
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 sigma  sigma  sigma  sigma

0.2

10 0.852 0.453 0.424 0.139

20 0.941 0.466 0.437 0.153

30 0.634 0.46 0.394 0.085

40 0.641 0.521 0.354 0.072

50 0.582 0.482 0.299 0.05

60 0.57 0.5 0.278 0.063

70 0.559 0.457 0.259 0.048

80 0.561 0.413 0.221 0.022

90 0.555 0.401 0.21 0.014

100 0.509 0.404 0.184 0.005

0.5

10 0.965 0.609 0.189 0.133

20 0.633 0.537 0.154 0.111

30 0.515 0.443 0.142 0.909

40 0.531 0.428 0.142 0.087

50 0.524 0.398 0.103 0.077

60 0.515 0.373 0.100 0.064

70 0.505 0.363 0.099 0.051

80 0.499 0.335 0.101 0.042

90 0.502 0.327 0.079 0.033

100 0.500 0.257 0.077 0.023

Table 2. Simulation result for case 1 (2 sigma quality level ;   )

 
 

 sigma  sigma  sigma  sigma

0.2

10 0.987 0.954 0.867 0.815

20 0.955 0.888 0.696 0.302

30 0.942 0.846 0.578 0.361

40 0.812 0.69 0.49 0.317

50 0.808 0.602 0.54 0.24

60 0.686 0.559 0.488 0.134

70 0.695 0.535 0.345 0.072

80 0.644 0.516 0.341 0.042

90 0.622 0.510 0.337 0.021

100 0.605 0.502 0.319 0.008

0.5

10 0.937 0.947 0.888 0.807

20 0.951 0.875 0.656 0.30

30 0.933 0.831 0.565 0.335

40 0.801 0.645 0.522 0.318

50 0.808 0.601 0.546 0.232

60 0.687 0.547 0.465 0.135

70 0.671 0.522 0.344 0.062

80 0.641 0.516 0.339 0.052

90 0.610 0.508 0.323 0.024

100 0.605 0.502 0.316 0.008

Table 3. Simulation result for case 2 (3 sigma quality level ;   )
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 sigma  sigma  sigma  sigma

0.2

10 0.998 0.937 0.772 0.742

20 0.994 0.936 0.82 0,701

30 0.991 0.806 0.733 0.546

40 0.766 0.704 0.694 0.404

50 0.750 0.732 0.672 0.320

60 0.742 0.730 0.617 0.315

70 0.733 0.712 0.593 0.225

80 0.729 0.704 0.562 0.214

90 0.691 0.667 0.533 0.172

100 0.710 0.651 0.519 0.112

0.5

10 0.999 0.944 0.781 0.767

20 0.993 0.936 0.834 0,771

30 0.992 0.816 0.733 0.536

40 0.767 0.725 0.694 0.414

50 0.753 0.732 0.672 0.310

60 0.751 0.733 0.617 0.308

70 0.746 0.722 0.593 0.217

80 0.734 0.716 0.562 0.204

90 0.666 0.654 0.533 0.152

100 0.722 0.650 0.519 0.110

Table 4. Simulation result for case 3 (4 sigma quality level ;   )

 
 

 sigma  sigma  sigma  sigma

0.2

10 0.991 0.983 0.884 0.864

20 0.987 0.981 0.891 0.845

30 0.972 0.902 0.882 0.821

40 0.891 0.883 0.817 0.793

50 0.887 0.833 0.790 0.728

60 0.879 0.811 0.777 0.743

70 0.860 0.803 0.653 0.608

80 0.847 0.774 0.611 0.599

90 0.848 0.717 0.607 0.526

100 0.850 0.711 0.602 0.509

0.5

10 0.993 0.963 0.864 0.861

20 0.997 0.961 0.811 0.799

30 0.973 0.882 0.799 0.788

40 0.895 0.843 0.811 0.699

50 0.896 0.813 0.774 0.691

60 0.879 0.811 0.701 0.609

70 0.860 0.783 0.616 0.599

80 0.849 0.724 0.601 0.536

90 0.838 0.717 0.597 0.514

100 0.832 0.716 0.601 0.502

Table 5. Simulation result for case 4 (5 sigma quality level ;   )
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<Table 2>는 경우 1의 두 가지 혼합 정규분포에 대한 모의실험 결과로 시그마 품질수준은 2이고 공정능력지수 

  에 대한 가설    ≤        인 경우이다.

위의 혼합 정규공정에서 가중치   인 경우, 모의실험 결과에서는 분산 
  인 경우에 표본크기 의 

값이 커질수록  값이 0.5에 가깝게 됨에 따라 귀무가설 가 참일 확률이 약 0.5이고 이 참일 확률이 

약 0.5로 매우 자연스런 결과임을 의미한다. 그리고 분산


이 작아짐에 따라  값이 작아지고 있으며, 표본

크기 의 값이 커짐에 따라  값이 작아지고 있어 귀무가설 를 보다 확실하게 기각할 수 있음을 보여주고 

있음을 뜻한다.

그리고 혼합 정규공정에서 가중치   인 경우의 모의실험 결과에서도 가중치   에서의 결과와 마찬가

의 결과를 얻을 수 있어 혼합 정규분포의 가중치에 상관없이 일관성 있는 모의실험 결과를 얻을 수 있었다. 또한 

<Table 3>-<Table 5>에서도 공정능력지수   즉 단기적인 시그마 품질수준이 다른 경우일뿐 <Table 2>에 대한 

설명과 마찬가지로 다양한 조건의 혼합 정규공정에서도 일관성 있는 결과를 보여주고 있어 공정능력지수 에 대한 

가설검정 방법으로 유용하게 활용될 수 있음을 보여주고 있다.

6. 결  론

공정능력분석 분야에서도 실제 산업 현장에서 혼합 정규공정은 흔히 나타나게 되는 보다 현실적인 공정이라 할 

수 있는 바, 이에 대한 연구는 미흡한 실정이다. 따라서 본 연구에서는 혼합 정규공정 가정 하에서 붓스트랩 방법을 

사용하여 기본적인 공정능력지수   혹은 단기적인 시그마 품질수준인     에 대한 가설검정 방법을 제안

하여 다양한 조건의 혼합 정규공정의 모의실험을 통해 가설검정에 효과적으로 활용할 수 있는 유용한 방법임을 연구

하였다.

혼합 정규공정 하에서 본 연구에서 제안한 붓스트랩 방법을 사용하여 공정능력지수 에 대해  값을 계

산하였다. 그리고 다양한 조건의 혼합 정규공정 하에서 모의실험을 통해 공정능력지수 에 대한 가설검정 결과, 

귀무가설           시그마품질수준 이 참인 경우 근사적인 유의확률이라 할 수 있

는  값이 0.5에 수렴하게 됨을 확인할 수 있었으며, 보다 더 우수한 품질수준에 대해서는  값이 급

격히 작아짐에 따라 제안된 방법이 효과적임이 입증되었다.
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