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요 약

본 논문은 이원의 고정효과모형에서 사영에 근거한 제3종 제곱합을 구하는 방법을 다루고 있다.

제3종 제곱합의 모형적합 방식에 따른 분산분석에서 자료의 총제곱합은 요인별 제곱합으로 분해된 양

과 일치하지 않는다. 변동량의 차이가 단순히 모형의 적합방식에 기인한다고 간주하는 고전적 해석과

는 달리 자료의 분산분석과정에서 발생하는 변동량의 차이가 어디에서 어느 정도 발생하고 있는 가에

대해 사영을 이용하여 규명할 수 있음을 다루고 있다. 또한 사영공간의 중첩성으로 인한 변동량의 차

에 대한 기하학적 해석과 함께 자료의 변동량 계산에 있어 고유근과 고유벡터가 어떻게 이용될 수 있

는가를논의하고있다.

주요용어: 고유근, 고유벡터, 균형자료, 사영, 사영행렬, 제3종제곱합.

1. 서론

실험자료를 분석하기 위해 고정효과모형의 가정하에 자료분석하는 경우를 생각해 본다. 실험으로부

터 비교하고자 하는 처리들의 효과와 관련된 가설의 검정방법으로 분산분석법은 선형모형의 가정하에

행해지는 분석방법이다. 이 방법은 자료의 전체변동량인 총제곱합을 변동요인으로 간주되는 성분들의

제곱합으로 분할하는 것으로 이루어진다. 분산분석의 기본개념 및 활용에 관한 문헌들은 Steel과 Tor-

rey (1980), Cochran과 Cox (1957) 그리고 Montgomery (1976) 등에서살펴볼수있다.

분산분석을 위한 요인별 제곱합의 계산을 위해 모형적합방식에 따른 다양한 기법을 이용할 수 있다.

즉, 변동요인별 제곱합의 계산에 총제곱합을 분할하는 방식의 모형비교를 통해 구하는 방법을 생각할

수 있다. 모형의 다양한 비교방식을 통해 변동요인별 제곱합을 구하는 방법들이 Milliken과 Johnson

(1984) 그리고 Searle (1971) 등에서구체적으로논의되고있다.

모형의 비교를 통해 성분들의 제곱합을 구할 때 모형의 적합방식에 따라 제1종 제곱합, 제2종 제곱

합, 제3종 제곱합 등으로 구분하게 된다. 모형의 적합방식에 따른 제곱합은 자료가 균형자료일 때 변동

요인별 제곱합은 동일한 값으로 주어진다. 그러나 처리간에 자료의 개수가 동일하지 않는 불균형자료

인 경우에는 모형의 적합방식에 따라 변동요인별 제곱합은 달라질 수 있다. 제1종 제곱합은 자료가 균

형이건 불균형이건 상관없이 총제곱합은 요인별 제곱합으로 분할되고 이들의 총합은 자료의 전체변동량

과 동일하다. 이와 관련된 문헌으로 Choi (2012)는 제2종 제곱합에 대한 사영분석을 통하여 제1종 분

석과 제2종 분석간의 차이를 규명하고 있음을 볼 수 있다. 그러나 제3종 제곱합은 자료가 불균형인 경

우에 성분들의 제곱합은 자료의 전체변동량의 분할로 주어지지 않게 된다. 모형의 적합방식에 따른 제

곱합을 구하는 방식에 대한 구체적 논의는 여러 문헌에서 제공되고 있으나 적합방식과 관련된 제곱합의
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차이가 어디서 발생하고 있는 가에 대한 논의는 구체적이지 않다. 자료의 분산분석에서 발생하게 되는

분석량 간의 차이에 대한 규명을 위해 사영의 개념에 근거할 때 그러한 차이에 대한 해석이 가능하게 된

다. Choi (2011, 2012)는실험자료의분산분석을위해사영을이용하여분석하는기법을다루고있으며

Choi (2013)은 불완전 계수의 모형행렬을 갖는 선형모형에서 추정가능함수의 타당성을 검정하기 위해

사영행렬을 활용하는 방법을 논의하고 있다. 그러나 자료분석의 일반적인 ANOVA 방법에서 사영을 이

용하여활용하는방법에관한연구는많지않은편이다.

본논문에서는자료가불균형일때제3종제곱합과관련된모형의적합방식에서유도되는모형행렬을

이용하여 사영의 관점에서 구하는 방법을 제공하고자 한다. 사영의 관점에서 자료분석이 행해질 때 기

존의 분석방법에서 명확히 규명되지 않는 양에 대한 기하학적 해석과 설명이 간명하게 이루어질 수 있

게 된다. 따라서 이 방법은 제3종 제곱합을 이용한 총제곱합의 분할에서 자료의 변동량이 일치하지 않

는부분에대한설명이사영에의해구체적으로이루어질수있음을논의하고있다. 사영의관점에서제

곱합이계산될때관측벡터의벡터공간과관련된행렬의여러성질이유도되고활용되는이점이있게된

다. 특히, 사영공간에서의 고유근과 고유벡터를 이용한 제곱합의 계산과 더불어 이들의 활용에 관해 논

의하고자한다.

2. 모형의 가정

실험자료를 분석하기 위한 모형으로 이원 고정효과모형을 가정한다. 실험에서 고려되는 두 고정요인

을 R과 C라 두자. R은 행에서의 수준들로 구성되는 행요인을 나타내고 C는 열에서의 수준들을 나타

내는 열요인이라 간주한다. 행요인 R은 r개의 수준들로 구성되고 열요인 C는 c개의 수준들로 구성된

다고 가정한다. R의 수준 i, i = 1, 2, · · · , r와 요인 C의 수준 j, j = 1, 2, · · · , c와의 수준결합으로 주
어지는 처리조합을 (i, j)로 나타낸다. 실험에 이용되는 실험단위들은 동질적이라 가정한다. 처리조합

(i, j)는 nij개의 실험단위에 임의로 배정된다고 가정한다. 처리조합 (i, j)가 행해진 실험단위에서의 관

측반응을 yijk라 두자. 처리조합을 구성하는 두 요인이 고정요인이므로 실험단위의 관측반응에 대한 모

형으로 고정효과모형을 가정한다. 요인 R의 수준 i에서의 수준효과를 τi라 두면, r개의 τi는 고정효과

이다. 요인 C의수준 j에서의수준효과를 γj라두면, c개의 γj도고정효과를나타낸다. 요인 R의수준

i, 요인 C의수준 j의처리조합 (i, j)에서의고정효과들의교호작용을 δij로나타낸다. 자료를분석하기

위한고정효과모형은다음과같이주어진다.

yijk = µ+ τi + γj + δij + ϵijk (2.1)

단, µ는 전체평균을 나타낸다. τi, i = 1, 2, · · · , r는 요인 R의 i번째 수준효과이고 γj , j = 1, 2, · · · , c는
요인 C의 j번째 수준효과를 나타낸다. δij는 두 요인 R과 C의 결합수준 (i, j)에서의 교호작용이고

ϵijk, k = 1, 2, · · · , nij는 오차항을 나타낸다. 오차항의 분포로 N(0, σϵ
2)을 가정하고 오차들은 상호독

립이라 가정한다. 두 요인의 수준결합으로 주어지는 rc개의 처리조합 (i, j)에서 수집된 자료를 크기

n× 1인벡터 y로나타내면식 (2.1)에해당하는행렬모형식은다음과같이표현된다.

y = jµ+XRτ +XCγ +XRCδ + ϵ (2.2)

단, n=
∑

i,j nij이고 모평균 µ의 계수벡터 j는 n개의 원소가 모두 1인 열벡터이다. XR은 크기가 n ×
r인 0과 1로 구성되는 계수행렬이다. τ는 요인 R의 r개 고정효과를 나타내는 r × 1인 열벡터이다.

XC는 n × c인 계수행렬이다. γ는 요인 C의 c개 고정효과를 나타내는 c × 1인 열벡터이다. XRC는

n × rc인 계수행렬이다. 식 (2.2)의 행렬표현식은 y가 다차원상의 성분벡터들의 합으로 구성됨을 의미

한다. 이들 성분벡터는 자료의 전체변동량에 기여하는 변동요인과 관련된 부분공간으로의 사영에 해당
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한다. 따라서 각 부분공간으로의 사영까지의 거리제곱합은 변동요인에 따른 제곱합을 나타내게 된다.

사영에의한거리제곱합은모형의적합방식에따라다양하게계산되고계산값들간에차이가있게된다.

식 (2.1)의이원고정효과모형에서 yijk는다섯개성분들의합으로표현된다. 분산분석도마찬가지로

관측값들의 총제곱합을 다섯 개의 성분제곱합으로 분해한다. 이들은 µ에 따른 제곱합, 행요인 R의 r개

수준효과 간의 변이에 따른 제곱합, 요인 C의 bc개 수준효과 간의 변이에 따른 제곱합, 행요인 R와 열

요인 C의 rc개 결합수준에서의 교호작용 효과들의 변이에 따른 제곱합 그리고 오차 ϵ들의 변이에 따른

오차제곱합으로구분된다. 여기서는제3종제곱합과관련된모형의적합방식을살펴보기로한다.

3. 사영에 의한 제3종 제곱합

고정효과모형 (2.1)의 가정하에 제3종 제곱합의 계산방법은 관심효과만을 제외한 모형의 적합에 따른

변동량과 관심효과를 포함한 모형의 적합에서 주어지는 변동량간의 차이로서 구하게 된다. 이와같은 모

형의 비교방식을 통하여 효과에 따른 제3종 제곱합은 가정된 모형내 효과들의 추정가능한 함수들의 가

설을 검정하는 데 이용된다. 여러 유형의 모형비교 방식중 제3종 제곱합을 구하는 모형적합방식이 선

호되는 이유로 Milliken과 Johnson (1984)은 제3종 가설들이 실험자가 관심을 갖는 의미있는 가설임을

나타내고있다.

구체적 과정을 사영으로 언급하기 위하여 행렬모형식 (2.2)에서 모형행렬을 X라 두면, X =

(j,XR,XC ,XRC)이다. 행요인 R의 r개 수준효과에 따른 변동량을 SSR이라 두자. SSR은 완전

효과모형 (full effects model)의 적합으로부터 구해지는 제곱합과 행요인 R의 주효과를 제외한 축소모

형의 적합으로부터 얻어지는 제곱합과의 차이이다. 모형행렬 X로부터 행효과와 관련된 계수행렬을 제

외한모형행렬을 Xr이라둘때사영을이용한제곱합은다음과같다.

SSR = y′(XX− −XrX
−
r )y (3.1)

단, Xr = (j,XC ,XRC)이다. 열요인 C의 c개 수준효과에 따른 변동량을 SSC라 두자. SSC는 완

전효과모형의 적합으로부터 구해지는 제곱합과 행요인 C의 주효과를 제외한 축소모형의 적합으로부

터 얻어지는 제곱합과의 차이이다. 모형행렬 X로부터 열효과와 관련된 계수행렬을 제외한 모형행렬을

Xc라둘때사영을이용한제곱합은다음과같다.

SSC = y′(XX− −XcX
−
c )y (3.2)

단, Xc = (j,XR,XRC)이다. 두 요인 R과 C의 교호작용 벡터 δ에 따른 제곱합을 SSRC라 두자.

SSRC는 완전효과모형의 적합으로부터 구해지는 제곱합과 두 요인 R과 C의 교호작용효과를 제외한

축소모형의 적합으로부터 얻어지는 제곱합과의 차이이다. 모형행렬 X로부터 교호작용과 관련된 계수

행렬을제외한모형행렬을 Xrc라둘때사영을이용한제곱합은다음과같다.

SSRC = y′(XX− −XrcX
−
rc)y (3.3)

단, Xrc = (j,XR,XC)이다. y의 이차형식으로 주어지는 제곱합들은 전체변동량의 가능한 한 분할이

나 이들의 합은 총제곱합과 일치하지 않게 된다. 그 이유는 모형행렬 X에 의해 생성되는 사영공간이

평균을 포함하여 네 성분을 나타내는 부분공간들로 구성되어야 하나 제3종 제곱합을 구하는 모형의 적

합방식으로인해단순히직교하는두부분공간으로나누어지기때문이다.

변동요인의 성분을 나타내는 부분공간들에서 계산된 양은 이들 공간의 중복성으로 인해 각 부분공간

으로의 사영제곱합은 전체변동량의 분할로 주어지지 않는다. 이 경우에 각 변동성분과 관련된 중복량을

구하기 위한 방법은 모형행렬 X에 의한 사영공간이 중복되지 않는 성분벡터로 구성되는 부분공간으로

의 사영을 이용하는 것이다. 모형행렬 X에 의한 사영공간이 행렬 Xrc에 의한 공간과 그렇지 않은 두
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공간으로 분리될 수 있다. 또한, Xrc는 요인 R과 C의 주효과에 따른 변동량 계산에서 부분공간을 나

타내는사영행렬에공통적으로포함되는행렬 XRC를포함하고있지않다. 그러므로 XRC를포함하고

있지 않는 Xrc에 의해 생성되는 공간으로의 사영을 이용하여 행요인 R의 주효과와 열요인 C의 주효과

에 따른 변동량을 계산할 수 있게 된다. Xrc로의 사영은 XrcX
−
rcy이다. Xrc가 세 성분벡터들로 구성

되므로 모형의 순차적 적합에 해당하는 제곱합을 계산하게 된다. Xrc로의 사영에서 사영까지의 거리제

곱합을 SST라두면

SST = y′jj−y + y′(XrcXrc
− − jj−)y (3.4)

이다. 식 (3.4)의 두 번째 항을 SSt라 두자. SSt는 두 성분들 SStr과 SStc의 합으로 표시될 수 있다.

SStr은다음과같이구해진다.

SStr = y′[(XrcXrc
− − jj−)XR][(XrcXrc

− − jj−)XR]
−y (3.5)

SStr은 y의이차형식임을알수있다. 이이차형식과관련된행렬을 XtrXtr
−이라두면

XtrXtr
− = [(XrcXrc

− − jj−)XR][(XrcXrc
− − jj−)XR]

− (3.6)

이다. SStc는다음과같이구해진다.

SStc = y′[(XrcXrc
− − jj− −XtrXtr

−)XC ][(XrcXrc
− − jj− −XtrXtr

−)XC ]
−y (3.7)

SStc는 y의이차형식임을알수있다. 이이차형식과관련된행렬을 XtcXtc
−이라두면

XtcXtc
− = [(XrcXrc

− − jj− −XtrXtr
−)XC ][(XrcXrc

− − jj− −XtrXtr
−)XC ]

− (3.8)

이다. 즉, Xrc로의사영을나타내는사영행렬 XrcXrc
−은직교하는사영행렬들의합으로표현된다.

XrcXrc
− = jj− +XtrXtr

− +XtcXtc
− (3.9)

따라서식 (3.4)에서 SST의계산은

SST = y′jj−y + y′XtrXtr
−y + y′XtcXtc

−y (3.10)

로구해진다. 식 (3.10)은요인별제3종제곱합이자료전체의변동량과일치하지않는부분에대한차이

를 설명하여 주고 있다. 이는 요인의 변동량을 계산하기 위한 모형의 적합방식에 해당하는 사영공간이

직교분할될 때 상호직교하는 사영행렬들의 합으로 표시됨을 나타낸다. 이 행렬들을 이용하여 성분변동

량의 합과 전체변동량의 차이가 어디에서 발생하고 있는 가를 확인할 수 있게 되고 그 차이가 어느 정도

인가를알수있게된다.

4. 제3종 제곱합의 예

제3종 제곱합을 계산하기 위한 자료의 예로 Milliken과 Johnson (1984)의 불균형 자료를 이용하기로

한다. Table 4.1은두처리요인 R과 C의수준들이각각 R1, R2와 C1, C2, C3일때이들의결합수준에

서행해진실험자료를나타내고있다.

Table 4.1 Unbalanced two-way experimental data

R C C1 C2 C3

R1 19, 20, 21 24, 26 22, 25, 25

R2 25, 27 21, 24, 24 31, 32, 33
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행렬모형식 (2.2)의 가정하에 변동요인에 따른 제3종 제곱합을 사영에 의해 구해보기로 한다. 식

(3.1)을 이용한 SSR = 61.714로 주어진다. SSR은 또한 식 (3.1)의 이차형식과 관련된 사영행렬의

고유벡터를 이용하여 구할 수도 있다. 즉, 식 (3.1)의 사영행렬 XX− − XrX
−
r 의 0아닌 고유근을 갖

는 고유벡터를 구한다. 왜냐하면 XX− − XrX
−
r 는 멱등행렬로 고유근은 0 또는 1인 근을 갖기 때문

이다. 행요인 R은 수준이 둘이므로 자유도는 1이다. 따라서 사영행렬 XX− − XrX
−
r 는 1차원의 부

분공간으로의 사영을 나타내는 행렬이고 0 아닌 고유근 1을 하나만 갖게 된다. 고유근 1에 해당하는 고

유벡터를 E′
t로나타내면 E′

t = (Et1,Et2)로주어진다. Et1과 Et2는다음과같다.

Et1 = (−0.2182,−0.2182,−0.2182,−0.3273,−0.3273,−0.2182,−0.2182,−0.2182)

Et2 = (0.3273, 0.3273, 0.2182, 0.2182, 0.2182, 0.2182, 0.2182, 0.2182)

따라서, 고유벡터 E′
t를 이용한 SSR의 계산은 y′(EtE

′
t)y로 행해지고 식 (3.1)과 거의 동일한 값

61.704를 구하게 된다. 0.01의 차이는 고유벡터의 성분표시에서 반올림한 자리수로 인한 오차이다. 고

유근과 고유벡터는 변동요인에 따른 변동량의 계산에 수월할 뿐만아니라 자유도의 수, 벡터공간의 종

속성을 파악하는 데 도움이 됨을 알 수 있다. 열요인 C의 수준변화에 따른 변동량은 식 (3.2)로 부터

SSC = 77.169로구해진다. 교호작용에따른평방합 SSRC는식 (3.3)에의해 71.631로주어진다.

모형행렬 X로의 사영은 XX−y이므로 사영까지의 거리제곱합은 y′XX−y이 되고 이 양은 10,189

이다. 전체평균 µ에 따른 제곱합은 y′jj−y이고 9950.062이다. 따라서 요인 R과 C의 주효과와 교호

작용에 따른 변동량은 y′(XX− − jj−)y이므로 238.938이다. 이 양은 요인 R의 주효과에 따른 평방

합 61.714, 요인 C의 주효과에 따른 평방합 77.169와 교호작용에 따른 평방합 71.631의 합으로 주어지

지 않는다. 이들 세 성분의 합은 210.514이다. 이들 변동량 간의 차이는 모형적합방식에 따른 사영공간

의분할이상호직교하는부분공간들로구성되지않기때문이다.

다시말하면, 요인 R의 주효과에 따른 평방합 61.714를 구하기 위한 사영공간은 식 (3.1)에서 사영행

렬 (XX− −XrX
−
r )에 의해 생성되나 요인 C의 주효과에 따른 평방합을 구하기 위한 식 (3.2)의 사영

행렬 (XX− −XcX
−
c )에 의한 사영공간과는 직교하지 않음을 알 수 있다. 이들 두 부분공간의 직교성

은 사영행렬을 이용하여 확인할 수 있다. 요인 R의 주효과에 따른 제곱합을 구하기 위한 일차원의 사영

공간은 요인 C의 주효과에 따른 제곱합을 구하기 위한 이차원의 사영공간과는 직교하지 않는 부분공간

들이다.

사영공간의 중첩성을 고려하지 않는 제3종 제곱합의 계산은 모형행렬에 의해 생성되는 사영공간에서

의 변동량과 일치하지 않게 된다. 따라서 변동량의 차이를 알아보기 위해 식 (3.1)의 SSR과 식 (3.2)의

SSC는 사영공간의 중첩을 허용할 때의 계산방법임을 알 수 있다. Xrc에 의한 사영공간은 세 성분의

직교하는 부분공간들로 분할될 수 있는 유일한 사영공간이므로 XrcXrc
−의 직교분해를 이용하여 차이

를계산한다.

식 (3.5)의 SStr은 76.563으로 구해진다. SSR의 61.714와의 차이를 dR이라 두면 dR = 14.849이

다. 식 (3.7)로부터 SStc는 90.744로 구해진다. SSC는 77.169이므로 SSC와의 차이를 dC라 두면

dC = 13.575로주어진다. SStr과 SStc 그리고 SSRC의합은 y′(XX− − jj−)y의 238.938이됨을알

수 있다. 변동요인에 따른 제3종 제곱합의 계산결과를 관련된 2차형식으로 나타내면 Table 4.2와 같이

주어진다.

Table 4.2 Type III sums of squares evaluated by quadratic forms for data in Table 4.1

source of variaton df SS MS

R 1 y′(XX− −XrX
−
r )y= 61.714 61.714

C 2 y′(XX− −XcX
−
c )y= 77.169 38.585

RC 2 y′(XX− −XrcX
−
rc)y=71.631 35.815

Error 10 y′(I −XX−)y =20.0 2.0

corrected total 15 y′(I − jj−)y=258.938



804 Jaesung Choi

5. 결론

본 논문은 고정효과모형의 가정하에 제3종 제곱합을 사영에 근거하여 구하는 방법을 다루고 있다. 사

영에 의한 제3종 제곱합은 모형의 적합방식으로부터 유도되는 사영행렬을 구하여 이용하게 된다. 즉,

성분별 모수벡터에 따른 변동량의 계산은 해당하는 부분공간으로의 사영을 이용하여 사영까지의 거리

제곱합으로 계산하게 된다. 이때 사영까지의 거리제곱합은 y의 이차형식이다. y의 이차형식에서의 행

렬은 부분공간에서의 사영행렬로 주어지며 멱등행렬이다. 모형행렬 X로의 사영공간이 제3종 제곱합의

계산을 위한 모형의 적합방식에 따른 부분공간들로 분할될 때, X로의 사영공간은 상호 직교하지 않는

중첩되는 부분공간들로 구성된다. 사영이 행해지는 부분공간들의 중첩성으로 인해 부분공간에서의 제

곱합은 전체변동량의 성분들로 주어지지 않음을 다루었다. 부분공간의 중첩성에 대한 확인은 각 공간에

서의고유벡터들을활용하여규명할수있음을논의하였다.

사영을 이용한 제3종 제곱합의 계산방식에서 사영이 행해지는 부분공간들의 비직교성은 모형의 적합

방식과 관련되어 있음을 논의하였으며 부분공간들의 중첩성은 해당하는 사영행렬의 고유벡터를 이용하

여 입증할 수 있음을 밝히고 있다. 또한, 모형의 적합방식에 기인한 제3종 제곱합의 계산을 위한 각 부

분공간에서의 사영행렬의 형태를 파악하고 이들 사영행렬이 각 성분의 제곱합을 나타내는 이차형식의

관련 행렬임을 보여주고 있다. 변동요인별 제3종 제곱합이 해당하는 부분공간의 사영행렬을 포함하는

이차형식이기 때문에 그 행렬의 고유근과 고유벡터를 활용할 수 있음을 다루었고 제곱합의 계산에 어떻

게 활용하는 가를 보여주고 있다. 변동요인에 따른 제3종 제곱합이 자료의 전체 변동량과 일치하지 않

는 부분에 대해 사영이 행해지는 부분공간의 중첩성으로 설명하고 이들 중첩성을 구체적으로 규명하는

데사영행렬의고유벡터가활용될수있음을다루고있다.
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Abstract

This paper deals with a method for getting the Type III sums of squares on the basis

of projections under the assumption of two-way fixed effects model. For unbalanced

data in general total sum of squares is not equal to the sum of componentwise Type III

sums of squares. There are some differencies between two quantities. The suggested

method using projections can detect where the differences occur and how much they are

different. The traditional ANOVA method could not explain clearly the differences. It

also discusses how eigenvectors and eigenvalues of the projection matrices can be used

to get the Type III sums of squares.
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