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요 약

파론도 역설은 개별로는 지는 게임들이 결합하여 이기게 되거나 개별로는 이기는 게임들이 결합하

여 지게 되는 역설적인 현상을 말한다. 여러 명의 게임자들이 둘러앉아 게임을 진행할 때, 임의로 선

택된 게임자 본인의 과거 실적에 의해 승패 확률이 정해지는 경우와 게임자의 양옆에 있는 다른 게임

자들의 실적에 의해 승패 확률이 정해지는 경우를 비교한다. 게임자들의 수와 승패 확률에 의해 계산

되는기대상금을비교하여협력에의한파론도효과가존재함을확인한다.

주요용어: 공간의존파론도게임, 과거의존파론도게임, 기대상금, 마코프체인, 정상확률, 파론도효

과.

1. 서론

파론도 역설 (Parrondo paradox)는 스페인의 물리학자 파론도 (Juan M. R. Parrondo)가 소개한 동

전 던지기 게임에서 유래하였다 (Parrondo, 1996). 게임 A는 앞면이 나올 확률이 1
2
− ϵ인 동전을 던져

서 앞면이 나오면 게임자는 1원을 얻고, 뒷면이 나오면 1원을 잃는다. 게임 B는 게임자가 현재 가지고

있는 누적 상금이 3의 배수이면 앞면이 나올 확률이 1
10

− ϵ인 나쁜 동전을 던지고, 3의 배수가 아니면

앞면이 나올 확률이 3
4
− ϵ인 좋은 동전을 던져서 앞면이 나오면 1원을 얻고 뒷면이 나오면 1원을 잃는

다. 그러면 게임 A는 0 < ϵ < 1
2
에 대해 지는 게임이 되고, 게임 B는 0 < ϵ < 1

10
에 대해 지는 게임이

된다. 즉, 게임 A와 게임 B는 한 시행에서 얻어지는 점근적 기대상금이 음수가 되어 시행을 계속할 수

록누적되는기대상금이점점 −∞에가까워지는지는게임이된다. 반면에매시행에서두게임 A와 B

중하나를임의로선택하여진행하거나또는일정한규칙에의해주기적으로두게임을반복해서진행하

면시행당점근적기대상금이양수가되는 ϵ > 0이존재하여결국이기게되는역설적인결과를얻게된

다. 이런 역설적인 현상을 파론도 효과 (Parrondo effect)라고 한다. 이와 반대로, 음수인 ϵ < 0을 고려

하면 각각 이기는 두 게임을 결합하여 지는 게임이 되는 역 파론도 효과 (reverse Parrondo effect)를 얻

을 수 있다. 이 게임에서 유래하여 두 시스템이 결합하여 원래의 특성과 다른 특성을 갖는 새로운 시스

템이되는역설적인현상을파론도역설이라고한다 (Harmer과 Abbott, 2002).

파론도가 처음 제안한 게임은 게임자의 현재 누적 상금에 따라 게임 B의 동전이 결정되기 때문에 원

금의존 파론도 게임 (capital-dependent Parrondo game)이라고 부른다. Parrondo 등 (2000)은 원금

의존 파론도 게임을 변형하여 게임자의 과거 시행 결과에 따라 게임 B의 동전이 결정되는 과거의존 파

론도 게임 (history-dependent Parrondo game)을 소개하였는데, 직전의 두 번의 시행 결과에 따라 현
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재 시행에서 사용될 동전이 결정되어 그 승패 확률이 정해지는 게임이다. 과거의존 파론도 게임에서도

확률 모수의 범위에 따라 파론도 효과와 역 파론도 효과가 존재함이 여러 연구자들에 의해 확인되었다

(Ethier와 Lee, 2009; Lee, 2011). 원금의존 파론도 게임과 과거의존 파론도 게임은 기본적으로 한 명

의 게임자에 의해 진행되는 게임이다. 반면에 Toral (2001)의 공간의존 파론도 게임 (space-dependent

Parrondo game)은 여러 명의 게임자들이 모여 함께 진행하는 게임이다. 여러 명의 게임자들 중 한 명

의 게임자를 임의로 선택하고, 선택된 게임자의 양옆에 있는 다른 게임자들의 최근 시행 결과에 의해 게

임 B의 동전이 결정된다. 즉, 주변 게임자들의 시행 결과에 의해 본인의 승패 확률이 정해지는 경우로

서 전체 게임자들의 수와 확률 모수의 값에 따라 파론도 현상이 존재함을 부분적으로 관찰하였다 (Lee,

2009; Ethier와 Lee, 2012).

본 논문에서는 여러 명의 게임자들이 둘러앉아 함께 게임을 진행할 때, 임의로 선택된 게임자 본인의

직전과거 2번의시행결과에의해승패확률이결정되는과거의존파론도게임과임의로선택된게임자

의 양 옆에 있는 다른 게임자들의 최근 시행 결과에 의해 승패 확률이 결정되는 공간의존 파론도 게임을

비교한다. 각 경우에서 계산되는 기대상금을 통해, 여러 게임자들의 협력으로 진행되는 공간의존 파론

도게임의기대상금은양수로서이기는게임이되는반면에홀로진행되는과거의존파론도게임의기대

상금은음수가되어지는게임이되는승패확률의범위가존재함을확인한다. 이로서기존의파론도효

과는 두 게임을 임의적으로 결합하거나 주기적으로 반복할 때 생겨났지만 이처럼 여러 게임자들의 협력

에 의해 기존의 성향이 반대로 바뀌는 파론도 현상이 나타날 수 있음을 보임으로써 파론도 현상의 발생

범위를확대하는의미를가진다.

N명의게임자들중에서한명의게임자를임의로선택해서그를게임자 i (i = 1, 2, . . . , N)라고하자.

과거의존 파론도 게임 B1는 앞면이 나올 확률이 각각 p0, p1, p2, p3인 4개의 동전을 사용한다. 게임자

i의 직전의 두 번의 시행 결과가 패-패 (각각 패-승, 승-패, 승-승)이면 앞면이 나올 확률이 p0 (각각 p1,

p2, p3)인 동전을 던진다. 다만, 첫 시행을 위한 직전 결과는 패-패, 패-승, 승-패, 승-승 중에서 동일한

확률 1/4로 하나를 정하는 것으로 가정한다. 공간의존 파론도게임 B2에서는 임의로 선택된 게임자 i의

양옆게임자 i− 1과 i+ 1의상태가패-패이면 p0 동전을, 게임자 i− 1는패, 게임자 i+ 1는승이면 p1

동전을, 게임자 i− 1는승, 게임자 i+ 1는패이면 p2 동전을, 양옆게임자 i− 1과 i+ 1 모두승이면 p3

동전을 사용한다. 즉, 양옆 게임자들의 상태에 따라 본인이 현재 시행에서 사용할 동전이 달라진다. 여

기서도 첫 시행을 위한 상태는 패-패, 패-승, 승-패, 승-승 중에서 동일한 확률 1/4로 하나를 정하는 것

으로 가정한다. 두 게임 모두, 게임자 i가 게임을 한 후 앞면이 나오면 1원을 얻어 승의 상태가 되고, 뒷

면이 나오면 1원을 잃어 패의 상태가 되며, 이 상태는 게임자 i가 다시 게임을 하게 될 때까지 유지된다.

만약모든확률모수에대해 p0 = p1 = p2 = p3 = 1/2이면두게임 B1과 B2는동일한게임이되고공정

한게임으로서그기대상금은항상 0이다.

파론도 효과의 존재를 확인하기 위해서 Ethier와 Lee (2009)는 마코프 체인에 의해 진행되는 게임의

궁극적인기대상금의강대수의법칙 (strong law of large numbers)을아래와같이유도하였다.

정리 1.1 (Ethier와 Lee, 2009) 유한 상태공간 Σ에서 정의되는 분할불가 (irreducible)이고 비주기

적 (aperiodic) 마코프 체인 {Xn, n ≥ 0}의 전이확률행렬 (transition probability matrix)과 정상확률

분포 (stationary distribution)를 각각 P와 π라고 하자. 함수 w : Σ × Σ 7→ R로 상금행렬 (payoff

matrix) W = (w(i, j))i,j∈Σ을나타내고, 모든 n에대해 ξn := w(Xn−1, Xn)이고 Sn := ξ1+ · · ·+ ξn로

정의하면 Sn은 n번의 시행 후의 누적 상금이 된다. (i, j)의 요소가 P (i, j)w(i, j)인 행렬을 Ṗ라고 하

고, 열벡터 1 := (1, 1, . . . , 1)T라고두면,

µ := πṖ1
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은임의의초기상태 X0에대해
Sn

n
→ µ a.s.

을만족한다.

2. 과거의존 파론도 게임

N = 1일 때의 과거의존 파론도 게임 B1에서 연이은 두 시행에서의 결과인 패-패, 패-승, 승-패, 승-

승을 각각 상태 0, 1, 2, 3으로 나타내면, 게임은 상태 공간 Σ = {0, 1, 2, 3}에서 정의되고 전이확률행렬
는

P :=


1− p0 p0 0 0

0 0 1− p1 p1

1− p2 p2 0 0

0 0 1− p3 p3


인마코프체인으로모형화할수있다 (Cho와 Lee, 2012a). 더불어 0 < pi < 1, i = 0, 1, 2, 3이므로이

마코프체인은분할불가이고비주기적이다. 또한상금행렬 W은

W :=


−1 1 0 0

0 0 −1 1

−1 1 0 0

0 0 −1 1


로 나타낼 수 있다. 게임 B1의 정상확률분포 π는 π = πP와 π1 = 1을 만족하기 때문에 i =

0, 1, 2, 3에대해 qi := 1− pi를이용하면,

π =
1

p0p1 + 2p0q3 + q2q3
(q2q3, p0q3, p0q3, p0p1)

로나타낼수있다. 그러므로게임 B1의시행당기대상금은

µ = πṖ1

=
p0p1 − q2q3

p0p1 + 2p0q3 + q2q3
(2.1)

이다.

일반적인 N > 1에 대해서는 N명 전체의 게임자들에 대한 n번의 시행 후의 게임자당 상금 ξn는 각

게임자 i의상금 ξn,i에대해

ξn =

N∑
i=1

ξn,i

N

가된다. 그러므로 N명전체의게임자들에대해얻어지는게임자당기대상금은

lim
n→∞

n∑
m=1

ξm
n

= lim
n→∞

n∑
m=1

N∑
i=1

ξm,i

nN
=

N∑
i=1

1

N

(
lim

n→∞

n∑
m=1

ξm,i

n

)
= µ a.s.

로 (2.1)와 일치한다. 비록 여러 명의 게임자들이 있지만 게임자당 기대상금은 개별적으로 진행되는 게

임과결국동일하다.
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3. 공간의존 파론도 게임

N명의 게임자들이 둘러앉아 공간의존 파론도 게임을 진행하는 경우를 살펴보자. Ethier와 Lee

(2012)는 3 ≤ N ≤ 19에대해몇개의특별한확률값 (p0, p1, p2, p3)에대해시행당기대상금을계산하여

파론도효과가존재함을확인하였다. 더불어역파론도효과가대칭적으로존재함을증명하였다.

공간의존 파론도 게임의 확률모형은 N명의 게임자들의 각 상태를 패 혹은 승 즉, 0 또는 1로 나타내

어 상태공간 {0, 1}N := {x = (x1, x2, . . . , xN ) : xi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , N}에서 정의되는 마코프 체인
으로나타낼수있다. x := (x1, x2, . . . , xN )에대해

mi(x) := 2xi−1 + xi+1

라 두면, mi(x)는 게임자 i − 1의 상태 xi−1와 게임자 i + 1의 상태 xi+1에 의해 {0, 1, 2, 3}의 정수값
중 하나를 갖게 된다. N명의 게임자들이 둘려앉기 때문에 x0 := xN이고 xN+1 := x1이다. 따라서 게

임 B2의 전이확률행렬 P은, 전체 게임자들의 수 N과 확률 p0, p1, p2, p3에 의해 다음과 같이 나타낼

수있다 (Ethier와 Lee, 2012). 모든 x ∈ {0, 1}N와 i = 1, ..., N에대해

P (x,xi) =

{
N−1pmi(x) 만약 xi = 0이면,

N−1qmi(x) 만약 xi = 1이면,

P (x,x) = N−1[
∑

i:xi=0

qmi(x) +
∑

i:xi=1

pmi(x)], (3.1)

그 외의 경우에는 P (x,y) = 0이다. 여기서 벡터 xi는 벡터 x := (x1, x2, . . . , xN )와 나머지는 모두 동

일하고 i번째 요소 xi의 값만 차이가 나는 것으로서 xi = (x1, . . . , xi−1, 1 − xi, xi+1, . . . , xN )이다. 그

리고 qm := 1− pm, m = 0, 1, 2, 3이다.

게임 B2의상금행렬 W = (w(x,y))는모든 x ∈ Σ와 j = 1, ..., N에대해

w(x,xi) =

+1 만약 xi = 0이면,

−1 만약 xi = 1이면,

w(x,x) =

−1 만약 xi = 0이면,

+1 만약 xi = 1이면,

그외의경우에는 w(x,y) = 0이다. 만약모든 m = 0, 1, 2, 3에대해 0 < pm < 1이면이마코프체인은

분할불가이고비주기적이므로유일한정상확률분포 π가존재한다. 따라서기대상금 µ는

µ =
∑

x∈{0,1}N
π(x)

N∑
j=1

N−1[pmj(x) − qmj(x)] (3.2)

= πṖ1

으로계산된다 (Ethier와 Lee, 2012). 여기서 1는크기가 2N인열벡터 (1, 1, . . . , 1)T이고, Ṗ는 P의각

요소에있는 qm, m = 0, 1, 2, 3 대신에 −qm을대입하여얻은행렬이다.

한편, 이확률모형은게임자들의위치가시계방향으로회전을하여도그전이확률이변하지않는특성

을 가진다. 그러므로 다음의 정리를 적용하면 기존의 마코프 체인의 상태 공간을 축소하여 더 간단하게

기대상금을계산할수있다 (Ethier와 Lee, 2012).
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정리 3.1 (Ethier와 Lee, 2012) G를대칭군 (symmetric group)의부분집합이라하고, x :=(x1, . . . ,

xN ) ∈ {0, 1}N와 σ ∈ G에대해서 xσ := (xσ(1), . . . , xσ(N)) ∈ G 라고하자. 전이확률행렬 P과정상확

률분포 π를갖는마코프체인이모든 σ ∈ G와 x, y ∈ Σ에대해

P (xσ,yσ) = P (x,y)

이면

π(xσ) = π(x)

이 성립한다. y = xσ가 되는 σ ∈ G가 존재하면, x와 y는 동치 (equivalent)가 되고 x ∼ y로 나타내

며 x를 포함하는 동치류 (equivalence class)는 [x]로 표현한다. 그러면 동치류들의 공간 {0, 1}N/∼에
서정의되는마코프체인의전이확률행렬은

P̄ ([x], [y]) :=
∑

y′:y′∼y

P (x,y′) =
∑

σ∈G:다른yσ

P (x,yσ)

이며, P̄의 정상확률분포 π̄가 존재하여 π(x) = π̄(x)/|[x]|를 만족한다. 단, |[x]|는 동치류 [x]의 크기

이다.

게임 B2의 전이확률 (3.1)은 G가 (1, 2, . . . , N)의 순환치환 (cyclic permutations)의 집합일 때 정리

3.1를적용할수있다 (Ethier와 Lee, 2012). 따라서 (3.2)의기대상금 µ는

µ =
∑

[x]∈{0,1}N/∼

π̄([x])

N∑
j=1

N−1[pmj([x]) − qmj([x])]

= π̄ ˙̄P 1̄

으로 나타낼 수 있다. 여기서 ˙̄P는 P̄의 각 요소에 있는 qm, m = 0, 1, 2, 3 대신에 −qm을 대입하여 얻

는행렬로서
¯̇P = ˙̄P이며 1̄는 {0, 1}N/∼에서정의되는열벡터 (1, 1, . . . , 1)T이다.

이 결과를 N = 2에 적용하면, 먼저 상태공간은 {0, 1}2 := {00, 01, 10, 11}로 4개의 상태가 존재하고

각상태에대해 p0와 p3의확률만가능하여공간의존파론도게임 B2의전이확률행렬은

P =
1

2


2q0 p0 p0 0

q0 p0 + q3 0 p3

q0 0 p0 + q3 p3

0 q3 q3 2p3


로얻어진다. 따라서정상확률 π은

π =
1

p0 + q3
(q0q3, p0q3, p0q3, p0p3)

이고그기대상금은

µ =
p0 − q3
p0 + q3

가된다.



750 Jiyeon Lee

만약 N = 3이면, 상태공간 {0, 1}3 := {000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111}의 8개의상태가존재하

고, 공간의존파론도게임 B2의전이확률행렬은

P =
1

3



3q0 p0 p0 0 p0 0 0 0

q0 p0 + q1 + q2 0 p1 0 p2 0 0

q0 0 p0 + q1 + q2 p2 0 0 p1 0

0 q1 q2 p1 + p2 + q3 0 0 0 p3

q0 0 0 0 p0 + q1 + q2 p1 p2 0

0 q2 0 0 q1 p1 + p2 + q3 0 p3

0 0 q1 0 q2 0 p1 + p2 + q3 p3

0 0 0 q3 0 q3 q3 3p3



이 된다 (Cho와 Lee, 2012b). 한편, 이 마코프 체인들은 위의 정리 3.1에 의해 상태공간을 동치류들의

공간으로축소시킬수있다. 즉, 기존의 8개의상태로구성된상태공간을 4개의동치류

0̄ = {000}, 1̄ = {001, 010, 100}, 2̄ = {011, 101, 110}, 3̄ = {111}

으로나타낼수있다. 그러므로 {0, 1}3/∼= {0̄, 1̄, 2̄, 3̄}에서정의되는

P̄ =
1

3


3q0 3p0 0 0

q0 p0 + q1 + q2 p1 + p2 0

0 q1 + q2 p1 + p2 + q3 p3

0 0 3q3 3p3

 (3.3)

로전이확률행렬을축소할수있다. 그러면게임 B2의축소된정상확률분포 π̄는

π̄ =
1

p0(p1 + p2) + 4p0q3 + q3(q1 + q2)
(q0q3(q1 + q2), 3p0q3(q1 + q2), 3p0q3(p1 + p2), p0p3(p1 + p2))

로계산되어게임 B2의시행당기대상금 µ는

µ = π̄ ˙̄P 1̄

=
p0(p1 + p2)− q3(q1 + q2)

p0(p1 + p2) + 4p0q3 + q3(q1 + q2)

로 얻어진다 (Cho와 Lee, 2012b). 복잡하지만 유사한 과정을 통해 N ≥ 4에서의 기대상금을 계산할 수

있다.

4. 비교

이장에서는 앞서 얻어진 두 게임 B1과 B2의 기대상금을 각각 µ1과 µ2라 두고, p1 = p2일 때 비교하

고자한다. 먼저 N = 2인경우는

µ2 − µ1 =
2p0q3(p0 − 2p1 + p3)

(p0 + q3)(p0p1 + 2p0q3 + q1q3)
> 0

로 얻어져서 p0 + p3 > 2p1의 범위에서 공간의존 파론도 게임 B2의 기대상금 µ2가 과거의존 파론도 게

임 B1의기대상금 µ1 보다항상높다. 더불어 µ2 > 0이고 µ1 < 0인영역인 p0 > p3이고 p0p1 < q1q3인

범위에서는공간의존파론도게임 B2의기대상금 µ2는항상양수이고과거의존파론도게임 B1의기대
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상금 µ1은 항상 음수가 되어 협력으로 인해 기대상금이 향상될 수 있는 영역이 된다. 이 영역을 Figure

4.1에 나타내었는데, N = 2에서 파란색 (밝은 색) 곡면은 µ1 = 0인 영역이고 빨간색 (어두운 색) 곡면

은 µ2 = 0인영역으로파란색 (밝은색)곡면의아래쪽이고빨간색 (어두운색)곡면의위쪽에해당되는

영역이다.

N = 3인경우는

µ1 = µ2 =
p0p1 − q1q3

p0p1 + 2p0p3 + q1q3

로두게임이모든확률의영역에서동일한기대상금을가진다.

N = 4, 5, 6인경우는 Figure 4.1에서와같이파란색 (밝은색)곡면은 µ1 = 0인영역이고빨간색 (어

두운 색) 곡면은 µ2 = 0인 영역으로 파란색 (밝은 색) 곡면의 아래쪽이면서 빨간색 (어두운 색) 곡면의

위쪽에해당되는영역에서공간의존파론도게임의협력효과를갖게된다.

N = 2 N = 4

N = 5 N = 6
Figure 4.1 When p1 = p2, the blue (or light) surface is the surface µ1 = 0 for the history-dependent Parrondo

game, and the red (or dark) surface is the surface µ2 = 0 for the space-dependent Parrondo game with the same

parameters p0, p1, p3, all in the (p0, p1, p3) unit cube.

Table 4.1에는확률 p0 = 9/10, p1 = p2 = 3/10, p3 = 3/5에대한두게임 B1과 B2의기대상금 µ1과

µ2을 나타내었다. 기대상금이 음수로 동일한 N = 3의 경우를 제외한 나머지의 경우에서 µ1 < 0이고

µ2 > 0가 되어 과거의존 파론도 게임에서는 기대상금이 음수인 반면에 공간의존 파론도 게임에서는 기

대상금이양수가되는확률영역에해당된다.
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Table 4.1 Expected profits µ1 and µ2 with

p0 = 9/10, p1 = p2 = 3/10, p3 = 3/5

N µ1 µ2

2 -0.0078740 0.3846154

3 -0.0078740 -0.0078740

4 -0.0078740 0.0664632

5 -0.0078740 0.0386967

6 -0.0078740 0.0395292

7 -0.0078740 0.0410894

8 -0.0078740 0.0407998

9 -0.0078740 0.0407808

10 -0.0078740 0.0407995

11 -0.0078740 0.0407962

12 -0.0078740 0.0407960
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Abstract

Parrondo paradox is the counter-intuitive situation where individually losing games

can combine to win or individually winning games can combine to lose. In this paper,

we compare the history-dependent Parrondo games and the space-dependent Parrondo

games played cooperatively by the multiple players. We show that there is a probability

region where the history-dependent Parrondo game is a losing game whereas the space-

dependent Parrondo game is a winning game.
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