
- 201 -

Ⅰ. 서 론

2009 개정 교육과정에 따른 수학과 교육과정

(이하, 개정 교육과정)에서는 “기하 교육은 영역

의 전체적 골격을 유지한 채, 학생 활동이 중심

이 되는 학생 주도적 수업을 강조하며, 형식적 

증명보다는 학생의 이해 수준에 입각한 정당화 

수준의 교육을 지향한다.”라고 중학교 기하 교육

의 방향을 제시하고 있다. 이전의 교육과정 문서

들2)에서는 “삼각형의 합동조건을 이용하여 삼각

형과 사각형의 성질을 증명할 수 있다.”와 같이 

진술되어 있음을 확인할 수 있으나, 개정 교육과

정에서는 “이등변삼각형의 성질, 삼각형의 외심

과 내심의 성질, 사각형의 성질을 이해하고 설명

할 수 있다.”와 같이 진술되어 있다. 이는 수학

적 정당화를 개정 교육과정에 어느 정도 반영하

려는 시도라고 할 수 있으며, 교육과정 개발자들

은 논리적이고 형식적인 것만을 다루는 증명 활

동이 아닌 학습자들의 수준과 흥미를 고려한 포

괄적인 형태의 증명을 교육과정 개정 시에 도입

하려 했던 것으로 볼 수 있다. 교육부(당시, 교육

과학기술부)는 개정 교육과정 고시 및 수학교육

선진화방안 발표(2012. 1. 10)에 따라 새로운 중

학교 수학 교과서를 개발하게 하여 2013년 1학

년부터 적용하였다. 새롭게 적용된 중학교 수학

② 교과서의 기하 영역을 살펴보면, “～을 증명

하여라.”를 대신하여 “～을 설명하여라.”로 진술 

방식을 바꿈으로써 과도기적인 형태로 정당화의 

도입을 시도하고 있으나, 개정된 대부분의 교과

서에서 여전히 형식적인 증명이 강조되고 있

다3). 교과서 및 지도서는 교사들이 학생들을 지
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수학 교과서의 정당화 도입 실태 분석:

중학교 2학년 기하 영역을 중심으로1)

김 수 철*

본 연구는 정당화의 도입과 관련하여 중학교 기하 영역에서 정당화를 어떻게 지도할 

것인가에 대한 논의로부터 출발하여 개정 수학 교과서를 분석을 통해 정당화 지도 방향

을 탐색하고 정당화 수업에 대한 시사점을 제공하기 위하여 수행되었다. 연구자는 두 

명의 협력자와 함께 선행 연구의 분석 기준을 활용하여 중학교 수학 ② 교과서의 기하 

단원을 분석하였으며, 그 결과, 교과서에 제시된 정당화 단계 및 유형을 여러 수준의 학

습자들에게 적용 가능하도록 다양한 형태로 제시하려는 노력이 필요하며, 학습자들이 

기하 학습을 지루하고 어렵게 느끼지 않도록 교과서의 내용을 적절히 재구성하여 학습

자의 수준에 맞는 정당화 활동을 유도할 필요가 있음을 확인하였다.
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도하기 위한 지침이라고 할 만큼 교육 현장에서 

활용도가 매우 높기 때문에 교과서 진술 방식의 

변화만으로는 실제 교육 현장에서 ‘정당화’의 도

입을 기대하기는 어렵다. 따라서 교사들은 수학

적 정당화의 의미를 올바르게 이해하고, 현장에

서 정당화를 어떻게 지도할 것인지에 대해 깊이 

고민해야 한다. 변희현(2011)은 ‘증명’이라는 용

어가 중학교 2학년 기하 영역에서 처음으로 사

용되고 있으므로 대부분의 학생들이 중학교 2학

년에서 증명을 처음 학습하는 데 많은 어려움을 

겪고 있다고 지적하였으며, 나귀수(1998)는 중학

교 2, 3학년에서는 상당히 많은 시간을 할애하여 

평면도형에 대한 증명을 다루고 있음에도 불구

하고 증명을 제대로 이해하지 못할 뿐만 아니라,

증명을 다루는 수업 시간을 가장 지루하고 따분

한 시간으로 여기고 있으며, 기계적인 방식으로 

증명을 단지 암기하고 있다고 지적하였다. 또한 

대부분의 교사들이 중학교 기하 영역 지도에 어

려움을 느끼고 있으며(Balacheff, 1991; Van Hiele,

1986; 서동엽, 1993; 나귀수 1997, 1998; 우정호,

1994), 연구자 또한 많은 교사들이 기하 지도에 

어려움을 느끼고 있음을 인식하고 있었다. 연구

자는 중학교에서 수년간 수학을 가르치면서 ‘모

든 학생들에게 형식적인 증명(formal proof)을 요

구하는 것이 타당한가?’에 대해 계속적인 문제 

제기를 해왔으며, 개정 교육과정이 적용된 후,

수학에서 정당화를 어떻게 지도할 것인지에 대

해 많은 고민을 하게 되었다. 이는 비단 연구자

만의 것이 아니라, 정당화를 지도하는 대부분의 

교사들이 겪게 될 문제라고 할 수 있다. 선행 연

구 분석 결과, 정당화에는 여러 가지 수준이 있

음을 확인할 수 있었으며(Balacheff, 1991; Coe &

Ruthven, 1994; Tall, 1995; Simon & Blume, 1996;

Sowder & Harel, 1998; Miyazaki, 2000; 김정하,

2010; 이환철ㆍ하영화; 2011), 학습자의 수준을 

고려한 정당화 지도를 위해서는 심도 깊은 교과

서의 분석이 필요하다. 본 연구에서는 2009 개정 

교육과정에 따른 중학교 2학년 수학 교과서의 

정당화 도입 실태를 분석하여 정당화 지도 방향

을 탐색하고 정당화 수업을 위한 시사점을 제공

하고자 한다.

Ⅱ. 이론적 배경

1. 정당화의 의미

정당화의 사전적 의미를 살펴보면 다음과 같

다. 국어사전에는 “정당성이 없거나 정당성에 의

문이 있는 것을 무엇으로 둘러대어 정당한 것으

로 만듦을 뜻하는 명사”로 정의하고 있으며(국립

국어원 표준국어대사전, 2013), 영어사전에는 “A

justification for something is an acceptable reason

or explanation for it"으로 정의하고 있다(Collins

Cobuild Advanced Learner's English Dictionary,

2013). 즉, 정당화의 사전적 의미를 ”자신의 추론 

결과가 정당하다는 것을 다른 사람이 수용할 수 

있도록 근거를 제시하고 설명하는 것“으로 나타

낼 수 있다. 정당화는 다른 사람들 사이에서 자

신의 주장을 타당하게 하고, 어떤 결과나 현상으

로의 통찰을 제공하며, 지식을 체계화한다(Bell,

1976; de Villiers, 1990; Hanna, 2000; Staples &

Bartlo & Thanheiser, 2012). 정당화는 학교수학에

서 증명의 기능을 하고(Stylianides, 2007), 증명과 

정당화라는 용어는 교사들에게 다양한 실천이나 

개념을 색인화하며(Knuth, 2002), 정당화는 증명

과 입증을 모두 포함하고 있다(Staples & Bartlo

& Thanheiser, 2012). Sowder & Harel(1998)은 정

당화를 엄밀하게 전개되는 연역적이고 형식적인 

증명이라는 좁은 의미에서가 아니라, 심리학적인 

의미에서 보다 포괄적인 관점에서의 증명이라고 

정의하였다. 조완영(2000)은 학생들의 증명에 대
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한 개념을 보다 포괄적으로 해석해서 정당화라

는 용어와 동일시 하고자 하였으며, 몇 개의 예

를 이용하여 실험과 측정에 의해서 또는 시각적

인 그림을 이용하여 어떤 명제가 참인지, 왜 참

인지를 설명하는 것을 경험적 정당화로, 보다 엄

밀하고 형식적인 전통적인 의미에서의 증명을 

연역적 정당화로 정의하였다. 김택수(2007)는 수

학적 사실에 대해 다양한 사고를 통해 학습자의 

것으로 소화한 관계적 이해 및 개념적 이해가 

확실히 된 상태로 수학적 지식에 대한 아이디어

를 타당하고 명확한 근거의 제시를 통하여 타인

에게 명쾌한 설명과 설득할 수 있는 증명 등을 

정당화로 정의하였으며, 김정하(2010)는 적당한 

논리에 의해 자신 또는 다른 사람에게 어떤 주

장이 참임을 확신시키는 과정으로 정의하였다.

이환철ㆍ하영화(2011)는 어떤 명제가 참임을 밝

히는 보다 포괄적인 과정을 정당화로 정의하였

으며, Staples & Bartlo & Thanheiser(2012)는 받아

들여진 진술과 추론의 수학적 형식을 사용한 주

장이 참이 됨을 설명하는 논쟁을 정당화로 정의

하였다. 이상의 논의를 토대로, 본 연구에서는 

정당화를 ‘경험적ㆍ귀납적인 것부터 형식적ㆍ연

역적인 것까지 다양한 방법을 사용하여 자신의 

수학적 추론이 참이라는 것을 설명하는 과정’으

로 정의하였다.

2. 정당화 관련 연구

가. Balacheff의 정당화

Balacheff(1987)는 Lakatos의 준-경험주의 수리

철학적 입장에서 정당화에 대한 학생의 이해 수

준을 소박한 경험주의(navie empiricism), 결정적 

실험(crucial experiment), 포괄적인 예(generic

example), 사고실험(thought experiment)의 네 가지 

유형으로 구분하였다. 소박한 경험주의는 몇 개

의 예를 이용하여 자신의 추측이나 주장이 참임

을 정당화하는 것이며, 결정적 실험은 극단적인

(extreme) 예를 통해 일반성을 조사하여 자신의 

추측이나 주장이 참임을 정당화하는 것이다. 포

괄적인 예는 자신의 추측을 확인하기 위해 가능

한 모든 경우의 대표적인 예를 이용하여 정당화

하는 것이며, 사고실험은 연역적이고 일반화된 

설명을 통해 자신의 추측이나 주장의 타당성을 

입증하는 것이다.

나. Tall의 정당화

Tall(1995)은 증명의 표현(representation) 방법에 

따라 활동적 증명(enactive proof), 시각적 증명

(visual proof), 수치적 증명(numeric proof), 형식적 

증명(formal proof)의 네 가지로 분류하였다. 활동

적 증명은 가장 낮은 단계로 물리적 환경과의 

상호작용을 통해 이루어지고, 일반화에는 한계가 

있지만 저학년에게 유용한 방법 중 하나이다. 시

각적 증명은 언어적 요소와 활동적 요소를 모두 

포함한 것으로, 활동적 요소로 부분들을 역동적

으로 재배열하는 것이다. 수치적 증명은 증명을 

할 때 예로 구체적 수를 들어 사용하는 것으로,

대수적으로 의미 있는 연산 기능이지만 연역적 

증명이라고 보기는 어렵다. 형식적 증명은 수학

적으로 엄밀한 연역적 증명을 의미하는 것이다.

다. Sowder & Harel의 정당화

Sowder & Harel(1998)은 학생들의 증명 스키마를

외부-기반 증명 스키마(externally based proof

schemes), 경험-기반 증명 스키마(empirical based

proof schemes), 분석-기반 증명 스키마(analytic

based proof schemes)의 세 가지로 구분하였다.

외부-기반 증명 스키마는 학생들이 확신을 얻거

나 다른 사람들을 설득시킬 때 외부의 자원을 
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이용하는 것으로, 권위적 증명 스키마(authoritarian

proof scheme), 관습적 증명 스키마(ritual proof

scheme), 기호적 증명 스키마(symbolic proof

scheme)로 나누어진다. 경험-기반 증명 스키마는 

어떤 명제의 정당성을 예를 근거로 주장하는 경

우로, 지각적 증명 스키마(perceptual proof

scheme), 예-기반 증명 스키마(example based

proof scheme)로 나누어진다. 분석-기반 증명 스

키마는 수학자나 수학교사들이 일반적으로 증명

으로 인정하고 증명 교육의 궁극적인 목표로 생

각하는 것으로, 변환적 증명 스키마

(transformational proof scheme), 공리적 증명 스키

마(axiomatic proof scheme)로 나누어진다.

라. 국내의 정당화 연구

김정하(2010)는 정당화 수준에 관한 선행 연구

를 분석하여 정당화 수준을 0단계에서 5단계까

지로 구분하여 제시하였는데, 0단계는 아직 정당

화를 시도하지 않은 단계로 보았고, 1단계는 외

적 확신에 의한 정당화 단계, 2단계는 경험적 귀

납적 정당화 단계, 3단계는 포괄적 예를 통한 연

역적 정당화 단계 , 4단계는 단순 연역적 정당화 

단계, 5단계는 형식적 이론적 정당화 단계로 보

았다. 이환철ㆍ하영화(2011)는 중학교 수학 교과

서를 분석함으로써 정당화 방안을 탐색하기 위

한 연구를 수행하였는데, 그들은 교과서 분석을 

위한 틀을 마련하기 위하여 김정하(2010)가 제시

한 정당화의 단계 여섯 가지 중에서 0단계와 1

단계를 제외한 2단계부터 5단계까지를 선택하여 

각각 유형1부터 유형4까지 네 가지의 유형으로 

정리하였다. 즉, 김정하(2010)의 정당화 2단계를 

유형1로, 3단계를 유형2로, 4단계를 유형3으로, 5

단계를 유형4로 정의하였다.

마. 중학교 수학의 정당화 단계 및 유형

김정하(2010)는 Balacheff(1987), Tall(1995),

Simon & Blume(1996), Sowder & Harel(1998,

2007), Miyazaki(2000) 등이 제시한 정당화 유형

을 비교하여 정리하였으며, 이환철ㆍ하영화

(2011)는 중학교 수학 교과서 분석을 통한 정당

화 방안 탐색을 위하여 김정하(2010)가 제시한 

정당화의 단계 중 0단계와 1단계를 제외한 2～5

단계를 활용하였다. 김정하(2010)의 연구에서는 

선행 연구자들이 언급한 정당화의 ‘수준 및 유

형’을 ‘단계’라고 표현하였고, 이환철, 하영화

(2011)의 연구에서는 교과서 분석이라는 연구의 

특성을 반영하여 김정하(2010)가 제시한 정당화

의 ‘단계’를 ‘유형’이라고 표현하였다. 한편 학습 

지도에는 단계가 있기 때문에 교사가 정당화 수

업을 진행하는 과정에는 단계가 존재할 수밖에 

없고, 이러한 단계 내에는 여러 가지 정당화 유

형이 포함될 수 있다. 따라서 이 연구에서는 정

당화 단계 또는 유형이라는 용어를 수업 상황에 

맞게 적절하게 사용하고자 한다. 예를 들어, A학

생이 단순 연역적 정당화 단계에서 자신의 수학

적 추론이 참이 됨을 설명할 때 정당화의 수단

으로 식의 조작에 의한 방법을 사용한다면, A학

생은 단순 연역적 정당화 단계 내에서 식의 조

작에 의한 정당화 유형을 사용했다고 볼 수 있

다. 김정하(2010)가 제시한 정당화 0단계는 정당

화가 나타나지 않은 단계로 정당화의 의미를 잘 

알지 못하거나 문제를 해결하기 위한 사전 지식

이 없기 때문에 정당화를 시도하지 않는 단계이

고, 정당화 1단계는 어떠한 적절한 논리가 아닌 

교사나 교과서의 권위에 의해 정당화를 시도하

려는 단계로 정당화의 근거를 자신이 아닌 밖에

서 찾으려고 하는 정당화라고 할 수 있다. 그러

나 이 연구는 중학교 2학년 수학교과서의 기하 

영역에서 정당화 실태를 분석하는 것이 목적이
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므로 정당화가 아예 나타나지 않는 0단계와 학

생 자신이 아닌 외부로부터의 권위에 의해 정당

화를 시도하려는 1단계는 제외 하였다. 이상의 

논의를 토대로 연구자는 중학교 수학의 정당화

를 4단계, 8가지 유형으로 구분하였다. 제 1단계

는 경험적 귀납적 정당화 단계로, 지각적 활동적 

정당화, 평범한 예에 의한 정당화, 극단적 예에 

의한 정당화의 세 가지 유형을 포함하고 있다.

제 2단계는 예에 의한 정당화 단계로, 시각적 예

에 의한 정당화와 포괄적 예에 의한 정당화 유

형이 여기에 속한다. 제 3단계는 준연역적 정당

화 단계로, 식의 조작에 의한 정당화 유형과 논

리적 설명에 의한 정당화 유형을 포함하고 있다.

제 4단계는 형식적 연역적 정당화 단계로, 여기

에는 형식적 증명 유형이 있다.

1) 경험적 귀납적 정당화 단계 및 유형

시각 자료나 조작 활동 등을 통해 도형의 성

질을 발견하고 발견된 성질에 대하여 그것이 참

이 된다는 것을 스스로 확인하거나 다른 사람에

게 설명하는 단계를 경험적 귀납적 정당화라고 

한다. 예를 들어, 이등변삼각형의 꼭지각의 이등

분선은 밑변을 수직이등분함을 정당화할 때, 실

제 종이 접기를 통해 이등변삼각형을 반으로 접

어봄으로써 이러한 성질이 참이라는 것을 자신

의 경험을 토대로 설명하는 정당화 사례가 지각

적 활동적 정당화 유형에 속한다. 또한 삼각형의 

외심에서 각 꼭짓점에 이르는 거리가 같음을 정

당화할 때, 일반적인 형태의 삼각형(직각삼각형,

이등변삼각형 등과 같은 특수한 형태의 삼각형

이 아닌 삼각형)을 이용하여 외심을 확인하는 

사례가 평범한 예에 의한 정당화 유형에 속한다.

반면 특수한 형태의 삼각형을 이용하거나 밑면

의 길이에 비해 높이가 매우 큰 형태의 극단적

인 모양의 삼각형을 이용하여 외심을 확인하는 

사례가 극단적 예에 의한 정당화 유형에 속한다.

2) 예에 의한 정당화 단계 및 유형

경험적이고 귀납적인 방법에 의해 정당화하는 

수준을 벗어나, 예를 사용하여 연역적으로 설명

하는 정당화 단계를 예에 의한 정당화 단계라고 

한다. 예를 들면, 평행사변형의 두 쌍의 대각의 

크기가 서로 같음을 정당화할 때, [그림 Ⅱ-1]과 

같이 평행사변형 ABCD를 그리고 대각선을 그린 

후, ∠, ∠   라고 놓으면 삼각

형의 내각의 합이 이므로 

∠ 임을 설명한다. 한편, 평행사

변형의 정의에 의해, 선분 AB와 선분 DC는 서

로 평행하므로 엇각의 성질에 의해 ∠ 

이고, 선분 BC와 선분 AD는 서로 평행하므로 

엇각의 성질에 의해 ∠  이므로 

∠ 임을 설명한 다음,

∠∠ 가 되고, 같은 방법에 의해,

∠ ∠ 가 된다는 사실을 설명하는 경우로,

이는 포괄적 예4)와 시각적 예에 의한 정당화 유

형이 모두 이용된 사례이다.





[그림 Ⅱ-1] 예에 의한 정당화 사례

3) 준연역적 정당화 단계 및 유형

형식적인 증명의 형태는 아니지만, 결론을 연

역할 때 논리적인 오류 없이 그 명제가 성립함

4) [그림 Ⅱ-1]의 삼각형 ABD에서 ∠ , ∠ 와 같이 구체적인 값이 제시되지 않았으므로 “특
수한 예에서 일반성을 이해”하는 포괄적인 정당화라 할 수 있다(조완영, 2000).
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을 타당하게 설명할 수 있는 단계를 준연역적 

정당화 단계라고 한다. 예를 들어, 두 직각삼각

형에서 빗변의 길이와 다른 한 변의 길이가 각

각 같으면 서로 합동임을 보일 때, 두 직각삼각

형의 빗변이 아닌 두 변이 서로 일치하도록 뒤

집어 이등변삼각형을 만든 다음, 이등변삼각형의 

성질을 이용하여 두 밑각의 크기가 같음을 설명

하는 사례가 논리적 설명에 의한 정당화 유형에 

속한다5). 한편 식의 조작에 의한 정당화 사례는 

[그림 Ⅱ-2]와 같다.

두 선분이 서로 만날 때 마주보는 각의 크기
는 서로 같음을 정당화해 보자. 아래 그림과 같
이 직선 ㄱㄴ과 직선 ㄷㄹ이 서로 한 점에서 만
난다고 하면,

ㄱ

ㄷ

ㄹ

ㄴ
O

각 ㄱㅇㄴ과 각 ㄹㅇㄷ은 각각 이므로

각 ㄱㅇㄹ + 각 ㄹㅇㄴ=

각 ㄱㅇㄹ + 각 ㄱㅇㄷ=
각 ㄱㅇㄹ는 공통이므로 결국
각 ㄹㅇㄴ = 각 ㄱㅇㄷ이어야 한다.

[그림 Ⅱ-2] 준연역적 정당화 사례

4) 형식적·연역적 정당화 단계 및 유형

어떤 인정된 형식에 따라 논리적으로 수학적 

증명을 시도하는 단계를 형식적ㆍ연역적 정당화 

단계라고 한다. 예를 들어, 평행사변형의 두 쌍

의 대각의 길이는 각각 같음을 정당화할 때, 수

학적 기호를 사용하여 변과 각을 표현하고 삼각

형의 합동조건을 이용하는 등 형식적이고 연역

적인 방법으로 주어진 명제가 참이 됨을 증명하

는 사례가 형식적 증명 유형에 속한다.

Ⅲ. 연구 방법

1. 분석 대상

본 연구를 위해 2009 개정 교육과정에 따른 

중학교 수학 ② 교과서 13종을 분석하였다. 이 

교과서들은 교육부(당시, 교육과학기술부)의 개

정 교육과정 고시 및 수학교육선진화방안 발표

(2012. 1. 10)에 따라 새롭게 개발된 교과서로서 

개정 교육과정의 기본 틀을 잘 반영하고 있다.

연구자가 교과서 분석을 중학교 2학년 기하 영

역으로 설정한 이유는 개정 교육과정에서 제시

하고 있는 내용 규준 중 수학적 정당화 도입 취지

를 가장 잘 반영하고 있는 학년과 영역이 여기

에 해당되기 때문이다. 분석은 총 13종의 중학교 

수학 ② 교과서(A, B, C, ... , L, M) 도형의 성질 

단원에 대하여 이루어졌는데, 탐구활동을 포함한 

소단원의 도입부, 본문 내용, 예제 중에서 단순

한 문제 풀이 형태의 설명보다는 수학적 성질을 

정당화하는 것을 분석하여 유형별로 분류하였다.

분석 대상 단원은 다음 <표 Ⅲ-1>과 같다.

<표 Ⅲ-1> 분석 대상 단원

중단원명 분석 대상 소단원명

도형의 성질

이등변삼각형의 성질

직각삼각형의 합동

삼각형의 내심과 외심

평행사변형의 성질

평행사변형이 되는 조건

여러 가지 사각형

2. 분석 기준 및 방법

가. 분석 기준

5) 이 사례는 2단계의 시각적 예에 의한 정당화 유형도 포함하고 있다.
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교과서 분석을 위하여 앞서 연구자가 제시한 

중학교 수학의 정당화 단계 및 유형을 분석 준

거로 활용하였다. 연구자는 교과서 분석 결과를 

쉽게 파악할 수 있도록 하기 위하여 각각의 정

당화 단계 및 유형을 부호화(coding)하여 다음 

<표 Ⅲ-2>와 같이 제시하였다.

나. 분석 방법

연구자는 교육 경력이 각각 9년, 5년인 수학 

교사 2명과 함께 교과서 분석을 실시하였으며,

각자 중학교 수학 ② 교과서의 도형의 성질 단

원에 제시된 정당화 유형의 사례를 찾아 부호화

한 다음, 연구자와 협력자, 즉 3명의 분석자가 

모여서 분석 결과의 일치도를 확인하였다. 분석 

결과가 상이한 부분에 대해서는 각각의 분석자

가 부호화한 근거를 교과서의 사례로 제시한 다

음, 제시한 사례가 부호화의 근거로서 적절한지

에 대해 논의함으로써 의견의 일치를 구하였다.

정당화 단계 및 유형의 구분이 명료하지 않은 

경우, 전문가 협의6)를 통해 부호화의 적절성에 

대하여 논의한 다음, 부호화를 진행하였다.

Ⅳ. 분석 결과

1. 소단원별 분석 결과

가. 이등변삼각형의 성질

총 13종의 교과서 중에서 11종의 교과서가 1

단계, 3단계, 4단계의 정당화 유형을 제시하고 

있으며, 1단계와 4단계의 정당화 유형을 제시한 

교과서가 1종이다. 한편 1단계부터 4단계의 정당

화 유형을 모두 제시하고 있는 교과서는 1종에 

불과하다. 이등변삼각형의 성질 단원의 대표적인 

사례는 [그림 Ⅳ-1]과 같고, 1단계에서 작도를 통

해 이등변삼각형의 성질을 탐색하도록 유도하고 

있으며, 형식적 증명(4단계)을 하기 위해 

∠∠ 와 같이 식의 조작에 

의한 정당화(3단계) 유형을 사용하고 있다.

나. 직각삼각형의 합동

총 13종의 교과서 중에서 9종의 교과서가 1단

계, 3단계, 4단계의 정당화 유형을 제시하고 있

고, 2종의 교과서는 1단계, 2단계, 4단계의 정당

6) 수학교육과 교수 1명, 수학교육학 박사과정을 수료한 현직 수학교사 1명, 교육학 석사학위를 소지한 현
직 수학교사 2명으로 구성된 전문가 협의회 임.

단계 부호 유형 부호

1 경험적ㆍ귀납적 정당화 EI

지각적 활동적정당화 PA

평범한 예에 의한 정당화 NE

극단적 예에 의한 정당화 EE

2 예에 의한 정당화 Ex
시각적 예에 의한 정당화 VE

포괄적 예에 의한 정당화 GE

3 준연역적 정당화 SD
식의 조작에 의한 정당화 ME

논리적 설명에 의한 정당화 LE

4 형식적ㆍ연역적 정당화 FD 형식적 증명 FP

<표 Ⅲ-2> 교과서 분석을 위한 부호화 체계
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화 유형을 제시하고 있으며, 나머지 2종의 교과

서는 1단계부터 4단계까지의 모든 정당화 유형

을 제시하고 있다. 직각삼각형의 합동 단원의 대

표적인 사례는  [그림 Ⅳ-2]와 같고, 투명 종이 

위에 조건이 주어진 직각삼각형을 그려보고 그

것이 교과서에 제시된 그림과 포개어지는지 확

인하는 과정을 통해 경험적인 정당화(1단계)를 

유도하고 있으며, 형식적 증명(4단계)을 하기 위

해 두 직각삼각형이 합동이 된다는 것을 시각적

인 예(2단계)와 식의 조작(3단계)에 의한 정당화 

유형을 사용하고 있다.

다. 삼각형의 내심과 외심 단원

교과서 13종 중에서 7종이 1단계와 4단계의 

정당화 유형만을 제시하고 있고, 5종의 교과서는 

1단계, 2단계, 4단계의 정당화 유형을 제시하고 

있으며, 2단계와 4단계의 정당화 유형만을 제시

하고 있는 교과서가 1종이다. 삼각형의 내심과 

외심 단원의 대표적인 사례는 [그림 Ⅳ-3]과 같

단계

(유형)
대표적 사례

1

EI

(PA,

NE)

3

ㆍ

4

SD

(ME)

FD

(FP)

[그림 Ⅳ-1] 이등변삼각형의 성질 단원의 대표적 사례(황선욱 외, 2013, 202-203쪽)
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고, 컴퓨터를 활용하여 삼각형의 외심을 작도해 

봄으로써 “외심에서 삼각형의 각 꼭지점에 이르

는 거리가 같음”을 경험적이고 귀납적인 형태(1

단계)로 정당화하도록 유도한 다음, 바로 형식적 

증명(4단계)을 요구하고 있다. 정당화 수준이 낮

은 학습자들은 이러한 전개 방식을 어려워할 수

도 있기 때문에 [그림 Ⅳ-3]의 4단계에 제시된 

삼각형 ABC에서 가 성립한다는 

것을 시각적으로 확인할 수 있도록 표시하고 증

명 과정 ①이 외심에 “외심에서 삼각형의 각 꼭

지점에 이르는 거리가 같음”을 의미하는 것임을 

부연 설명하고, 점 O에서 변 BC에 수선을 발을 

내리는 이유에 대하여 진술함으로써 정당화 수

준이 낮은 학습자들도 교과서에 제시된 증명 과

정을 이해할 수 있도록 할 수 있다.

라. 평행사변형의 성질

전체 교과서 13종 중 7종의 교과서가 1단계부

터 4단계까지의 정당화 유형을 모두 제시하고 

있고, 1단계, 2단계, 4단계의 정당화 유형과 1단

계, 4단계의 정당화 유형을 제시한 교과서가 각

각 3종이다. 평행사변형의 성질 단원의 대표적인 

사례를 제시하면 [그림 Ⅳ-4]와 같고, 1단계에서

는 학습자들이 평행사변형의 성질을 시각적으로 

확인하여 추측할 수 있도록 평행사변형 형태의 

단계

(유형)
사례

1

EI

(PA,

NE)

2

ㆍ

3

ㆍ

4

Ex

(VE)

ㆍ

SD

(ME)

FD

(FP)

[그림 Ⅳ-2] 직각삼각형의 합동 단원의 대표적 사례(우정호 외, 2013, 241쪽)
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천 조각 그림을 제시하여 지각적 정당화를 유도

하고 있다. [그림 Ⅳ-4]의 오른쪽 하단에 제시된 

것처럼 평행사변형 ABCD가 대각선 AC를 그으

면 평행선의 성질에 의해 엇각의 크기가 같아져

서 두 삼각형이 서로 합동이 된다는 것을 그림

으로 나타내었고, 두 삼각형이 서로 합동이므로 

대각과 대변의 크기가 같다는 것을 그림에 표시

함으로써 시각적 예에 의한 정당화(2단계)를 유

도하고 있다. 또한 ∠∠∠ 

∠∠∠와 같이 식의 조작에 

의한 정당화(3단계) 유형을 사용하여 형식적 증

명을 시도하고 있다.

마. 평행사변형이 되는 조건

총 13종의 교과서 중 11종의 교과서가 1단계,

단계

(유형)
사례

1

EI

(PA,

NE)

4 FD

(FP)

[그림 Ⅳ-3] 삼각형의 내심과 외심 단원의 대표적 사례(김서령 외, 2013, 241쪽)
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2단계, 3단계, 4단계의 정당화 유형을 모두 제시

하고 있으며, 나머지 2종의 교과서는 2단계, 3단

계, 4단계의 정당화 유형을 제시하고 있다. 평행

사변형이 되는 조건 단원의 대표적인 사례는 

[그림 Ⅳ-5]와 같고, 1단계에서는 학습자로 하여

금 합동인 두 삼각형을 활용하여 사각형을 만들

어보게 함으로써 평행사변형이 되는 조건에 대

하여 추측하도록 하고 있다. [그림 Ⅳ-5]는 평행

단계

(유형)
사례

1

EI

(PA,

NE)

2

ㆍ

3

ㆍ

4

Ex

(VE)

SD

(ME)

FD

(FP)

[그림 Ⅳ-4] 평행사변의 성질 단원의 대표적 사례(류희찬 외, 2013, 265쪽)
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사변형이 되는 조건 중에서 “두 쌍의 대각의 크

기가 각각 같은 사각형은 평행사변형임”을 정당

화하기 위하여 2-3-4단계를 모두 활용하고 있는

데, 2단계에서는 가정이 되는 조건이나 보조선 

등을 그림에 표시하는 형태로 시각적 예를 활용

하고 있으며, 평행사변형 ABCD의 왼쪽 편에 제

시되어 있는 것처럼 식의 조작을 활용하여 형식

적 증명 수준까지 도달할 수 있도록 유도하고 

있다.

바. 여러 가지 사각형

총 13종의 교과서 중 10종의 교과서가 1단계

와 4단계의 정당화 유형만을 제시하고 있고, 2종

의 교과서는 1단계, 3단계, 4단계의 정당화 유형

을 제시하고 있으며, 나머지 1종의 교과서는 1단

계, 2단계, 4단계의 정당화를 제시하고 있다. 여

러 가지 사각형 단원의 대표적 사례는 [그림 Ⅳ

-6]과 같고, 1단계에서는 종이 접기와 같은 조작 

활동을 통해 정당화를 유도하고 있으며, 형식적 

단계

(유형)
사례

1

EI

(PA,

NE)

2

ㆍ

3

ㆍ

4

Ex

(VE)

SD

(ME)

FD

(FP)

[그림 Ⅳ-5] 평행사변형이 되는 조건 단원의 대표적 사례(강옥기 외, 2013, 251-252쪽)
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증명을 하기 위해 식의 조작에 의한 정당화(3단

계) 유형을 사용하고 있다.

2. 분석 결과 종합

2009 개정 교육과정에 따른 수학 ② 교과서에

는 1-2-3-4 단계, 1-2-4 단계, 1-3-4 단계, 1-4 단

계, 2-3-4 단계, 2-4 단계와 같은 형태로 정당화

를 유도하고 있음을 확인할 수 있다. 각 단계에 

해당하는 유형을 자세히 살펴보면, 1단계인 경험

적ㆍ귀납적 정당화에서는 지각적ㆍ활동적 정당

화 유형과 평범한 예에 의한 정당화 유형이 대

부분이다7). 2단계인 예에 의한 정당화에서는 대

부분의 교과서에 시각적 예에 의한 정당화 유형

이 제시되어 있으며, 포괄적 예에 의한 정당화 

유형의 사례는 2개뿐이다. 3단계인 준연역적 정

당화에서는 식의 조작에 의한 정당화 유형만 제

시되어 있고, 논리적 설명에 의한 정당화 유형은 

7) 극단적 예에 의한 정당화(EE) 유형의 사례의 경우, 9종의 교과서에서 동일하게 삼각형의 외심 단원에서
만 따로 코너를 두어 제시하고 있기 때문에 <표 Ⅳ-1>에는 포함시키지 않았다.

단계

(유형)
사례

1
EI

(PA)

3

ㆍ

4

SD

(ME)

FD

(FP)

[그림 Ⅳ-6] 여러 가지 사각형 단원의 대표적 사례(황선욱 외, 2013, 229쪽)
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제시되어 있지 않았는데, [그림 Ⅳ-3]과 같은 정

당화 사례의 분석 결과에서도 알 수 있듯이, 정

당화 수준이 낮은 학습자들에게 논리적 설명에 

의한 정당화 유형을 활용하면 형식적 증명 과정

을 이해하는 데 도움을 줄 수 있을 것으로 기대

된다. 4단계인 형식적ㆍ연역적 정당화는 모든 교

과서에서 제시되어 있는데, 단독으로 4단계의 정

당화 유형이 제시된 경우는 없으며, 1단계 또는 

단계
ㆍ
부호화

소단원명 빈도수 (비율)
계
(비율)

1-2-3-4
ㆍ

EI(PA, NE), Ex(VE),
SD(ME), FD(FP)

이등변삼각형의 성질 1 (0.05)

21
(0.27)

직각삼각형의 합동 2 (0.1)

삼각형의 내심과 외심 0 (0)

평행사변형의 성질 7 (0.33)

평행사변형이 되는 조건 11 (0.52)

여러 가지 사각형 0 (0)

1-2-4
ㆍ

EI(PA, NE), Ex(VE),
FD(FP)

이등변삼각형의 성질 0 (0)

11
(0.14)

직각삼각형의 합동 2 (0.18)

삼각형의 내심과 외심 5 (0.46)

평행사변형의 성질 3 (0.27)

평행사변형이 되는 조건 0 (0)

여러 가지 사각형 1 (0.09)

1-3-4
ㆍ

EI(PA, NE), SD(ME),
FD(FP)

이등변삼각형의 성질 11 (0.50)

22
(0.28)

직각삼각형의 합동 9 (0.41)

삼각형의 내심과 외심 0 (0)

평행사변형의 성질 0 (0)

평행사변형이 되는 조건 0 (0)

여러 가지 사각형 2 (0.09)

1-4
ㆍ

EI(PA, NE), FD(FP)

이등변삼각형의 성질 1 (0.05)

21
(0.27)

직각삼각형의 합동 0 (0)

삼각형의 내심과 외심 7 (0.33)

평행사변형의 성질 3 (0.14)

평행사변형이 되는 조건 0 (0)

여러 가지 사각형 10 (0.48)

1-3-4
ㆍ

Ex(VE), SD(ME),
FD(FP)2-

이등변삼각형의 성질 0 (0)

2
(0.03)

직각삼각형의 합동 0 (0)

삼각형의 내심과 외심 0 (0)

평행사변형의 성질 2 (1)

평행사변형이 되는 조건 0 (0)

여러 가지 사각형 0 (0)

2-4
ㆍ

Ex(VE), FD(FP)

이등변삼각형의 성질 0 (0)

1
(0.01)

직각삼각형의 합동 0 (0)

삼각형의 내심과 외심 1 (1)

평행사변형의 성질 0 (0)

평행사변형이 되는 조건 0 (0)

여러 가지 사각형 0 (0)

계 78
78
(1)

<표 Ⅳ-1> 도형의 성질 단원의 정당화 단계 및 유형에 대한 빈도수와 비율
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2단계 또는 3단계를 거쳐서 4단계의 정당화 과

정을 진술하는 방식이 대부분이다.

한편 1-2-3-4 단계를 활용하는 경우가 27%,

1-2-4 단계는 14%, 1-3-4 단계는 28%, 1-4 단계 

27%, 2-3-4 단계 3%, 2-4 단계 1% 순으로 나타

났다. 즉, 개정된 중학교 수학 ② 교과서의 기하 

영역의 경우, 전체의 1/3에 해당하는 교과서만이 

1-2-3-4 단계의 정당화 유형을 모두 활용하고 있

다. 따라서 향후 교과서를 개발할 때 중학교 기

하 영역에서 다양한 유형의 정당화 사례를 제시

하는 문제를 긍정적으로 검토할 필요가 있다. 특

히 1-2-3-4 단계의 정당화 유형이 활용된 사례 

중 빈도가 높은 소단원은 평행사변형의 성질 단

원과 평행사변형이 되는 조건 단원으로 각각 

33%와 52%를 차지하고 있기 때문에 다른 소단

원들, 즉 이등변삼각형의 성질, 직각삼각형의 성

질, 삼각형의 내심과 외심, 여러 가지 사각형 등

의 단원에서 다양한 정당화 사례의 제시가 필요

할 것으로 보인다. 또한 경험적인 수준에서 형식

적인 수준으로 바로 넘어가는 1-4 단계의 정당화

가 활용된 사례는 삼각형의 내심과 외심 단원과 

여러 가지 사각형 단원으로 각각 33%와 48%를 

차지하고 있으므로 이들 소단원에 대하여 다양

한 정당화 사례를 발굴하여 제시함으로써 학습 

수준이 낮은 학습자들이 삼각형의 내심과 외심

의 성질 및 여러 가지 사각형의 성질을 이해할 

수 있도록 도움을 제공할 필요가 있다.

연구자는 도형의 성질 단원을 여섯 개의 소단

원으로 구분하여 정당화의 단계 및 유형을 부호

화하였다. 각 소단원의 부호화 내용을 종합한 결

과를 빈도수와 비율로 나타내면 다음 <표 Ⅳ-1>

과 같다.

Ⅴ. 결론 및 제언

본 연구는 개정 교육과정에서 시도하려고 하

는 정당화와 관련하여 중학교 기하 영역에서 정

당화를 어떻게 지도할 것인가에 대한 논의로부

터 출발하여 현장의 교사 및 학생들과 가장 밀

접하게 관련성이 있는 개정 교과서 분석을 통해 

정당화 지도 방향을 탐색하고 정당화 수업에 대

한 시사점을 제공하기 위하여 수행되었다. 중학

교 수학 ② 교과서의 기하 영역을 분석한 결과,

전체의 1/3에 해당하는 교과서에서 경험적ㆍ귀납

적 정당화 단계에서 학습자의 조작 활동을 유도

한 다음, 바로 형식적ㆍ연역적 정당화 단계로 넘

어가도록 진술하고 있기 때문에 학습자들은 자

신의 수준에 맞는 다양한 정당화 활동을 수행하

는 데 어려움을 겪을 수 있다. 1-2-3-4 단계의 정

당화 사례를 모두 제시하고 있는 교과서는 전체

의 27%이고, 이것 역시 특정 단원인 평행사변형

의 성질, 평행사변형이 되는 조건의 2개의 단원

에만 편중되어 있음을 확인할 수 있다. [그림 Ⅳ

-3]과 같은 정당화 사례의 분석 결과에서도 알 

수 있듯이, 정당화 수준이 낮은 학습자들에게 논

리적 설명에 의한 정당화 유형을 활용하면 형식

적 증명 과정을 이해하는 데 도움을 줄 수 있을 

것으로 기대되므로 다른 소단원에서도 다양한 

유형의 정당화 사례가 제공될 필요가 있다. 여기

서 “다양한 유형의 정당화 사례가 제공될 필요

가 있다”는 연구자의 주장은 교과서에 다양한 

유형의 정당화 사례를 제시하는 것이 필수적이

라는 것이 아니라, 교과서 개발자들이 중학교 기

하 영역을 집필할 때 여러 가지 유형의 정당화 

사례를 제시함으로써 교육현장에서 학습자의 수

준에 맞는 다양한 정당화 활동을 유도할 필요가 

있다는 것이다. 즉, 학습자들이 자신의 수준에 

맞는 정당화 유형을 선택적으로 활용하고 교사

는 그러한 정당화 활동을 유도하는 것이 바람직

하다는 의미이다. 이는 서두에서 언급한 바와 같

이 중학교 2학년 기하 영역에서 처음으로 등장
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하는 '증명'이라는 용어가 학생들에게는 생소하

고, 대부분의 학생들이 상당히 많은 시간을 할애

하여 형식적 증명을 다루고 있음에도 불구하고 

그것을 제대로 이해하지 못할 뿐 아니라, 증명 

과정, 즉 형식적ㆍ연역적 정당화 과정을 기계적

으로 암기하려는 경향이 많으므로 교사는 이러

한 문제점을 인식하고 적절한 지도 방안을 모색

할 필요가 있기 때문이다. 대다수의 교사들이 교

육과정 문서와 교과서에 의존하여 수업을 계획

하고 실행하는 것을 감안할 때, 교과서에 제시된 

정당화 단계 및 유형을 여러 수준의 학습자들에

게 적용 가능하도록 다양한 형태로 제시하려는 

노력이 필요하다. 또한 학습자들이 기하 수업시

간을 지루하고 따분한 시간으로 여기지 않도록 

교과서의 내용을 적절히 재구성하여 학습자들의 

눈높이에 맞는 정당화 활동을 유도하여 기하 수

업에 흥미를 가질 수 있도록 해야 할 것이다. 예

를 들어, 정당화 수준이 낮은 집단을 지도할 때,

교사가 교과서에 제시된 정당화 유형이 그 집단

의 수준에 적절한지 사전에 판단하여 형식적ㆍ

연역적 정당화 단계까지의 수행을 요구하지 않

고 경험적ㆍ귀납적 정당화나 예에 의한 정당화 

단계까지 요구함으로써 학생들이 기하 학습에 

자신감을 가질 수 있도록 유도해야 한다.

이상의 연구 결과를 토대로, 중학교 기하 영역

에서의 정당화 지도와 관련하여 다음을 제언하

고자 한다.

첫째, 새 교과서가 개정 교육과정에서 시도하

고자 했던 정당화를 어느 정도 반영하고 있지만,

정작 현장에 있는 교사들은 정당화가 무엇이며,

어떻게 지도해야 하는지에 대해 곤란을 겪을 수 

있으므로 정당화의 다양화라는 측면을 고려하여 

정당화의 의미를 인식하고 학생들이 여러 가지 

정당화 유형을 활용할 수 있도록 지도해야 할 

것이다.

둘째, 중학교 기하 교육에 정당화의 도입이 바

람직하다고 한다면 교육과정 및 교과서 개발자

는 학습자의 수준을 고려한 다양한 유형의 정당

화 사례를 교육과정 문서 또는 교과서에 제시하

여 교사 및 학생들이 필요한 요소를 선택적으로 

활용할 수 있도록 해야 할 것이다.
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The purpose of this study is to research the

Actual Introduction of Justification that mentioned

in the middle school mathematics of 2009 Revised

Curriculum. For this, researcher analyzed the new

mathematics textbooks for 8th grade that will be

applied 2014. Researcher and cooperators analyzed

the 8th grade geometry using the criteria of

advanced research. The conclusion of this study is

following. Frist, Teacher need to present the

various types of Justification to be used students of

the different levels. Second, Teacher have to lead

the activity of Justification to satisfy the needs of

students.
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