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Analysis of a Controllable M/G/1 Queueing Model Operating 
under the (TN) Policy
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(TN) 운용방침이 적용되는 조정가능한 M/G/1 대기모형 분석 

이 한 교†

한남대학교

A steady-state controllable M/G/1 queueing model operating under the (TN) policy is considered where the (TN) policy is 
defined as the next busy period will be initiated either after T time units elapsed from the end of the previous busy period 
if at least one customer arrives at the system during that time period, or the time instant when Nth customer arrives at the 
system after T time units elapsed without customers’ arrivals during that time period. After deriving the necessary system character-
istics such as the expected number of customers in the system, the expected length of busy period and so on, the total expected 
cost function per unit time in the system operation is constructed to determine the optimal operating policy. To do so, the cost 
elements associated with such system characteristics including the customers’ waiting cost in the system and the server’s removal 
and activating cost are defined. Then, the optimal values of the decision variables included in the operating policies are determined 
by minimizing the total expected cost function per unit time to operate the system under consideration.
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1. 서  론1)

서비스를 받으려고 기다리는 상황을 수리적으로 분석

하기 위해 개발된 다양한 형태의 대기모형들은 Yadin과 
Naor[14]가 서비스를 제공해 주는 사람, 즉 server의 업무
수행시간을 보다 효율적으로 활용하기 위한 방안으로 조

정가능한 대기모형(controllable queueing model)을 제안한 
이후 많은 유용한 모형들이 소개되어 오고 있다. 여기에 해
당되는 대기모형들에는 단순하고 획일적인 일반적 대기

모형(ordinary queueing model)과는 달리 대기시스템을 필
요에 따라 보다 효율적으로 운영하기 위한 적절한 운용
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방침을 추가함으로써 시스템을 보다 유연하게 운용할 수 

있는 가능성을 제공하였다고 볼 수 있다. 분류된 두 종류 
대기모형들의 가장 큰 차이점은 서비스를 받기 위해 기

다리는 고객이 대기시스템에 없을 때, 서비스를 제공하
는 server의 역할과 또한 server가 없을 때 서비스를 받기 
위해 대기시스템에 도착하는 고객이 언제 서비스를 받을 

수 있는지에 있다고 볼 수 있다. 일반적 대기모형에서는 
서비스를 받기 위해 기다리는 고객이 없더라도 server는 앞
으로 도착할 고객에게 즉시 서비스를 제공할 수 있도록 

항상 서비스창구에서 대기상태를 유지해야만 한다. 이러
한 조건은 고객의 입장에서는 즉시 서비스를 제공받을 

수 있다는 장점이 있지만 대기시스템 운영자 입장에서는 

서비스를 받으려는 고객이 없음에도 불구하고 서비스창

구에 항상 운용해야 하는 문제로 인해 server의 업무활용
도가 낮아지게 됨을 간과할 수 없게 된다. 일반적 대기모
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형에서 나타나는 이러한 문제점, 즉 낮은 server의 업무활
용도를 향상시키기 위해 제안된 조정가능한 대기모형에

서는 서비스를 받기 위해 대기시스템에서 기다리는 고객

이 없으면 즉시 서비스 창구를 폐쇄한 다음, server를 부
수업무에 활용할 수 있다. 이러한 조건이 적용됨으로써 
server는 서비스창구에서의 업무와 서비스창구 폐쇄된 다
음에 유휴시간이 없이 또 다른 부수업무를 수행해야 하

기 때문에 server의 업무활용도가 증가됨을 알 수 있다. 
또한 일단 폐쇄된 창구는 미리 정해진 조건이 만족되어

야만 server는 수행중인 부수업무의 수행을 중단하고 서
비스를 기다리는 고객들을 위하여 서비스창구로 복귀하

여 다시 서비스를 제공해야 한다. 다시 말해 서비스창구 
폐쇄 후 도착한 고객은 미리 정해진 조건을 만족하지 않

을 경우 서비스를 제공받을 수 없다. 이러한 폐쇄된 서비
스창구의 운용을 다시 재개할 수 있도록 미리 정해진 조

건을 조정가능한 대기모형의 운용방침(operating policy)라
고 한다. 따라서 조정가능한 대기모형에서는 폐쇄된 서
비스창구의 운용을 재개되기 위한 시스템상태를 규정하

는 운용방침의 역할이 매우 중요함을 알 수 있다. 다양한 
형태의 운용방침이 제안되어 활용되고 있지만(Teghem[13]), 
이러한 운용방침들은 시스템상태를 표현하는 입력변수의 

개수에 따라 단순 운용방침(simple operating policy), 이변
수 운용방침(dyadic operating policy) 그리고 삼변수 운용
방침(triadic operating policy)으로 분류할 수 있다. 
가장 대표적인 단순 운용방침에는 Yadin과 Naor[14]가 

제안한 것으로 대기시스템 내부에 서비스를 기다리는 고

객이 없어 폐쇄된 서비스창구는 그 후 서비스를 받기 위

해 기다리는 고객의 수가 처음으로 N(N ≥ 1)명이 되는 순
간 폐쇄된 서비스창구의 운용을 재개하여 기다리는 고

객에게 서비스를 제공하는 N운용방침(N-policy)이 있으며, 
Heyman[4] 등이 제안한 운용방침으로 서비스창구가 폐
쇄된 후 T단위시간이 경과한 뒤, 만약 서비스를 기다리
는 고객이 있을 경우 서비스창구의 운용을 재개하여 서

비스의 제공이 개시되는 T운용방침(T-policy) 그리고 마지
막으로 Balachandran과 Tijms[1]이 제안한 것으로 서비스
창구가 폐쇄된 이후 시스템 내부에서 서비스를 기다리는 
고객의 예상되는 서비스의 시간의 합이 처음으로 D단
위시간을 초과하는 순간부터 기다리는 고객에게 서비스

제공을 재개하는 D운용방침(D-policy)이 있다.
기다리는 고객이 없어 폐쇄된 서비스창구의 운용을 재

개하기 위해 단순 운용방침이 적용되는 조정가능한 대기

모형은 server를 일반적 대기모형 보다는 효율적으로 활
용할 수 있는 장점이 있다. 그러나 시스템의 상태를 나타내
는 다양한 조건들 중에 단지 한 가지 대기시스템 상태에

만 의존하여 폐쇄된 서비스창구의 운용이 재개되기 때문

에 시스템 운영에 충분한 유연성이 부여되었다고 볼 수 

없다. 이러한 문제점을 보완하기 위해 하나의 단순 운용방
침에 또 다른 하나의 단순 운용방침을 적절하게 결합한 

새로운 형태의 운용방침, 즉 이변수 운용방침(dyadic oper-
ating policy)이 Gakis, Rhee와 Sivazlian[3]에 의해 제안되
었다. 폐쇄된 서비스창구의 운용이 재개될 수 있는 조건
에 두 종류의 단순 운용방침을 활용함으로써 유연성이 

증가된 이변수 운용방침은 포함된 두 종류의 단순 운용

방침이 특이한 형태로 결합된 것으로 Min(N,T), Min(T, 
D), Min(N,D), Max(N,T), Max(T,D) 그리고 Max(N,D) 운용
방침으로 표현된다. 이러한 이변수 운용방침은, 예를 들
면, Min(N,D) 운용방침이 적용될 경우, 서비스를 기다리
는 고객이 없어 폐쇄된 서비스창구는 N 혹은 D운용방침
에 따르는 조건 중 어느 것이나 먼저 만족되는 순간 폐쇄

된 서비스창구의 운용을 재개하여 즉시 서비스 제공이 

개시되어야 하며, Max(N,D) 운용방침이 적용될 경우에는 
N운용방침과 D운용방침에 따르는 두 조건 모두가 처음
으로 만족될 때 폐쇄된 서비스창구의 운용이 재개되어 

서비스 제공이 즉시 개시되어야 한다. 다른 이변수 운용
방침도 유사한 의미로 정의된다(Gakis, Rhee와 Sivazlian 
[3] 혹은 Rhee[6] 혹은 Rhee와 Oh[7]). 이미 언급된 것처
럼, 이러한 이변수 운용방침은 단순 운용방침보다는 ser-
ver에게 혹은 시스템 운용에 어느 정도의 유연성을 부여
할 수 있다는 사실로 인해 최근에는 server에게 혹은 시스
템운용에 보다 많은 유연성을 확보하기 위한 일환으로 

세 가지 단순 운용방침 모두가 결합된 Min(N,T,D), Max 
(N,T,D) 그리고 Med(N,T,D) 운용방침과 같은 삼변수 운
용방침(triadic operating policy)이 Rhee[9]에 의해 제안되
었다. 이변수 운용방침들과 유사하게 서비스를 기다리는 
고객이 없어 창구가 폐쇄된 후 N 혹은 T 혹은 D운용방
침이 적용되는 세 조건 중 어느 것이나 가장 먼저 충족되

는 순간, 혹은 세 조건 모두가 만족되는 순간, 혹은 세 조
건 중 어느 두 조건이 만족되는 순간 server는 수행중인 
부수업무를 중단하고 폐쇄된 서비스창구에 복귀하여 서

비스를 기다리는 고객들에게 서비스 제공을 개시하여야 

한다[8].
다양한 형태의 운용방침을 고려할 경우, 고객 혹은 운

영자의 입장에서 보면 상호 상반된 장단점으로 인해 실

제상황에 적용하기 위해서는 상대방에 대해 많은 이해와 
협조가 필요할 뿐만 아니라 많은 입력변수가 복잡 다양

하게 결합되어 있어 입력변수의 최적해를 구하기 위해서

는 커다란 어려움이 동반됨을 예상할 수 있다. 이러한 구
조적인 문제를 피하고 보다 현실적인 운용방침을 개발

하여 적용하는 것이 또 하나의 필요한 전략일 수 있다.
본 논문에서는 제 2장에서 (TN) 운용방침이 적용되는 

조정가능한 M/G/1 대기모형에 대한 연구의 목적이 기술
되고 그리고 제 3장에서는 연구에 적용되는 대기시스템
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이 정의된다. 또한 제 4장에서 연구대상의 대기모형 분
석을 통하여 필요한 시스템 특성치를 유도한 후 제 5장
에서는 시스템운용에 따른 단위시간당 기대되는 총비용

함수를 구축한 다음 제 6장에서 운용방침에 포함된 입
력변수들의 최적해를 유도한다. 

2. 연구 목적 

조정가능한 대기모형을 실제 산업현장에서 직접 활용

하기 위해서는 채택된 운용방침이 적용되었을 때 기대되

는 비용과 효과를 고려하여 운용방침에 포함되어 있는 

입력변수의 최적해를 결정한 다음 그 결과에 따라 운용

되어야 한다. 운용방침에 포함되어 있는 입력변수의 최
적해를 유도하기 위한 과정에는 시스템 내부에 있는 고

객수의 기대값, 고객에게 서비스를 제공하고 있는 server 
수의 기대값, 대기모형이 운용될 때의 busy period의 기
대값, 등이 필요할 수 있다. 여기에서 busy period는 서
비스를 기다리고 있는 첫 고객에게 서비스를 제공하기 

시작하는 순간부터 서비스를 기다리는 고객이 없어 서비

스창구를 폐쇄할 때까지의 시간간격으로 정의된다(Rhee 
와 Sivazlian[11, 12]).
최적의 운용방침을 결정하기 위해 필요한 시스템 특

성치는 한 사람의 고객이 시스템 내부에서 단위시간을 

기다리는데 필요한 비용, 한 사람의 server가 고객에게 단
위시간의 서비스를 제공하는데 필요한 비용 그리고 서

비스창구를 폐쇄하고 재개하는데 필요한 비용요소와 결

합되어 시스템 운용에 필요한 단위시간당 기대되는 총

비용함수를 구성하게 된다. 그렇지만 단위시간당 기대되
는 총비용함수를 구성하기 위해 필요한 시스템 특성치는 
운용방침에 포함되어 있는 입력변수의 수가 증가하면 

증가할수록 유도과정에서 발생되는 어려움과 복잡한 정

도가 매우 커지며 또한 최적 운용방침의 결정에 더욱 더 
큰 어려움이 내재되어 있어 실제상황에서 적용하기 불

가능해질 가능성이 존재하는 특징이 있다. 
이러한 현실적인 어려움을 해결할 수 있으면서 또한 

현장에서의 적용가능성을 높일 수 있는 새로운 형태의 

(TN) 운용방침을 다음과 같이 정의하며 (TN) 운용방침이 
적용되었을 때의 단위시간당 기대되는 총비용을 최소화

하는 조건으로 운용방침의 최적해를 유도함을 본 연구의 
목적으로 설정한다.

(TN) 운용방침 : 서비스를 기다리는 고객이 없어 서비
스창구가 폐쇄된 이후, T단위시간이 경과하기 전에 최
소한 한 사람의 고객이 대기시스템에 도착한 경우, T 
운용방침이 적용된다. 그러나 T단위시간이 경과하기 전
에 한 사람의 고객이 도착하지 않았을 경우, N운용방침
이 적용된다.

3. 대기모형의 정의

안정상태(steady-state)에 있는 M/G/1 대기모형에 관하여 
다음과 같은 사항을 가정한다.

(i) 서비스를 받기 위해 대기시스템에 도착하는 고객들은 
단위시간당 평균 명인 포아송과정(Poisson process)에 따
른다. 다시 말해, 연속된 두 고객의 평균 도착시간 간격은 




이다. 즉 t단위시간 동안 시스템에 도착하는 고객의 수

를 나타내는 확률변수를 X(t)라고 하면, X(t)의 확률질량
함수(probability mass function)는 다음과 같이 주어진다. 

    


      ⋯ (1)

(ii) 고객에게 소요되는 서비스 시간을 나타내는 확률변수

는 평균과 분산이 각각 

와 인 상호독립이며 동일

한(identical) 임의의 확률분포라 가정한다. 

(iii) 와  : 일반적 M/G/1 대기모형의 시스템내부에 있
는 고객 수와 busy period를 나타내는 확률변수로 정의한
다. 와 의 기대값을 각각 와 로 정의하
면 이들은 다음과 같이 주어진다(Kleinrock[5]; Conolly[2]). 

  
 (2)

 


 
 (3)

(iv) 기타 언급되지 않은 사항들은 M/G/1 대기모형의 일
반적인 가정에 따른다.

4. 시스템 특성치 유도

(TN) 운용방침이 적용되는 M/G/1 대기모형의 busy pe-
riod는 T 혹은 N 운용방침으로 시작하느냐에 따라 결정
된다. 따라서 busy period가 T 혹은 N 운용방침에 따라 
시작될 확률을 각각 P[T]와 P[N]으로 정의하고 식 (1)을 
사용하면 다음과 같이 주어진다.

   (4)
   (5)
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4.1 시스템 내부에 있는 고객수의 기대값

조정가능한 M/G/1 대기모형에 단순 T, N 그리고 (TN) 
운용방침이 적용되었을 때 시스템 내부에 있는 고객 수를 
나타내는 확률변수를 ,  그리고 라고 정의하
면, 다음과 같은 관계식이 성립한다.

     (6)

따라서 ,   그리고 의 기대값을 각각    
그리고 라고 정의하고, 식 (6)을 사용하면 다음
과 같은 관계식이 얻어진다.

     (7)
 

Heyman[4]와 Yadin과 Naor[14]의 결과로 와 
는 다음과 같이 주어진다.

  




   (8)

  




   (9)

여기에서   
  그리고  각 고객에게 제공되는 서비

스시간의 분산(variance)을 나타낸다. 식 (8)과 (9)에서 
주어진 와 를 식 (7)에 대입하면 는 
아래와 같이 유도된다.

   




  

          




   

        



 

          
  (10)

그런데 식 (2)에서 주어진 를 사용하면 식 (10)
은 아래와 같이 표현된다.

 


 
    (11)

4.2 Busy Period 기대값 유도 

조정가능한 M/G/1 대기모형에 단순 T와 N 운용방침이 

적용되었을 때 busy period의 기대값을 각각 과 
(Gakis, Rhee와 Sivazlian[3] 혹은 Rhee[6, 9, 10] 혹은 Rhee
와 Oh[7, 8])라고 정의하면 이들은 다음과 같이 주어진다.

 

 (12)

   (13)

또한 조정가능한 M/G/1 대기모형에 (TN) 운용방침이 
적용되었을 때, busy period가 T 운용방침 혹은 N 운용방
침으로 시작될 때의 idle period 기대값을 각각  와 
으로 정의하면 다음과 같다.

  

 (14)

 

 (15)

여기에서 idle period는 서비스창구가 폐쇄되어 있는 시간
간격을 나타내며 busy period와 idle period의 합을 busy 
cycle이라고 정의한다. 그리고 (TN) 운용방침이 적용될 때
의 busy period, idle period와 busy cycle의 기대값을 각각 
  그리고 라면 다음이 성립한다.

  (16)
    (17)
    (18)

식 (16)에 식 (4)와 식 (5)에서 주어진 와  그
리고 식 (12)와 식 (13)에서 주어진 과 을 대
입하면

   
   

          
 

             (19)

식 (19)에 식 (3)에서 주어진 를 대입하면 
은 다음과 같다.

 
      (20)

같은 방법으로 식 (17)에 주어진 와  그리고 
식 (14)와 식 (15)에서 주어진  과 를 대입하면
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   




  

         
 (21)

마지막으로 식 (18)에 식 (20)과 식 (21)에서 주어진  
과 을 대입하면 이 다음과 같이 결과를 

얻을 수 있다.

    
   

             
   

         


  

          




  

여기에서 


 와 





로 치환하

면 는 다음과 같이 표현된다. 

  
  (22)

또한 아래의 관계식들이 성립함을 쉽게 확인할 수 있다.

 


 
    (23)

 







    (24)




      (25)

5. 시스템 운용에 따른 단위시간당 기대되는 
총비용함수 구축

시스템 운용에 따른 단위시간당 기대되는 총비용함수

를 구축하기 위해서는 서비스를 받으려는 고객이 시스템

에서 기다리는데 발생되는 제반 비용 그리고 서비스창구

의 폐쇄 및 재개에 필요한 비용을 고려하여야 한다. 이러
한 비용요소를 좀 더 구체적으로 표현하기 위해 다음을 

정의한다.

(i) h : 한 명의 고객이 한 단위시간 동안 시스템에 머무
는데 소요되는 비용.

(ii) k : 서비스창구를 한 번 폐쇄하고 재개하는데 필요한 제

반 비용으로 busy period가 시작될 때와 busy period가 
종료될 때 발생되는 비용의 합을 의미한다.

(iii) 고정된 비용으로 고용된 한 명의 server가 항상 근
무하는 상황을 가정하여 server가 서비스를 제공하
는데 필요한 비용 항상 일정함으로 여기에는 고려

하지 않기로 한다. 

f(T,N)을 위에서 정의된 비용요소와 필요한 시스템 
특성치가 결합된 시스템운용에 따른 단위시간당 기대되

는 총비용함수라고 정의하면 f(T,N)는 다음과 같이 표현
된다.

    
 

       
 

 
       




 


  (26)

6. 최적 (TN) 운용방침의 결정

조정가능한 M/G/1 대기모형에 적용되는 (TN) 운용방침
의 최적해는 식 (26)에서 주어진 시스템 운용에 따른 단
위시간당 기대되는 총비용함수, f(T,N)를 가장 작게 하
는 T와 N의 값, T*과 N*는 다음과 같이 유도된다.

정리 : 식 (26)에서 주어진 (TN) 운용방침이 적용되는 조
정가능한 M/G/1 대기모형의 단위시간당 기대되는 총비
용함수를 최소화하는 입력변수의 최적해 T*과 N*는 다

음과 같이 유도된다.

 



 








 

 
 









 

증명 : 식 (26)을 사용하여 
  

 와 
  

 

를 만족하는 T와 N의 값을 구하면 된다. 
  

와 



 
는 다음과 같이 유도된다.

 
 

 
   

        
 

 
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




  (27)



  
 

 
  (28)

식 (28)에서 주어진 
 

로부터 
 

 를 

풀면




 




    



 

따라서 





 (29)

또한 

    



  

 




  (30)

또한 식 (27)의 
 

의 마지막 항 

  


  
에 식 (29)

과 식 (30)의 결과를 대입하여 간단히 하면 다음과 같다.




   





 



 







 









 








 






(31)

식 (31)의 결과를 식 (25)에 대입하여 
 

 를 

풀면 다음과 같다.







 








 







 

 







  
















 



 







   (32)

 
그런데 식 (25)에서 주어진 결과를 사용하면 아래의 

관계식이 성립함을 쉽게 확인할 수 있다.








그래서 식 (32)는 다음과 같다.
 

  









  
 







   (33)

식 (33)의 좌우변에 
 를 곱하면 다음과 같다.

   


 




   (34)

식 (30)과 식 (34)로 구성된 연립방정식을 풀면 다음
과 같다.

   




  

            

 






위 식을 간단히 하면 다음과 같은 관계식이 유도된다.

   




각 항을 로 나눈 후 T에 관하여 풀면,

  



또한 식 (25)을 사용하면  이므로

 
 (35)
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그런데 식 (23)에서 주어진 를 식 (35)에 대입하여 
간단히 하면

 


 




    (36)

여기에서   

를 의미한다. 마지막으로 식 (36)에서 

얻어진 T* 그리고 식 (23)와 식 (24)에서 주어진 와 
를 식 (30)에 대입하면 N*를 구할 수 있다.














  







  

   

















  
   



 






 
  









 
  

 




 
  







 

 
  

 




 
  














 
 




  

   














 

 
 




 
  


 

7. 결  론

조정가능한 M/G/1 대기모형에 적용될 수 있는 다양한 
형태의 운용방침이 개발되어 소개되고 있지만 대부분의 경

우 각각의 운용방침의 적용에 따른 시스템 특성치가 매우 

복잡한 형태로 주어지기 때문에 시스템 운용에 따른 비용

요소를 고려한 단위시간당 기대되는 총비용함수를 활용한 

입력변수들의 최적해 유도에 많은 어려움이 따른다. 따라
서 다양한 형태의 새로운 운용방침의 개발도 중요하지만 

그러한 운용방침에 포함된 입력변수들의 최적해의 유도의 

가능성 또한 고려되어야 한다. 이러한 문제를 고려하여 제
안된 (TN) 운용방침이 적용되는 조정가능한 M/G/1 대기모
형의 최적운용방침의 성공적 유도는 또 다른 형태의 운용

방침의 개발, 즉 예를 들면 {T|Min(N, T)}, {T|Max(N, T)}, 
{T|Min(N, D)} 혹은 {T|Max(N, D)} 운용방침 등과 같은 복

잡한 형태이지만 현실성이 있는 운용방침의 적용에 따른 

시스템의 분석과 최적 운용방침을 결정할 수 있는 가능성

을 제시하였다고 볼 수 있다.
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