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진입로 신호등 시스템을 위한 SDRE 기반 최적 비선형 관측기

제어기 설계

SDRE Based Optimal Nonlinear Observer-Controller Design for
Ramp Metering System

이 기 호, 최 한 호*

(Kiho Lee1 and Han Ho Choi1,*)
1Division of Electronics and Electrical Engineering, Dongguk University-Seoul

Abstract: In this paper, a near optimal decentralized observer-controller design method is proposed for ramp metering systems 
based on SDRE (State Dependent Riccati Equation) approach. The optimal nonlinear observer gain is parameterized in terms of 
the solution matrix of an SDRE. This paper gives a simple algorithm to compute the near optimal observer gain. The optimal 
control design problem is also considered. Finally, numerical simulation results are given to illuminate the effectiveness and 
practicality of the proposed design method.
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그림 1. 자동차도로단위섹션.
Fig. 1. Motorway section.

I. 서론

진입로 신호등 제어 방법은 서구 선진국과 일본 등에서

많이 사용되고 있는 방법으로 도로의 효율성을 증가시켜

교통 혼잡을 줄여주는 매우 효과적인 방법으로 진입 램프

의 출발과 정지신호의 점등 주기를 제어하여 도로로 진입

하는 차량수를 통제하는 방법으로 실시간으로 교통량을

측정하여 이를 이용하여 신호등 제어하느냐 여부에 따라

궤환방식과 Open-loop 방식의 정주기식 방법으로 분류할 수

있다. 정주기식 방법은 루프검지기와 같은 교통량 측정을

위한 장치의 설치가 필요 없어 매우 효율적으로 값싸고

쉽게 구현할 수 있어 많이 쓰일 수 있으나 Open-loop 방식의 
제어방식이라 교통혼잡 원인의 대부분을 차지하는 폭우나

폭설 등 갑작스러운 기상 이변, 빈번한 도로점거 시위나

집회, 공공 행사, 교통사고나, 도로공사 등 비정기적인 이유

로 인한 교통혼잡시 해결책을 전혀 제공하지 못하는 단점

이 있다. 교통량 감응 방법은 교통량을 루프검지기와 같은

센서로 실시간으로 측정하여 이에 따라 진입로 신호등의

점등 주기를 제어하는 궤환방식으로 최근 많은 나라에서

도입하고 있다[1-3].
SDRE (State Dependent Riccati Equation) 방법은 여러 다

양한 비선형 제어 시스템 설계를 위해 성공적으로 사용되

어 왔다[4-6]. 본 논문에서는 SDRE 접근법에 기반하여 최적

진입로 신호등 관측기 제어기 설계 방법을 제안한다. 
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II. 문제 설정

진입로 신호등 제어를 위해 그림 1처럼 이전 결과들

[1-3,7,8]를 참조하여 자동차 전용도로를 단위 섹션들로 나눌 
것이다. 그림 1에서 는 진입로의 정규화된 차량 진입률을

의미하며 신호등 제어의 입력으로 쓰인다. in은 섹션에 유입

되는 시간당 자동차의 수를 의미하며 는 섹션내부 차량들

의 평균속도, 는 섹션 내부에서 단위길이당 자동차의 수, 
는 단위시간당 자동차의 수로  의 관계가 성립함에

유의해야 한다. 일반적으로 차량의 속도는 그림 1처럼 루프

감지기를 통해 측정된다. 그림 1과 이전 결과들 [1-3,6-8]를
참조하여 다음과 같은 단순화된 2차의 거시적인 교통 모델

비선형 방정식을 얻을 수 있다.





(1)

여기에서 은 교통량 밀도오차로 , 는 평균속도

오차로 , 는 제어입력으로 정규화된 차량 진입률을

의미하며 는 모델링 오차나 외란을 감안한 값들이다. 

그리고   ⋯는 고려하는 단위 도로의 길이, 최고
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속도, 설정 교통량 밀도 (), 설정 평균속도 (), 포화 교

통량 밀도 등 값들에 의존하는 상수값들이다. 루프감지기는

차량의 속도값은 매우 정확하게 산출해줄 수 있으나 교통

량 밀도값의 측정에는 값비싼 시스템의 설치가 부가적으로

요구된다. 이러한 사정을 감안하여 본 논문에서는 값만이 

출력된다고 가정한다. 결국 본 논문에서 고려하는 시스템은

다음처럼 고쳐 쓰일 수 있다.

   (2)

여기에서 는 출력이며 는 측정 노이즈이며,  

 
   

이고

 



 


 

 
  



 





  










 (3)

행렬 는 다음처럼 상수행렬 와 섭동 행렬 

의 합으로 표현할 수 있음에 유의해야 한다.

  (4)

여기에서

 



 


 

 
  




 


 

 
(5)

III. 선형 모델에 대한 최적 관측기와 제어기

(2)에 주어진 모델을 평형점    부근에서 선형화하여

다음과 같은 선형시불변 시스템을 얻을 수 있다.

   (6)

만약 가 독립적인 백색가우시안 잡음으로   , 

        을 만족한다면

최적제어이론에 따라 성능지수 
 를 최소

화하는 최적관측기는 다음처럼 주어짐을 알 수 있다.

   (7)

여기에서    
는 의 관측값이며 관측기의 최적

이득 는 다음처럼 주어진다.

  




 (8)

그리고  는 다음을 만족시킨다.







  (9)

최적제어이론은 
  가 제어가능하며 관측가능

하기만 하면 리카티 방정식 (9)의 해가 항상 존재함을 보장

한다. 다음처럼 주어지는 제어기를 고려하자.

  (10)

여기에서 이득 는 다음처럼 주어진다고 가정하자.

  


  (11)

그리고 은    에 대하여 다음의 리카티 방정

식을 만족시키는 양한정 해행렬이다.





   (12)

그러면 최적제어이론에 따라 (10)에 주어진 제어기는 선형

시불변 시스템 (6)에서   일 때 다음의 LQ 성능 지

수  


∞


 를 최소화하는 최적제어기이다.

최적제어이론에 따르면 성능지수 
 를 최소

화하는 최적 관측기반 제어기는 다음임을 알 수 있다.

  


  (13)

IV. 주요 결과

식 (13)에 주어진 제어기는 섭동행렬 를 무시하고 
선형화된 모델 (6)에 기반한 제어기로 만약 원래의 비선형

모델 (2)에 적용하면 성능이 어느 정도 제한적일 수 있다. 
이러한 문제는 이전의 SDRE 방법들을 참조하여 만약 리카

티 방정식 (9)와 (12)대신에 다음의 SDRE들을 사용하면 해결

할 수 있다.

   
  


 

   (14)

  


  (15)

1. 비선형 최적 관측기

[4-6]에 의해 SDRE (14)의 해가 항상 존재함을 알 수 있다. 
그리고 다음의 안정도 정리를 얻을 수 있다.

정리 1: 비선형 시스템 (2)에 대하여 다음의 비선형 관측

기를 고려하자.

  

여기에서 관측기 이득은 다음처럼 주어진다.

  






그러면   이 안정하며  인 상황에서 관측오차

  는 지수함수적으로 안정하다.

증명: (14)에 주어진 SDRE의 해  는 상수행렬 

와 상태에 의존하는 행렬 의 합의 형태로

   와 같이 표현할 수 있다. 마찬가지

로 상태에 의존하는 이득 행렬도     로

나타낼 수 있다. 여기에서   
 ,

 
이다. 한편 관측기 오차 동역학을 다음처럼

나타낼 수 있다.

   (16)

      ,   
 로 정의
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할 때 ≦ 가 성립하

며 →일 때 →이 성립한다. 행렬 가

안정하기 때문에 
 

≦ 을 만족시키는 양수

가 존재한다. 이는 다음을 의미한다.

 ≦ ≦ 




위 부등식은 ≦ 가 성립할 때만 만족된다. 그런데

  이 안정하고  이므로 ≦ 이 만족되

면   이 보장됨을 의미하고 관측된 값 는

≦ 로 제한됨을 의미한다. 이는 결국

가 지수적으로 안정함을 의미한다. Q.E.D.
2. 비선형 최적 제어기

[4-6]을 참조하여 모든 에 대하여  는

제어가능하고 관측가능하므로 이전 결과 [4]에 의해 SDRE 
(15)의 해가 항상 존재함을 보일 수 있다. 그리고 다음의

안정도 정리를 얻을 수 있다.
정리 2: 다음의 비선형 제어기를 고려하자.

  (17)

여기에서   이다. 그러면  인 상

황에서 비선형 시스템 (2)와 제어기 (17)의 폐회로 시스템은

지수함수적으로 안정하다.
3. SDRE의 근사해

[4-6]을 통해 관측기 이득이 다음처럼 근사화 할 수 있음

을 보일 수 있다.

  

 
  






 
  






여기에서  
이며 는 아래 (18)-(20)를 통해

계산된 해행렬들이며, 은 미리 계산된 일군의 방정식들의 

개수를 의미한다.







  (18)

 




    




   (19)

                        ⋮






  








 
 




               (20)

마찬가지로 (17)을 근사화한 최적 제어기는 다음처럼 주어

진다.

 



 

  




 

  






여기에서   이며 는 아래 (21)-(23)를 통해 계

산된 해행렬들이며, 는 미리 계산된 일군의 방정식들의

개수를 의미한다.





   (21)

   


   


 

  (22)

                         ⋮

 


  


 






 



   

(23)

4. 최적 관측기반 제어기

정리 2: 비선형 시스템 (2)와 관측기반 제어기 (24)의 폐

회로 시스템은 점근적으로 안정하다.

   


   (24)

증명: [4-6] 참조하여 폐회로 시스템의 안정도를 증명할

수 있다. Q.E.D.
제어기 (24)은 다음처럼 근사화할 수 있다.

 



 

  






여기에서 는 (21)-(23)를 만족시키는 해이며 는 다음의

비선형 관측기를 통해 관측된 상태값이며

 

 
  






 (25)

그리고 는 (18)-(20)를 만족시키는 해이다.

주 1: (25)의 관측기 이득행렬 는 다음과 같이 Matlab 

명령어 care와 lyap를 사용해서 쉽게 구할 수 있다.
PI0=care(A0’,C’,Qe,re); Q1=-2*k1*PI0;

A1=A0-PI0*C’*C/re;

⋮

PIi=lyap(Ai’,Qi);

여기에서 PIj는   ⋯ 를 A0, C, Qe, re,

k1는 를 각각 나타낸다. 마찬가지로 도

Matlab 명령어 care와 lyap를 사용해서 쉽게 구할 수 있다.

V. 수치적 예

이전 결과 [8]을 참조하여 상수   ⋯들이 다음

처럼 주어지는 시스템 (1)을 고려하자. 

         

폐회로 제어시스템의 성능을 Matlab/Simulink를 통해 모의

실험하였다.      로 하여 IV 장의 주1에 주어

진 알고리즘을 통해  으로 하여 다음의 비선형 준최적

관측기를 구할 수 있다.





 


 

 
 





 







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그림 2. 비선형제어기 (26)에의한결과.
Fig. 2. Results by nonlinear controller (26).

그림 3. 선형제어기 (28)에의한결과.
Fig. 3. Results by linear controller (28).

마찬가지로 IV 장의 주1에 주어진 알고리즘을 가지고

     로 하여  으로 하여 다음의 비선형

최적 제어기를 구할 수 있다.

 
 (26)

그림 2는           

로 초기조건을 설정하고 를 평균 0, 분산 1을 갖는 가우

시안 잡음으로 는 평균 0, 분산 0.01을 갖는 잡음으로 각

각 잡았을 때 위의 비선형 최적 제어기에 의한 모의실험

결과를 보여준다. 식 (7)과 (13)을 통해 선형화된 모델 (6)에

대하여 LQ 성능지수  를 최소화하는 최적의

관측기반 선형제어기는 다음과 같이 주어짐을 알 수 있다.




 


 

 
 



 





 (27)

  (28)

그림 3은 선형관측기 (27)를 사용한 관측기반 선형제어

기 (28)에 의한 시뮬레이션 결과를 보여준다. 시뮬레이션

결과를 통해 제안된 제어기가 절대 오차 적분에서 9.2%, 
제곱 오차 적분에서 14.4%, 시간 가중 절대 오차 적분에서

12.0% 개선된 결과를 보임을 알 수 있다. 이는 제안된 비

선형 제어방법이 선형제어기보다 훨씬 효과적으로 교통체증

에 대처할 수 있음을 의미한다.

VI. 결론

본 논문에서는 진입로 신호등 제어를 위하여 SDRE 접근

법을 사용하여 최적 관측기반 제어 시스템 설계 문제를

다루었다. SDRE를 사용해서 관측기와 제어기 이득을 얻기

위한 간단한 알고리즘을 제안하였다. 또한 수치적인 예를

제공해 제안된 방법의 효용성과 실용성을 보였다.
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