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볼-빔 시스템에서  AC 와 DC 노이즈가 포함된 
상태 궤환 제어기 설계 및 분석 
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Abstract: In this paper, we propose a controller for a ball and beam system which reduces the measurement error effect under AC 
and DC noise. The ball and beam system measures data through a sensor. If sensor noise is included in a controller via the feedback 
channel, the signal is distorted and the entire system cannot work normally. Therefore, some appropriate action for the measurement 
error effect is essential in the controller design. Our controller is equipped with a gain-scaling factor and a compensator to reduce the 
effect of measurement error in the feedback signal. Effectively, our proposed controller can reduce the AC and DC noise of a 
feedback sensor. We analyze the proposed controller by Laplace transform technique and illustrate the improved control performance 
via an experiment for a ball and beam system. 
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I. 서론 
볼-빔(ball and beam) 시스템은 모터와 빔이 연결되어 모터의 

제어를 통해 볼의 위치를 제어하는 시스템이다. 로봇, 선박 
및 비행체의 자세 제어 등에 기본이 되는 볼-빔 시스템은 비
선형적인 요소를 포함하고 있기 때문에 불안정한 시스템의 
안정화에 다양하게 응용이 가능하다[7]. 볼-빔 시스템은 센서를 
통해 데이터들을 측정하고 시스템이 동작하게 되는데 센서 
잡음이 포함되면 궤환(feedback) 신호를 왜곡시키고 이로 인
하여 볼-빔 시스템이 정상적으로 작동할 수 없게 만든다[5]. 
따라서 이러한 측정 노이즈에 대한 영향을 최소화 하기 위해 
센서 잡음이 포함된 데이터들을 분석 처리하는 적절한 조치

가 필수적이다[2,3,8]. 기존의 논문 [4,9]에서는 볼-빔 시스템

에서 저역 통과 필터를 추가하여 AC 측정 노이즈를 최소화 
시켰다. 하지만 우리의 경우는 AC 측정 노이즈 뿐만 아니라 
DC 측정 노이즈가 함께 포함된 볼-빔 시스템을 다루었다. 이와 
관련된 연구는 [6]에서 AC와 DC측정 노이즈가 포함된 상태 
변수에 이득조절 요소(gain-scaling)와 보상기(compensator)를 
적용한 상태 궤환 제어기로 측정 노이즈를 최소화 시켰다. 
또한 스위칭 제어 기법을 혼용하여 제어기의 수렴속도를 개선 
하였다.  
본 논문에서는 볼-빔 시스템의 위치 센서에 AC와 DC 측정 

노이즈가 발생함을 가정한다. 볼-빔 시스템에 입-출력 궤환 
선형화(input-output feedback linearization) 기법을 통하여 시스템

의 비선형적인 요소를 선형화 시킨 후 이득조절 요소와 보상

기를 적용한 제어기를 설계한다. 그리고 위치센서에 잡음이 

포함되어 임의의 AC와 DC 측정 노이즈가 발생함을 가정

하였다. AC 측정 노이즈는 미지의 정현파 함수로, DC 측정 
노이즈는 알 수 없는 상수 값으로 나타남을 가정하고 볼-빔 
시스템에 제안된 제어기를 적용하였다. 또한 추가적으로 스위

칭 제어 기법을 적용하여 수렴속도를 개선하였다[10]. 따라서 
이득조절 요소와 보상기가 추가된 상태 궤환 제어기는 출력인 
볼의 위치의 최종 수렴범위(ultimate bound)를 최소화 하였다. 
제안된 제어기가 인가된 볼-빔 시스템을 라플라스 변환 기법

으로 분석을 하였고 실제 볼-빔 시스템에 적용하여 제어기의 
성능을 실험을 통해 검증하였다. 

 
II. 볼-빔 시스템의 입-출력 궤환 선형화 

그림 1은 실험에 사용된 QUANSER사의 BB011(ball-beam)과 
SRV02(DC Servo motor)로 제어입력인 SRV02의 입력전압을 
조절하여 모터의 각을 변화시키고 다시 모터의 각은 빔의 각
을 변화시킴으로써 볼의 위치를 제어하는 시스템이다. 
볼-빔 시스템의 동역학 방정식은 다음과 같다[7,11]. 
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여기서 r 은 볼의 위치, q 는 SRV02의 부하 각, bbK 는 

BB01의 모델 이득, K 는 SRV02의 정상상태 이득, t 는 
SRV02의 시정수, u 는 SRV02의 입력 전압이다. 식 (1)을 상태

방정식으로 나타내기 위하여 식 (2)와 같이 정의한다.  
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그림 1. 볼-빔 시스템. 
Fig.  1. Ball-beam system. 

 
동역학 방정식 (1)에서 식 (2)를 적용하여 상태 방정식으로 

나타내면 식 (3)과 같이 표현할 수 있다.  
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볼-빔 시스템의 상태방정식 (3)을 입-출력 궤환 선형화 
기법을 적용해 선형화된 형태로 나타내면 식 (4)와 같다.  
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여기서 ( , ) ( ) ( )v x u x x ub a= + 로 선정하면 ( ), ( )x xa b 는 다

음과 같이 나타낼 수 있다. 
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따라서 식 (4)를 행렬로 나타내면 다음과 같이 선형화된 
형태로 정리 할 수 있다. 
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III. 시스템의 문제의 정의 
입-출력 궤환 선형화된 볼-빔 시스템은 다음과 같다. 
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식 (7)을 행렬로 나타내면 다음과 같다.  

 A Bvx x= +&  (8) 
 y Cx=  (9) 

여기서 4
1 2 3 4[ , , , ]T Rx x x x x= Î 은 상태, v RÎ 는 입력, 

y RÎ 는 출력, 4 4[ ] ( 1ijA a R j i´= Î = + 일 때 1,ija =  그 외

의 경우는 0),ija = 4 1[0,0,0,1] ,TB R ´= Î 1 4[1,0,0,0]C R ´= Î

이다. 이 시스템에서 상태 궤환 제어기는 다음과 같다[1]. 

 v Kx=  (10) 

1 2 3 4[ , , , ]K k k k k= 으로 정의한다. 식 (8)로부터 식 (10)을 대입

하여 정리하면 다음과 같은 폐루프 시스템(closed-loop system) 
으로 표현할 수 있다. 

 ( )A BKx x= +&  (11) 

여기서 A BK+ 가 Hurwitz이기 위한 K 의 값을 선택하면 
0x ® 이 되어 전체 폐루프 시스템은 안정하게 된다. 하지만 

볼-빔 시스템에서 위치센서의 오작동으로 측정 노이즈가 
포함되는 것을 가정하면 다음과 같이 나타낼 수 있다.  

 1 1 1( )d tx x= +  (12) 

1x 는 위치센서에 측정 노이즈가 포함된 상태변수이고 1( )d t 는 

측정 노이즈이다. 측정 노이즈가 포함된 폐루프 시스템으로 
표현하면 아래와 같이 나타낼 수 있다. 
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식 (13)에서 1( ) [ ( ),0,0,0]Td t d t= 의 영향으로 x 의 모든 

성분의 최종 수렴범위가 커지게 된다. 그리고 이득 K 값과 
연동되어 AC와 DC 측정 노이즈가 포함된 상태 궤환 제어기

는 측정 노이즈의 영향을 제어하는데 어려움이 있음을 알 수
가 있다. 따라서 이러한 문제를 해결하기 위하여 IV 장에서 
이득조절 요소와 보상기가 추가된 제어기를 제안한다. 그리고 
이득조절 요소로 늦어지는 수렴속도를 개선하기 위해 V 장
에서 스위칭 제어 기법을 통해 수렴속도를 줄이는 방법을 제
시하고 VI 장에서 제안된 제어기가 인가된 볼-빔 시스템의 
실험을 통하여 유효성을 검증한다. 

 

Assumption 1: 볼-빔 시스템에서 위치센서의 오작동으로 
상태변수 1x 에 포함되는 측정 노이즈를 다음과 같은 AC와 

DC 성분으로 나타남을 가정한다. 
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 1 1 1 1( ) sind t d ta w= +  (14) 

여기서 1 0d ³ 는 DC 측정 노이즈의 크기, 1 0a ³ 는 AC 측

정 노이즈의 크기, 1 1w ³ 는 AC 측정 노이즈의 주파수이다. 

그리고 1,d 1,a 1w 는 알 수 없는 임의의 값으로 가정한다. 
 

Remark 1: 볼-빔 시스템에서 1 1( )xx = 는 위치를 나타내는 

상태변수이다. 위치센서를 통해 얻어진 데이터로 입력전압을 
조절하여 모터의 각을 변화시키고 다시 모터의 각은 빔의 각
을 변화시킴으로써 볼의 위치를 제어 하게된다. 하지만 위치

센서에 측정 노이즈가 포함되면 궤환 신호를 왜곡시켜 시스

템이 정상적으로 작동할 수 없게 만든다. 각도센서는 측정 
노이즈가 포함되어 있어도 그 영향은 무시할만큼 미미하지

만 위치센서에 측정 노이즈가 포함된다면 노이즈의 영향이 
크게 나타나 시스템을 제어하기가 쉽지 않다. 따라서 위치센

서에 측정 노이즈의 영향을 제어하고 제어기의 효과를 검증

하기 위해 1x 에 측정 노이즈가 포함되었음을 가정하였다. 
 

Remark 2: 일반적으로 AC 측정 노이즈는 정현파 함수에 
대한 사례를 주로 가지고 있다[2,8]. AC 측정 노이즈는 미지의 
정현파 함수로, DC 측정 노이즈는 임의의 상수 값으로 나타

남을 가정하였다. 기존의 논문 [2,8] 에서는 알고 있는 외부 
시스템으로부터 발생하는 정현파 AC 측정 노이즈를 가정하여 
에러의 크기와 주파수를 알 수 있음을 가정한 반면, 우리의 
경우는 미지의 1 1,a w 를 가정하고 추가적으로 DC 측정 노이

즈로 인해 발생하는 알 수 없는 1d 를 더하여 노이즈에 대한 

조건을 더 일반화시켰다. 
 

IV. 위치센서에 AC와 DC 측정 노이즈가 포함된 
볼-빔 시스템 제어 및 분석 

1. 이득조절 요소가 추가된 볼-빔 시스템 

선형화된 볼-빔 시스템에서 위치센서의 오작동으로 

1 1y xx= = 에 포함된 센서잡음을 제어하기 위해 이득조절 요

소가 추가된 제어기를 식 (15)와 같이 제안한다. 

 1 2 3 4
1 1 1 1 2 3 44 3 2( sin )k k k kv d tx a w x x x

g g g g
= + + + + +  (15) 

제안된 제어기를 적용하여 폐루프 시스템으로 표현하면 
식 (16)과 같다. 
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응답을 확인하기 위해 라플라스 변환을 적용하면 다음과 
같다.  
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여기서 1 2 3 40, 0, 0, 0, 0k k k k g< < < < > 일 때, 극점의 음수 

항은 최종치 정리(final value theorem)를 통해 0으로 수렴하고 
최종치 정리를 할 수 없는 아래의 항이 남게 된다. 
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출력을 확인하기 위해 계산하면, 
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= - + +  (20) 
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여기서 P, Q 는 아래와 같은 식으로 표현할 수 있다[6]. 
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그리고 P, Q 에서 표현된 a, b 는 다음과 같은 식으로 각각 
표현할 수 있다. 
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따라서 위치센서에 AC와 DC 측정 노이즈가 포함된 볼-빔 
시스템에서 이득조절 요소가 추가된 제어기의 최종 출력 
식은 아래와 같다. 
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 1 1
1 12  ( ) sin( )ky t d ta w q

g
£ - + +

D
 (25) 

D 는 최종 수렴범위의 크기에 영향을 끼치는 g 를 제외한 
,kw 의 상수 계수이다. 식 (25)에서 이득조절 요소인 g 값이 

클수록 0에 가까운 출력이 나오게 되어 최종 수렴범위의 
크기를 줄일 수 있지만 DC 측정 노이즈의 영향으로 1d- 만

큼의 오차가 발생한다. 이러한 문제점을 해결하기 위해 이득

조절 요소와 보상기가 함께 추가된 제어기를 적용한다. 
2. 이득조절 요소와 보상기가 추가된 볼-빔 시스템 

AC와 DC 측정 노이즈를 감소시키기 위해 선형화된 볼-빔 

시스템에서 이득조절 요소와 보상기 
11 1( ( ) )

t
t e bd

b b

-æ ö
-ç ÷ç ÷

è ø
가 
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추가된 제어기를 식 (26)과 같이 제안한다. 

1
1

1 1 1 14

2 3 4
2 3 43 2

1 1( sin ) ( )
tkv d t t e

k k k

bx a w d
g b b

x x x
g g g

-æ ö
= + + * -ç ÷ç ÷

è ø

+ + +

 (26) 

여기서 *는 컨벌루션 심볼, 보상기 상수 1b ³ 이다. 제안된 
제어기를 적용하여 폐루프 시스템으로 표현하면 식 (27)과 
같다. 

1 2

2 3

3 4

1
1

4 1 1 1 14

2 3 4
2 3 43 2

1

1 1( sin ) ( )
tk d t t e

k k k

y

b

x x

x x

x x

x x a w d
g b b

x x x
g g g

x

-

=

=

=

æ ö
= + + * -ç ÷ç ÷

è ø

+ + +

=

&

&

&

&  (27) 

응답을 확인하기 위해 라플라스 변환을 적용하면 다음과 
같다. 

1 1 2

2 2 3

3 3 4

1 1 1 1
4 4 14 2 2

1

2 3 4
2 3 43 2

( ) (0) ( )
( ) (0) ( )
( ) (0) ( )

( ) (0) ( )
1

( ) ( ) ( )

s s s
s s s
s s s

k d ss s s
s s s

k k ks s s

x
x
x

a wx
g w b

g g g

X - = X
X - = X

X - = X

æ öæ ö
X - = X + +ç ÷ç ÷+ +è øè ø

+ X + X + X

 (28) 

여기서 1 2 3 40, 0, 0, 0, 0, 0k k k k g b< < < < > > 일 때, 극점의 

음수 항은 최종치 정리(final value theorem)를 통해 0으로 수렴

하고 최종치 정리를 할 수 없는 아래의 항이 남게 된다. 

1 1 1
1 2 2 4 4 4 3 3 3 2 2

1 4 4 3

2
3 2 2 1

( )
( )( ( ) ( )

( ) ( ))

ks
s s k s k k s

k k s k k

a w
w bg g bg g bg

g bg g

X =
+ + - - +

- + - +

 

  (29) 
출력을 확인하기 위해 계산하면 g 와 b 에 관하여 두가지 

식으로 표현할 수 있다. 

1 1 1 1 1 1
1 10.4 0.2y(t) sin( ), y(t) sin( )k kt ta w a ww q w q

g b
£ + £ +

Ñ L
 (30) 

Ñ는 g 를 뽑아낸 나머지 , ,kw b 의 상수 계수이고 L는 

b 를 뽑아낸 나머지 , ,kw g 의 상수 계수이다. 식 (30)에서 

이득조절 요소인 γ 값과 보상기 상수인 β 값이 클수록 0에 가
까운 출력이 나오게 되어 최종 수렴범위의 크기를 줄일 수 
있다. 

Remark 3: 참고논문 [4,9]에서는 낮은 차단 주파수를 갖는 
저역 통과필터를 추가함으로써 AC 측정 노이즈의 영향을 
감소 시켰지만 우리의 제안된 제어기는 이득조절 요소와 
보상기를 추가 하여 AC 측정 노이즈 뿐만 아니라 DC 측정 
노이즈도 효과적으로 줄이고 있다. 

V. 스위칭 제어 기법 
이득조절 요소가 추가된 볼-빔 시스템의 상태 궤환 제어기

에서 최종 수렴범위의 크기와 수렴속도를 결정하는 라플라스 
식은 아래와 같다. 

{

1 1
1 4 4 3 3 2 2

4 3 2 1

1 1 1
2 2 4 4 3 3 2 2

1 4 3 2 1

( )
( )

( )( )

k ds
s s k s k s k s k

k
s s k s k s k s k

g g g g

a w
w g g g g

Ä ÄÄ

Ä ÄÄ

X =
- - - -

+
+ - - - -

144444424444443

14243144444424444443

 (31) 

Ä 은 최종 수렴범위를 결정하고 ÄÄ는 수렴속도를 결정한다. 
수렴속도와 관련된 식을 인수분해 하여 정리하면 식 (32)와 
같다. 

1 2 3 4( )( )( )( )s s s sg s g s g s g sÄÄ = + + + +  (32) 

1 1 2 3 4

2 1 2 3 1 2 4 1 3 4 2 3 4

3 1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4

4 1 2 3 4

( )
( )
( )

k
k
k
k

s s s s
s s s s s s s s s s s s
s s s s s s s s s s s s
s s s s

= -

= - + + +

= - + + + + +

= - + + +

 (33) 

이득조절 요소가 추가된 제어기의 수렴속도에 관한 최종 
출력 식은 식 (34)와 같다. 

 
1 2 2 4

1 2 3 4( )
t t t t

y t N e N e N e N e
s s s s
g g g g

- - - -
= + + +  (34) 

식 (34)에서 1 2 3 4[ , , , ]N N N N N= 은 출력 식을 계산했을 때 

각각의 상수 계수이다. 수렴속도에 관한 출력 식 (34)에서 g

값이 커질수록 지수의 전체 크기는 작아져 수렴속도가 늦어

진다. 결론적으로 g 값이 커지면 최종 수렴범위는 감소하지만 
수렴속도는 늦어진다. 이러한 문제점을 스위칭 제어 기법을 
통해 최종 수렴범위를 감소시키고 늦어지는 수렴속도를 줄
이는 방법을 제시한다. 최종 수렴범위의 크기는 과도상태

(Transient State)보다 정상상태(Steady State)에서 중요한 부분이다. 
과도상태 0( (time of switching))st t t£ < 에서는 상대적으로 

작은 1g 값으로 수렴속도를 줄이고, 정상상태 ( )st t£ 에 들어

가는 기점에는 상대적으로 큰 2g 값으로 스위칭 제어 함으로써 

최종 수렴범위를 줄이는 방법을 적용한다[6]. 
 

• 초기조건 

i) 2 1> 1g g ³  

ii)  0 0st t> =  

• 스위칭 논리식 

if  0 1    st t t g g£ < ® =  

else 2t     st g g£ ® =  

• st 의 디자인 규칙 

st 는 0 s pt t t< £ 사이의 구간이고 0t 는 0초 이다. 그래프 

상에서 1g 을 적용하여 시뮬레이션 했을 때 대략 시각적으로 

기울기가 0이 되는 시간을 확인 할 수 있다. 그 시간을 근방

으로 가장 수렴속도를 개선하는 스위칭 시간을 시뮬레이션

을 통해 찾아주어야 한다. 
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VI. 실험 및 결과 
Case 1: 제안된 제어기법을 검증하기 위해 볼-빔 시스템에 

적용한다. 이득조절 요소가 추가된 제어기로 이득값은 K =  
[ 840, 638, 179, 22]- - - - 으로 설정한다. 측정 노이즈의 영향을 
실험을 통하여 확인 하기 위해 AC 측정 노이즈는 1 1sin ta w =  

0.03sin 2 ,t  DC 측정 노이즈는 1 0.02d = 로 추가하였다. 

그림 2, 3은 g 값을 변화시켰을 때 볼의 위치에 대한 실험 

결과이다. 그림과 같이 g 값을 증가시켰을 때 볼의 위치의 
최종 수렴범위가 줄어드는 것을 볼 수 있다. 하지만 이득조절 
요소가 추가된 제어기는 AC 측정 노이즈를 줄일 수 있지만 

1d 의 영향으로 2cm 만큼의 오차가 생겨 DC 측정 노이즈를 

줄이지는 못한다. 또한 g 값이 증가 하면서 수렴속도가 늦어

지는 것을 볼 수 있다. 
 

Case 2: DC 측정 노이즈의 영향을 해결하고 수렴속도를 
줄이기 위해 이득조절 요소와 보상기 그리고 스위칭 제어

기법이 추가된 제어기를 적용한다. 제어기 이득값은 
[ 840,K = -  638, 179, 22]- - - 으로 설정한다. AC 측정 노이즈

는 1 1sin 0.03sin 2 ,t ta w =  DC 측정 노이즈는 1 0.02d = 이다. 

 
그림 4. 이득조절 요소, 보상기, 스위칭추가. 
Fig.  4. Including gain-scaling factor, compensator and switching. 

 
그림 4는 이득조절 요소와 보상기 그리고 스위칭 제어 

기법이 추가된 실험 결과이다. 스위칭 논리식은 아래와 같다. 

 1

2

if 0 3( ),    1
else 3( ) ,    1.2, 2

s

s

t t
t t

g
g b

£ < =

£ = =
 

3초 이전에는 1 1g = 으로 동작을 하고 3초 이후에는 

2 1.2,g = 2b = 으로 스위칭 되어 동작을 한다. DC 측정 노이

즈는 보상기로 인해 값이 사라진다. 따라서 이득조절 요소와 
보상기 그리고 스위칭 제어기법이 추가된 제어기는 효과적

으로 AC 측정 노이즈와 DC 측정 노이즈를 줄일 수 있다. 
또한 g 값이 증가하여도 스위칭 제어 기법으로 인하여 수렴

속도를 줄이고 있다. 
 

Remark 4: 실험에 사용된 QUANSER사의 BB011(ball-
beam)은 0°를 기준으로 45± °로 움직일 수 있고 SRV02(DC 
Servo motor)의 입력은 15 ,V± 3  peakA 이다. SRV02의 최대입력 
주파수, 전류, 모터속도는 각 50.0Hz, 1.0A, 628.3rad/s 이다[7]. 
따라서 실험에서 추가한 측정 노이즈를 볼-빔 시스템의 사양에 
맞추어 허용치를 넘지않게 1 0.02,d = 1 1sin ta w =  0.03sin 2t

로 잡아주었다. 
 

VII. 결론 
본 논문에서는 위치센서의 오작동으로 상태변수 1x 에 미지

의 정현파 형태의 AC 측정 노이즈와 알 수 없는 DC 측정 
노이즈가 볼-빔 시스템에 포함되었음을 가정하였다. 이러한 
측정 노이즈에 대한 문제를 해결하기 위해 볼-빔 시스템에 
입-출력 궤환 선형화 기법을 적용하여 비선형적인 요소를 선
형화 시키고 우리의 제안된 제어기를 적용하였다. 위치센서에 
포함된 측정 노이즈의 영향을 최소화 시키기 위해 이득조절 
요소와 보상기를 추가하여 제어기를 설계하였다. 이득조절 
요소인 g 값과 보상기 상수인 b 를 증가 시킴으로써 효과적

으로 AC 측정 노이즈를 줄일 수 있었고, 보상기로 인해 DC 
측정 노이즈를 제거할 수 있었다. 또한 스위칭 제어 기법을 
활용하여 볼-빔 시스템의 출력인 위치의 수렴속도를 감소시

킬 수 있었다. 측정 노이즈의 영향으로 발생하는 최종 수렴

 

 
그림 2. AC와 DC 노이즈 포함 γ = 1.  
Fig.  2. Including AC and DC noise γ = 1. 

 

 
그림 3. AC와 DC 노이즈 포함 γ = 1.5. 
Fig.  3. Including AC and DC noise γ = 1.5.  
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범위의 크기와 이득조절 요소 그리고 보상기의 관계를 라플

라스 변환 기법을 통하여 해석하였고, 실험을 통해 제어기의 
유효성을 검증하였다. 
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