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평균 제곱 투영 오차의 기울기에 기반한 가변 망각 인자 FAPI 
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(Mean Square Projection Error Gradient-based Variable Forgetting 

Factor FAPI Algorithm )
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요  약

본 논문에서는 고속 부공간 추적 기법인 FAPI (Fast Approsimated Power Iteration)에 GVFF RLS (Gradient-based 

Variable Forgetting Factor Recursive Least Square Error)를 적용한 GVFF FAPI 를 제안한다. 기존의 FAPI는 신호의 공분

산 행렬을 추정하기 위해 고정 망각 인자를 사용하기에, 부공간이 지속적으로 변하는 비정재 환경에 적용하기 여려운 단점이 

있다. 이러한 문제점을 해결하기 위해, GVFF FAPI는 개선된 MSE (Mean Square Error)의 분석으로부터 유도된 MSE의 기울

기 기반의 시변 망각 인자를 사용한다. 또한 GVFF RLS의 망각 인자 업데이트 식을 개선하여 부공간이 지속적으로 변하는 비

정재 환경에서 부공간 에러를 줄인다. 개선된 망각 인자 업데이트 식은 MSE의 기울기가 양수이면 망각 인자를 빠르게 감소하

게 하고 MSE의 기울기가 음수이면 망각 인자를 천천히 증가시킨다. 모의실험을 통해서 도래각이 지속적으로 변하는 환경에서 

GVFF FAPI 알고리즘이 기존의 FAPI 알고리즘보다 작은 부공간 에러를 가지는 것을 보이고, 추적된 부공간을 도래각 추정 

기법에 적용하였을 때 추적된 도래각의 RMSE (Root Mean Square Error)가 더 작은 것을 확인한다.

Abstract

This paper proposes a fast subspace tracking methods, which is called GVFF FAPI, based on FAPI (Fast Approximated 

Power Iteration) method and GVFF RLS (Gradient-based Variable Forgetting Factor Recursive Lease Squares). Since the 

conventional FAPI uses a constant forgetting factor for estimating covariance matrix of source signals, it has difficulty in 

applying to non-stationary environments such as continuously changing DOAs of source signals. To overcome the 

drawback of conventioanl FAPI method, the GVFF FAPI uses the gradient-based variable forgetting factor derived from 

an improved means square error (MSE) analysis of RLS. In order to achieve the decreased subspace error in 

non-stationary environments, the GVFF-FAPI algorithm used an improved forgetting factor updating equation that can 

produce a fast decreasing forgetting factor when the gradient is positive and a slowly increasing forgetting factor when 

the gradient is negative. Our numerical simulations show that GVFF-FAPI algorithm offers lower subspace error and  

RMSE (Root Mean Square Error) of tracked DOAs of source signals than conventional FAPI based MUSIC (MUltiple 
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Ⅰ. 서  론

부공간 추적 기법은 다양한 적응 신호처리 응용 분야

에서 중요한 역할을 담당하고 있으며, 대표적인 응용분

야로는 배열신호처리, 신호원 위치 추정, 채널 추정 등

이 있다
[1∼2]
. 이와 같은 응용분야에서 부공간을 얻기 위

해 사용되는 기본적인 방법인 고유 분해 또는 특이치 

분해는 많은 연산량으로 인해 실시간 구현에 걸림돌이 

되어왔다. 이러한 문제를 해결하기 위해 요구되는 연산

량이 적은 부공간 추적 기법이 고유 분해 또는 특이치 

분해 대신 적용되고 있다[3∼6].

부공간 추적 기법의 주요 목적은 입력 신호에 대한

×  공분산 행렬로부터 개의 큰 고유 값에 해당하는 

고유 벡터들이 형성하는 신호 부공간 (signal subspace) 

혹은 (n-r)개의 작은 고유 값에 해당하는 고유 벡터들

이 형성하는 잡음 부공간 (noise subspace)을 추적하는 

것이다. 부공간 추적 기법은 현재까지 활발히 연구가 

진행되고 있는 분야로서 1990년 이전까지 등장한 알고

리즘들은 주요 연산량이   또는 의 연산량

을 요구하는 것으로 알려졌으며, 이에 대한 자세한 내

용은 참고문헌 [7]에서 확인할 수 있다. 1990년대 들어 

의 연산량만으로 구현되어 향상된 연산 속도를 

제공하는 부공간 추적 기법들이 제안되었으며, 이러한 

기법들을 고속 부공간 추적 기법이라 부른다.

PAST (Projection Approximation Subspace 

Tracking) 알고리즘은 1990년대 초에 등장한 power 

iteration method 계열의 대표적인 고속 부공간 추적 기

법으로 고유 분해에 아주 근접한 부공간 추정 정확도를 

보이지만 추정된 부공간 행렬의 정규 직교성

(orthonormality)이 부족한 단점을 가진다[8]. 그 이후에 

제안된 FAPI (fast approximated power iteration)는 최

적화된 투영 근사화 (optimal projection approximation)

를 적용하여 완벽히 정규 직교화된 부공간 행렬을 추정

하며, 한번 업데이트 마다 요구되는 주요 연산량은 고

속 부공간 추적 기법의 최저 한계인 이다[9∼10]. 

FAPI는 power iteration method 계열의 최종 버전으로 

알려져 있으며 최근에 제안된 DPM (Data Projection 

Method) 계열의 알고리즘들 중에서 수치적 연산의 안

전성을 보장하고 주요 연산량이 각각 , , 그리고 

인 FDPM (Fast Data Projection Method), FOOJA 

(Fast and Orthonormal OJA), 그리고 SOOJA (Stable 

and Orthonormal OJA)와 아주 유사한 성능을 가진다
[11

∼13]. 

하지만 FAPI는 입력 신호의 공분산 행렬을 추정할 

때 고정 망각 인자 (constant forgetting factor)를 사용

하기 때문에 다양한 신호 환경에 능동적으로 대처하지 

못하는 단점을 가진다. 고정 망각 인자는 목적에 따라 

다양한 값을 가질 수 있지만 낮은 수렴에러를 위해서는 

1에 근접한 값, 그리고 빠른 수렴 속도를 위해서는 1에 

근접하지 않는 작은 값으로 고정되므로 비정상 

(non-stationary) 환경에 적용하기에는 어려움이 있다.

본 논문에서는 이러한 단점을 극복하기 위해 부공간 

행렬에 대한 평균 자승 오차 (MSE; mean square  

error)의 기울기로 망각 인자의 값을 조절하는 GVFF 

(gradient-based variable forgetting factor) RLS를 변

형하여 FAPI에 적용한 GVFF FAPI를 제안한다[14]. 

GVFF RLS 알고리즘은 MSE가 급격히 변하는 경우 망

각 인자를 빠르게 감소시키고 MSE의 변화가 작아지면 

다시 망각 인자를 빠르게 증가시킨다. 따라서 부공간이 

갑자기 변하는 환경에 적합한 방법이라고 할 수 있다. 

하지만 부공간이 지속해서 변하는 환경에서는 망각 인

자 값이 지속해서 최댓값보다 작은 값을 유지할 필요가 

있으므로 GVFF RLS 알고리즘을 직접 사용하기에는 

적합하지 않다. 따라서 본 논문에서 제안하는 GVFF 

FAPI 알고리즘은 MSPE (mean square projection 

error)가 급격히 변하는 경우 망각 인자 값을 빠르게 감

소시키고 MSPE의 변화가 작아지면 망각 인자 값을 서

서히 증가시킬 수 있도록 업데이트 식을 변형하여 

FAPI에 적용함으로써 부공간이 지속해서 변하는 환경

에서도 강건하게 동작할 수 있도록 하였다. 

본 논문의 구성은 다음과 같다. Ⅱ장에서는 고속 부

공간 추적 기법인 PAST와 FAPI에 대해 소개하고 Ⅲ

장에서는 GVFF RLS와 제안하는 GVFF FAPI에 대해

서 설명한다. 그리고 Ⅳ장의 모의실험을 통해 FAPI와 

GVFF FAPI의 성능을 비교 분석한다. 마지막으로 Ⅴ장

에서 본 논문의 결론을 맺는다.

Ⅱ. 부공간 추적 기법

1. Projection Approximation Subspace Tracker 

(PAST) 알고리즘

PAST 알고리즘은 ×  공분산 행렬에 대해 개의 
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큰 고유 값에 해당하는 고유 벡터들이 형성하는 신호 

부공간 (signal subspace)을 재귀적으로 추정하는 기법

으로 공분산 행렬은 다음과 같이 정의된다.

Cxx  
∞



xx (1)

여기서       는 고정 망각 인자이고, Cxx는 입력
신호가 갱신될 때마다 재귀적으로 구해질 수 있으며, 그 

식은 다음과 같다.

Cxx   Cxx   xx  (2)

신호 부공간은 ×  행렬 W로 표현되며, W는 
다음과 같이 시간적 평균으로 정의된 비용함수를 최소화

할 때 구해진다.

W 




∥xWWx∥ (3)

PAST는 식 (3)의 비용함수를 최소화하는 W를 적은 
연산량으로 재귀적으로 구하기 위해 Wx를 
≤ ≤   시간에 대해서 바로 이전 시점에서 추정된 

부공간 행렬을 이용하여 y W  x와 같
이 투영 근사화 (projection approximation)하며, 이 투

영 근사화로 얻어진 비용함수는 다음과 같다[8].

 ′W 




  ∥xWy∥ (4)

식 (4)의 비용함수를 최소화하는 W는 각 반복연산
마다 식 (5)의 압축 과정과 식 (6)의 정규 직교화 과정

이 포함된다[8].

Cxy  CxxW  (5)

WR  Cxyt (6)

여기서 식 (6)에서 ×  정규 직교화 행렬 R는 
RR 로 표현되는 행렬 의 positive 
definite square root이며, 는 다음과 같다[15]. 

  Cxy Cxy
W  Cxx CxxW  (7)

R는 다음 식과 같이 표현된 Cxy를 식 (6)에 대입
하고 양변에 W  곱하여 얻을 수 있다.

Cxy W Cyy (8)

여기서 WCxxW Cyy는 투영 근사화 
과정을 통해 압축된 입력 신호 y의 공분산 행렬이며, 
식 (6)에 W≃W의 투영 근사화를 적용하면 
R≃Cyy가 얻어진다. 그리고 Cxy와 Cyy는 
식 (9)와 식 (10)과 같이 재귀적인 계산으로 구할 수 있으

며, 

Cxy  Cxy  xy  (9)

Cyy  Cyy  yy  (10)

이를 이용하여 W는 다음과 같이 구할 수 있다[8].
W  CxyCyy   (11)

실제로 압축된 입력 신호 y로부터 부공간 행렬 
W를 구하는 과정은 RLS (Recursive Least Square) 
알고리즘의 유도 과정과 동일하며 RLS 알고리즘의 유

도 과정은 일반적으로 잘 알려져 있기 때문에 추가적인 

유도는 생략한다[16∼17]. 이와 같은 유도과정이 적용된 

PAST 알고리즘은 한번 업데이트 할 때마다 

의 연산량을 요구한다
[8]
. 만약 Cxx가 일

정하게 유지되고 개의 고유값이 다른   개의 고유

값보다 상당히 큰 값을 가지고 있다면, 식 (4)의 비용함

수는 전역 최솟값에 수렴하고 이 때 얻어진 W는 신
호 부공간에 해당한다. 하지만 PAST는 투영 근사화를 

적용함으로써 W의 완벽한 정규 직교성을 보장하지 
못하며, W의 정규 직교성 에러는 SNR이 낮을수록 
크게 나타난다. 

2. Fast Approximated Power Iteration (FAPI) 알

고리즘

API 알고리즘은 기존의 PAST를 사용하는 투영 근

사화보다 제약이 완화된 새로운 투영 근사화 기법을 적

용하여 완벽히 정규 직교화 된 부공간 행렬 W를 구
한다

[18]
. API에 적용된 새로운 투영 근사화 기법은 부공

간 행렬 W와 W이 모두 정규 직교 행렬이고 
Cxy의 공간으로 확장한다는 가정 하에 유도되며, 다
음 식과 같이 나타낼 수 있다.

W W  (12)
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여기서 는 ×  정규 직교 행렬이다. 식 (8)을 식 

(5)에 대입하고 양변에 W를 곱하면 다음과 같이 
정규 직교화 행렬 R를 얻을 수 있다.
R   Cyy (13)

여기서 C는 positive definite 행렬이고 는 정
규 직교 행렬이다. 그리고 W이 Cxx의 신호 부
공간으로 근사적으로 확장한다고 가정할 때, W와 
R는 다음과 각각 같이 표현된다.
W≃W  (14)

R ≃Cyy (15)

식 (14)와 PAST에 적용된 투영 근사화 기법인 

 Initialization : W  


   × 




P  

For each time step do
Input vector : x
PAST main section

y Wx
h Py
g  hyh
FAPI main section

   ∥x∥ ∥y∥

 
  ∥g∥ ∥g∥

 

   ∥g∥
y′  y g
h′  P  y′
 


P  g h′ gg

P   

P   gh′  g 

e′  x Wy′
W We′ g

표 1. FAPI 알고리즘
[9]

Table 1. FAPI algorithm
[9]
.

W≃W 와 비교하면 PAST의 투영 근사화 기
법은 식 (14)에서 가 ×  항등행렬인 경우와 같으

며, 이 때의 R 는 positive definite 행렬이라는 제한 
조건을 가진다. 이로 인하여 PAST는 R가 positive 
definite 행렬이라는 제한 조건에서 벗어날 경우 수렴성

을 보장하지 못한다[9].

API 알고리즘은 이러한 제한 조건에서 벗어나기 위

해 제안된 방법이며, 근사화 오차를 최소화하는 를 

이용하여 새로운 투영 근사화 기법을 적용하며, 이 때

의 최소 제곱 오차와 는 다음과 같이 표현된다.

 ∥WW ∥ (16)

0 500 1000 1500
-50

-40

-30

-20

-10

0

10

20

30

Discrete time (samples)

S
ub

sp
ac

e
 E

rr
or

 (d
B

)
Signal Subspace Error

 

 

PAST - 0dB
PAST - 10dB
PAST - 20dB
FAPI - 0dB
FAPI - 10dB
FAPI - 20dB

(a)

0 500 1000 1500
-350

-300

-250

-200

-150

-100

-50

0

50

Discrete time (samples)

O
rth

o
no

rm
al

ity
 E

rr
o

r 
(d

B
)

Orthonormality Error

 

 

PAST - 0dB
PAST - 10dB
PAST - 20dB
FAPI - 0dB
FAPI - 10dB
FAPI - 20dB

(b)

그림 1. SNR에 따른 부공간 에러와 정규직교성 에러 

비교: (a) 부공간 에러, (b) 정규 직교성 에러

Fig. 1. Comparison of subspace error and 

orthonormality error according to different values 

of SNR: (a) subspace error, (b) orthonormality 

error.
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식 (15)를 최소화하는 는 식 (16)과 같이 얻어

진다.

   I  ge eg   (17)

FAPI 알고리즘은 역행렬 연산이 요구되는 API 알고

리즘으로부터 수치적 연산의 안정성이 보장되면서도 고

속으로 연산이 되도록 변형하여 와 의 특이

해를 구하며 자세한 과정은 표 1에 나타내었다. FAPI 

알고리즘은 고속화된 방법의 변형을 통해서 입력신호의 

갱신이 발생할 때마다 부공간 추정을 위해   

의 연산량만을 요구한다
[9]
.

그림 1은 도래각이 갑자기 변하는 입사 신호의 부공

간을 추적할 경우에 대하여 PAST와 FAPI의 부공간 

에러와 정규 직교성 에러를 나타낸 것이다. PAST와 

FAPI는 SNR이 같으면 부공간 에러 측면에서 동일한 

성능을 보인다. 하지만 정규 직교성 에러 측면에서 

PAST는 SNR이 낮을수록 정규 직교성 에러가 증가하

지만 FAPI 알고리즘은 -300dB 이하의 정규 직교성 에

러를 보이는 것을 알 수 있다. FAPI 알고리즘은 추정된 

부공간 행렬 W의 정규 직교성을 보장하기 때문에, 
MUSIC이나 Minimum norm과 같이 정교 직교화 된 부

공간 행렬이 필요한 응용 알고리즘에 적용할 수 있다[19

∼20]
.

Ⅲ. GVFF FAPI 알고리즘

1. Gradient-based Variable Forgetting Factor 

RLS (GVFF RLS)알고리즘

VFF (Variable Forgetting Factor) RLS 알고리즘은 

비정상 환경에서 빠른 수렴 속도를 얻기 위해 망각 인

자 값을 감소시키고, 정상 환경에서는 수렴 에러를 줄

이기 위해 망각 인자 값을 최댓값으로 유지하도록 한다
[21]. VFF RLS 알고리즘 중 하나인 GVFF RLS 알고리

즘은 time-variable error weighting RLS (TWRLS) 알

고리즘으로부터 구해진 추정 값의 MSE를 분석하고, 여

기서 유도된 MSE의 기울기 (Gradient)를 이용하여 망

각 인자를 제어한다
[14]
. TWRLS 알고리즘은 오차 가중 

(error weighting) 함수가 적용된 비용함수를 최소화할 

때 얻어지며, 이 때의 비용함수와 오차 가중 함수는 다

음과 같다
[22∼23]

.

w
 
  



   ∥dw x∥ (18)

     ⋯    ≥    
      

(19)

여기서 d는 기준신호, w는 가중치 벡터이다. 오차 
가중치 함수가 적용된 추정 값의 MSE를 분석하면 다음

과 같이 MSE의 기울기 업데이트 수식이 얻어진다.






   








 



 

(20)

여기서 
는 추정 값의 MSE 기울기, 과 는 유

도과정의 다항식을 요약한 계수, 
  는 추정치의 MSE, 

그리고 
는 추정된 잡음의 분산이다. GVFF RLS 알고

리즘은 재귀적으로 구해지는 
를 이용하여 다음

과 같이 망각 인자를 제어한다.

 


  

 




max
(21)

식 (21)의 max는 망각 인자의 최댓값, 는 알고리즘이 
발산하지 않기 위해 재귀적으로 구해지는 가변 망각인자

의 최솟값, 그리고 는 step size 이다. GVFF RLS 알고

리즘은 
가 양수가 되면 가 감소하고 


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그림 2. MSPE의 기울기에 기반 시변 망각 인자

Fig. 2. MSPE Gradient-based Variable Forgetting 

Factor.
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가 음수가 되면 는 증가하는 방식으로 동작한다. 식 

(21)에서 적용되는 실제 step size는 이며 

망각 인자 값에 따라 그 크기가 변하는데 이 1에 

가까울 때 커지고 이 감소하면 작아진다. 식 (21)

과 같은 망각 인자 업데이트 수식은 입력 신호의 통계적 

 Initialization : P     max
For each time step do

Input vector : x
TWRLS main section

e  d wx
g 

xHtPx
Px

P 
 PgxHtP

w wge
GVFF main section

 









 






max

  

  

  

  

  




  
 
































  




  



 






 













표 2. GVFF RLS 알고리즘

Table 2. GVFF RLS algorithm.

특성이 갑자기 변하는 비정상 환경에서 그림 2와 같이 순

간적으로 작아졌다가 다시 최댓값을 유지하는 형태를 보

인다[14]. 

GVFF RLS 알고리즘은 TWRLS 알고리즘과 GVFF 

계산 부분으로 구성되며 그 과정을 표 2에 요약하여 나

타내었다. GVFF RLS 알고리즘의 망각 인자 제어 방식

을 살펴보면, 식 (20)에서 는 항상 양수이기 때문

에 가 커지면 
  양수가 되어 망각 인자 값이 

작아진다. 그 결과로 가 작아지면 식 (20)에서 항

상 음수인 에 의해서 
는 다시 음수가 되

고 망각 인자 값은 증가한다
[14]
. 

식 (20)에서 
의 재귀적인 계산에 필요한 

은 

에 short exponential window를 사용하여 추정한

다. 


    

     (22)

비정상 환경에서 
의 참값을 추정하는 것은 현실적으로 

어렵기 때문에, 다음과 같이 에 long exponential 

window를 사용하여 추정한다[14]. 


   

      (23)

여기서     이다.       사이의 적당한 값

으로 설정하면 입력 신호의 통계적 특성이 갑자기 변하

는 비정상 환경에서 갑자기 상승한 
가 


에 의해 효과적으로 줄어든다. 입력 신호의 

통계적 특성이 지속해서 변하는 비정상 환경에는 를 

1에 근접한 값으로 설정하면 지속해서 큰 값을 유지하

고 있는 가 추정된 잡음의 분산 
에 적게 누적되

어 잡음의 추정 오차를 줄일 수 있다. 그 결과로 


가 추정된 잡음의 분산보다 추정치의 MSE에 민

감하게 반응하게 되어 망각 인자를 좀 더 효과적으로 

제어 할 수 있다.

2. Gradient-based Variable Forgetting Factor 

FAPI (GVFF FAPI) 알고리즘

고정 망각 인자를 사용하는 FAPI 알고리즘은 기존의

RLS 알고리즘과 같이 망각인자 가 1에 근접한 경우

에서는 천천히 수렴하고, 망각인자 가 작은 경우에는 

수렴에러가 커진다. 이와 같은 단점을 극복할 수 있는 
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GVFF RLS 알고리즘은 입력 신호의 통계적 특성이 갑

자기 변하는 순간에 그림 2와 같이 망각 인자를 순간적

으로 변화시켜 누적된 과거의 입력 신호에 대한 비중을 

줄이고 현재의 입력에 대한 비중을 높인다. 하지만 입

력 신호의 통계적 특성이 지속해서 변하는 환경에서는 

추적 성능을 개선하기 위해서는 망각 인자를 최댓값보

다 작은 값으로 지속해서 유지할 필요가 있다.

본 논문에서는 입력 신호의 통계적 특성이 지속해서 

변하는 비정상 환경에서 FAPI 알고리즘의 부공간 추정 

성능을 개선하기 위해 FAPI 알고리즘에 Gradient 

Variable Forgetting Factor 기법을 개선하여 적용한 

GVFF FAPI 알고리즘을 제안한다. GVFF FAPI 알고

리즘은 입력 신호의 통계적 특성이 지속해서 변하는 비

정상 환경에서 부공간 추정 성능을 개선하기 위해 기존

의 망각 인자 업데이트 식 (21)을 식 (24)와 같이 변형

하였다. 이와 관련된 GVFF FAPI 알고리즘을 표 3에 

요약하여 나타내었다.

 















 





max
for

 





 

 





max
for

 


(24)

GVFF RLS 알고리즘은 입력 신호의 통계적 특성이 

지속해서 변하는 비정상 환경에서 
 ≥ 인 경우

 Initialization : W  


   × 




P     max

For each time step do

Input vector : x
FAPI algorithm (table 1)

 

 


















 






max






≥ 










 






max






 

  ′ 

GVFF main section (table 2)

except for   updating Equation 

표 3. GVFF FAPI 알고리즘

Table 3. GVFF FAPI algorithm.

에 
의 크기가 매우 작다. 따라서, 식 (21)으로 망

각 인자를 제어할 경우 망각 인자가 충분히 작은 값이  

되기 위해서는 큰 step size 가 요구된다. 하지만 step 

size 를 증가시키면, 
    상황에서 망각 인자 

값이 빠르게 상승하여 입력 신호의 통계적 특성이 지속

해서 변하는 비정상 환경에서 최적의 성능을 얻을 수 

없다. 이와 같은 문제점을 해결하기 위해 본 논문에서 

적용한 GVFF FAPI의 식 (24)는 
 ≥   상황에

서 
의 크기가 작아도 망각 인자를 충분히 작은 

값까지 줄이며, 
    상황에서 망각 인자를 천

천히 증가시킨다. 그 결과로 인해 입력 신호의 통계적 

특성이 지속해서 변하는 비정상 환경에서 식 (24)를 적
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그림 3. 망각 인자 업데이트 식에 따른 GVFF: (a) 식 

(21)에 대한 GVFF, (b) 식 (24)에 대한 GVFF

Fig. 3. GVFF according to forgetting factor updating 

equation: (a) GVFF according to equation - (21), 

(b) GVFF according to equation - (24).
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용한 GVFF FAPI가 식 (21)을 적용한 GVFF FAPI보

다 뛰어난 부공간 추적 성능을 보인다.

그림 3은 부공간이 지속해서 변하는 비정상 환경에

서 망각 인자의 변화를 나타낸 그림으로서 그림 3(a)는 

식 (21)을 적용한 GVFF FAPI의 망각 인자를 나타내

며, 그림 3(b)는 식 (24)를 적용한 GVFF FAPI의 망각 

인자를 나타낸다. 그림 3(b)와 같이 천천히 증가하는 형

태의 망각 인자를 적용한 GVFF FAPI가 부공간이 지

속해서 변하는 비정상 환경에서 뛰어난 부공간 추적 성

능을 보이며 이에 대한 상세한 모의실험 결과는 IⅤ장

에서 제시한다.

Ⅳ. 모의실험 결과 및 분석

비정상 환경에서 제안된 GVFF FAPI의 성능을 검증

하기 위해 부공간의 투영 오차와 부공간으로부터 추적

된 도래각의 RMSE (root mean square error) 를 모의 

전산실험을 통하여 기존의 FAPI와 비교하였다. 이를 

위하여 8개의 등간격 선형 어레이를 이용하여 그림 4와 

같이 도래각이 지속해서 변하는 하나의 신호원이 입사

하는 환경을 가정하였고 도래각 추적 알고리즘으로는 

MUSIC을사용하였으며, 총 30번의 반복 실험을 수행한 

결과를 평균하여 도시하였다. 

부공간 추적 기법의 성능은 식(25)의 부공간 에러 

(subspace error)와 식 (26)의 정규직교성 에러 

(orthonormality error)를 이용하여 비교할 수 있다[24].

본 모의실험에서는 식 (21)을 적용한 제안하는 알고
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그림 4. 입사 신호의 도래각과 도래각의 변화속도

Fig. 4. DOA of incident signals and velocity of 

corresiponding DOA.

리즘을 GVFF FAPI 1으로 명칭하고 식 (24)를 적용한 

제안하는 알고리즘을 GVFF FAPI 2로 명칭 한다. 

Errors
log 

∥ IWWWW Pr∥  (25)

Erroro
log

∥W∥  (26)

여기서 Pr은 실제 부공간의 투영 행렬이다.
FAPI의 고정 망각 인자   , GVFF FAPI 1, 2

의 망각 인자의 최댓값 max 으로 설정하고 두 가
지 경우에 대해서 모의실험을 진행하였다. 첫 번째 모

의실험은 SNR을 20dB, step size  로 고정하

고 식 (22-23)의 를 0.9, 0.99 그리고 0.9999로 변화시

키며 FAPI 알고리즘과 GVFF FAPI 1의 성능을 비교

하였다. 두 번째 모의실험은 step size  , 

  로 고정하고 SNR를 10dB 그리고 20dB로 변

화시키면서 FAPI, GVFF FAPI 1, 그리고 GVFF FAPI 

2의 성능을 비교하였다.

그림 5는 첫 번째 모의실험에 대한 결과를 나타낸 그

림으로 (a)는 에 따른 부공간 공간 에러를 나타내며 

(b)는 에 따른 추적된 도래각의 RMSE를 나타낸 것이

다. 도래각이 지속해서 변하는 비정상 환경에서 가 1

에 가까울수록 GVFF FAPI 1 알고리즘의 부공간 에러

와 추적된 도래각의 RMSE가 감소하는 것을 알 수 있

다. 비정상 환경에서 를 1에 가깝게 설정할 경우, 잡

음의 분산 추정 식 (23)에서 가 추정된 잡음의 분

산에 누적되는 양을 줄여주게 되어 추정된 잡음의 분산

이 급격히 증가하는 현상을 막아준다. 그 결과로 식 

(20)에서 항상 음수 값을 가지는 
에 의한 영

향이 줄어들어, MSE의 기울기 
가 부공간이 지

속적으로 변하는 비정상 환경에서 부공간 변화에 의한 

에러에 더욱 민감하게 반응할 수 있다.

그림 6은 두 번째 모의실험에 대한 결과로 SNR에 

따른 부공간 에러와 추적된 도래각의 RMSE를 나타낸 

것이다. 도래각이 지속해서 변하는 환경에서 SNR이 높

을수록 GVFF FAPI 2가 FAPI와 GVFF FAPI 1 보다 

뛰어난 부공간 추적 성능을 보이는 것을 알 수 있다. 하

지만 도래각이 급격히 변한 후의 수렴과정을 살펴보면 
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그림 5. 에 따른 GVFF FAPI 알고리즘의 성능 비교: (a) subspace error, (b) RMSE of tracked DOA

Fig. 5. Performance comparison of GVFF FAPI algorithm according to different values of  : (a) subspace error, 

(b) RMSE of tracked DOA.
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그림 6. SNR에 따른 FAPI 알고리즘과 GVFF FAPI 1, 2 알고리즘의 성능 비교: 

(a) SNR 10dB - 부공간 에러, (b) SNR 10dB - 추적된 도래각의 RMSE, 

(c) SNR 20dB - 부공간 에러, (d) SNR 20dB - 추적된 도래각의 RMSE,

Fig. 6. Performance comparison between FAPI and GVFF FAPI 1, 2 according to different values of SNR: 

(a) SNR 10dB - subspace error, (b) SNR 10dB - RMSE of tracked DOA, 

(c) SNR 20dB - subspace error, (d) SNR 20dB - RMSE of tracked DOA.
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GVFF FAPI 2가 GVFF FAPI 1에 비해 빠르게 수렴하다

가 역전되어 천천히 수렴하는 현상을 보인다. 이러한 결

과를 보면, 그림 2(a)와 같이 망각인자가 줄어드는 형태

보다는 그림 2(b)와 같이 최댓값보다 작은 망각인자를 지속

적으로 유지하는 형태가 부공간이 지속적으로 변하는 비

정상 환경에서 뛰어난 부공간 추적 성능을 얻을 수 있다

는 것을 알 수 있다. 뿐만 아니라, 그림 6(a)와 6(c)에서 

SNR이 커질수록 FAPI와 GVFF FAPI의 부공간 추적 성

능의 차이가 커지는 것을 확인할 수 있다.

Ⅴ. 결  론 

본 논문에서는 부공간이 지속해서 변하는 비정상 환

경에 적합한 고속 부공간 추적 기법 설계를 위해 FAPI 

알고리즘에 GVFF RLS 알고리즘을 변형하여 적용한 

GVFF FAPI 알고리즘을 제안하였다. 제안된 기법은 망

각 인자 값을 신호 환경에 따라 능동적으로 변화시킴으

로써 기존의 FAPI 알고리즘에 비해 비정상 환경에서 

더 낮은 부공간 오차를 얻을 수 있었다. 특히, GVFF 

RLS 알고리즘의 망각 인자 업데이트 식을 개선하여 지

속해서 부공간이 변하는 환경에서 개선된 부공간 추적 

성능을 얻었다. 이러한 특징은 제안하는 GVFF FAPI 

알고리즘이 도래각 추적과 같이 지속해서 변하는 부공

간의 추적이 필요한 응용분야에 유용하게 사용될 수 있

는 단초가 될 수 있을 것으로 기대한다. 
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