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Dynamics Response of a Micro Bubble under Temporal Pressure Variations

Woo Min Lee, Seung Hyun Lee, Jaeyong Sung and Myeong Ho Lee

Abstract. The growth of micro bubble has been simulated under the variation of ambient pressure. The Rayleigh-Plesset 

equation governs the dynamic growth and collapse of a bubble according to pressure and temperature conditions. The 

Rayleigh-Plesset equation was solved by 4th-order Runge-Kutta method for wide range of pressure variations. As numerical 

parameters, the pressure difference between initial and final pressures, and the temporal pressure gradient are changed. The 

results show that the pressure difference has little effect on the growth rate of the micro bubble in the inertia controlled 

growth region. On the other hand, the growth rate increases linearly with the increase of the pressure gradient.
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1. 서 론2)

마이크로 기포는 의료기기 및 산업 현장에 적용 등 다

양한 가능성과 무한한 응용성을 가지고 있다. 따라서 유

체시스템에서 기포 크기와 체적을 자유자재로 제어하고 

시스템을 유용하게 하기 위해서는 기포의 역학을 이해하

는 것이 매우 중요하다. 

기포에 대한 기초적인 연구로는, Rayleigh(1)가 기포 

경계를 통한 질량이동이 없고 표면장력과 점성력을 무

시한다는 가정하에 단일 기포의 역학에 대한 방정식을 

제안했다. 그 후, Plesset(2)이 처음으로 움직이는 캐비

테이션 기포에 대하여 이 방정식을 적용하였다. 최근에

는 Robinson과 Judd(3)가 표면장력을 고려한 성장역학

(growth dynamics)을 제안하고, 변화를 지배하는 매개

변수의 고찰을 통해 관성이 지배적인 영역, 확산이 지

배적인 영역 그리고 이 두 영역의 천이과정에서 구형 

기포 성장의 역학에 대해 연구하였다. Yang 등(4)은 단

일 구형 기포의 변화에 대한 수학적 모델을 에너지 보

존 법칙을 적용하여 Rayleigh-Plesset 방정식을 수정하

였다. 또한 Alehossein과 Qin(5)이 다양한 시간간격을 

이용하여 Rayleigh-Plesset 방정식을 효율적으로 수치해

석하는 기술을 제안하였다. 이러한 선행연구에도 불구

하고 시간에 따른 압력변화나 초기압력과 최종압력 차

이에 따른 마이크로 기포성장은 연구되어지지 않았다.

따라서 본 연구에서는 동일한 초기압력 상태에서 최

종압력과 시간에 따른 압력변화가 기포 의 성장에 어

떠한 영향을 끼치는지를 고찰하고자 한다. 이를 위해서 

기포 역학을 표현하는 대표적인 Rayleigh-Plesset 방정

식을 4차 Runge-Kutta 방법을 이용하여 수치해석으로 

접근한다. 수치해석을 통하여 다양한 압력변화량과 변

화율에 따른 기포 성장에 대한 결과를 고찰한다.
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2. 기본 이론

  

  2.1 Rayleigh-Plesset 방정식

 유체에서 구형 캐비티 (cavity) 붕괴의 문제에 대한 

Rayleigh의 해법은 캐비테이션 연구에서 기초가 되는 이

론이다. 이 이론에서는 기포와 충분히 떨어진 곳에서의 

압력은 일정하고, 유체는 비압축성 유체라고 가정한다. 

시간에 따른 기포 반지름의 변화는 운동에너지를 적분하

여 얻어진다. Plesset에 의해 확장된 Rayleigh의 이론은 

처음으로 움직이는 캐비테이션 기포 문제에 대한 방정식

을 적용하였다. 이 방정식은 무한영역에 완전한 비압축성 

유체 안에 있는 단일 구형 기포라는 가정에 의해 얻어졌

다. 따라서 최종적인 Raleigh-Plesset 방정식(6)은 다음과 

같다.


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여기서, 는 기포 내부압력, ∞는 기포 외부압력, 

은 기포 반지름, 는 물의 표면장력, 은 물의 밀도 그

리고 은 물의 동점성 계수를 말한다. 기포 외부압력 

(∞ )을 압력 변화조건으로 주고, 기포 내부에 압력 ( )

을 안다면 Rayleigh-Plesset 방정식을 이용하여 시간에 따

른 기포 반지름을 구할 수 있다. 

기포 내부 압력 를 구하기 위해, 기포는 부분압이 

인 가스를 포함하고 있다고 가정한다. 일정한 온도에

서 물의 증기압 가 일정하고, 가스는 응결할 수 없다고 

가정하면 가스의 부분압 는 다음과 같다. 

     
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  (2)

여기서 는 열과정 요소로써 만약 과정이 등온이면 

  이고, 열과정이 단열이라면   로 표현

되어질 수 있다. 와 는 각각 유체의 정압비열 정적

비열이다. 최종적으로 기포 안에 압력은 다음과 같이 표

현된다.
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2.2 수치해석 기법

Rayleigh-Plesset 방정식에서 유체의 표면 장력, 밀도 

및 동점성 계수와 같은 물성치는 상수라고 가정하고 기포

안의 압력 는 식 (3)을 이용하여 구하면, ∞ 가 변

할 때 시간에 따른 기포 반지름 의 값을 얻을 수 있다.

본 연구에서는 Rayleigh-Plesset 방정식을 수치해석적

으로 풀기위해 여러 수치해법 중 오차가 적은 4차 

Runge-Kutta 방법을 사용하였다. 식(1)은 독립변수가 시

간인 초기치 문제이며, 다음 식과 같이 나타낼 수 있다.
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기포 반지름 속도 와 기포 반지름 을 식 (5)과 같이 

계수를 각각 구하고 최종적으로 식 (6)을 통하여 이 값들

을 구할 수 있다.
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여기서, 는 시간간격으로 본 연구에서는 ×   s

를 사용하였다. 

본 연구의 수치해석 기법을 검증하기 위하여 Alehossin

와 Qin(5)이 수행한 동일한 압력 변화 조건에서 시간에 따

른 기포 반지름 변화를 고찰하였다. 
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Fig. 1. Verification of the present numerical method by 
solving the problem fulfilled by Alehossin and 
Qin(5). Temporal variations of (a) the ambient 
pressure and (b) the radius of micro bubble are 
compared.

Fig. 1(a)는 기포의 외부압력 변화 조건으로써 초기 압

력에서 압력이 떨어진 후 다시 초기 압력을 찾는 형태의 

압력변화이다. Fig. 1(b)는 압력변화에 따라 시간에 대한 

기포 반지름 변화이다. Fig. 1에서 시간에 따른 외부 압력

변화와 물성치로 들어간 상수값을 동일하게 주었을 때, 

시간에 따른 기포 반지름의 변화가 기존 연구와 잘 일치

하였다.

3. 결과 및 고찰

3.1 압력변화(∆)에 따른 기포 반응

본 연구에서는 기포 외부압력 ∞가 대기압에서 시간

이 지나면서 점점 떨어져서 주어진 최종 압력에 도달하는 

것으로 하였다. 초기 대기압 상태에서 평형상태에 놓여 

있는 것으로 가정하고 떨어진 최종 압력과의 차이 ∆
에 따른 기포 반지름 변화를 고찰하였다. Fig. 2(a)는 본 

연구의 압력 변화 조건으로 외부 압력변화 ∞ 를 나

타낸다. 초기압력은 대기압이고, 최종압력은 -10kPa부터 

10kPa 씩 감소하여 -50kPa까지 총 5 가지 경우에 대해서 

수치해석을 수행하여 그 경향을 분석하였다. 초기 기포의 

반지름은 1 μm이며, Fig. 2(b)는 압력변화에 따른 마이크

로 기포 반지름 변화 를 시간에 대해 나타내었다. 
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Fig. 2. Effect of the pressure difference on the bubble 
radius. (a) Temporal variation of the ambient 
pressure; (b) Response of bubble radius

Fig. 2(b)에서 볼 수 있듯이 최종압력 변화에 따라 기포 

성장률()은 변화가 없고 최종 기포 반지름의 크기

에만 영향을 주는 것으로 나타났다. 마이크로 기포의 성

장이 관성의 영역을 지나게 되면 외부의 압력변화가 기포

성장률에 영향을 미치지 않았고 최종 반지름으로 수렴하

는 값은 표면장력과 기포 내․외부 압력차가 힘의 평형상

태를 이룰 때의 값과 같았다. 기포의 외부의 압력변화가 

발생하게 될 때 기포 내부는 외부의 압력과 평형상태를 

이루기 위해 압력변화가 생긴다. 평형상태에서 기포 외부 

압력이 떨어지면 기포의 크기가 커지고 그에 따라 기포 
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내부 압력도 떨어진다. Fig. 2에서는 기포 외부 압력의 변

화율이 일정하므로 그 변화율에 맞게 기포가 성장하며, 

최종 압력의 변화폭은 기포의 크기 변화에만 영향을 준다.

3.2 압력변화율()에 따른 기포 반응

다음으로는 압력변화율과 기포 반지름의 변화 간의 관

계에 대해서 알아보았다.  Fig. 3에서 볼 수 있듯이 압력

변화율이 클수록 기포 성장률도 크다. 최종 기포 반지름

은 표면장력과 기포 내․외부 압력차가 힘 평형상태를 이

루는 경우와 같았다. 최종압력이 같기 때문에 압력변화율

에 상관없이 5 가지 경우 모두 최종 기포 반지름의 크기

는 같았다. Fig. 3(b)에서 기포가 진동을 하면서 평형상태

로 수렴하는 것을 볼 수 있는데, 압력변화율이 클수록 진

동이 더 커서 과도응답(overshoot)이 크게 발생한다. 본 

연구에서 사용한 Rayleigh-Plesset 방정식은 기포 경계면

을 통한 열 및 물질전달을 고려하지 않았기 때문에 기포 

외부의 압력변화에 동기화되어 기포 내부의 압력 변화가 

일어난다. 따라서 외부 압력 변화율에 비례하여 기포 성

장률이 결정되며, 외부 변화에 대한 응답속도가 빠르기 

때문에 과도응답 특성이 나타난다.  
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Fig. 4에서는 압력변화율과 과도응답의 정확한 관계를 

알아보았다. 각 압력변화율에 따라 기포가 진동 할 때, 평

형상태의 반지름 값과 과동응답 값의 차가 가장 큰 값을 

선택하여 최대 과도응답값(maximum overshoot)을 계산

하였다. Fig. 4를 보면 압력변화율에 따른 과도응답의 최

대치가 선형적으로 증가한다. 과도응답값이 크면 기포가 

파괴되는 현상이 일어날 수 있으며, 추후 실험적으로 압

력변화율과 기포 파괴의 상관관계를 파악할 필요가 있다. 
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실제 기포에 있어서는 외부 압력 변화에 의해 기포 크

기가 순간적으로 변하면 기포 계면에서의 수증기 증발에 

의해 과도응답에 대한 댐핑(damping) 효과가 있을 것으

로 생각된다. 향후 연구에서는 이러한 기포 내 온도 변화

와 수증기 분압의 변화를 고려한 해석도 필요하다.

4. 결 론

본 연구에서는 시간에 따라 변하는 압력장에서 마이크

로 기포의 반응에 대해서 고찰하였다. Rayleigh-Plesset방

정식을 수치해석적으로 풀어서 변화하는 압력에 따른 기

포 반지름을 관찰하였다. 그 결과 초기 대기압에서 시작

하여 최종적으로 떨어지는 압력차에 의해서는 최종 평형

상태에 도달한 기포 크기에 영향을 미치지만 기포 성장률

에는 영향이 없다. 하지만 최종압력이 같고 압력변화율이 

다를 경우 기포의 성장속도가 다르다. 또한 압력변화에 

의해 기포 반지름이 진동하면서 평형상태로 수렴할 때 압

력변화율에 따른 기포 반지름의 과도응답의 최대치가 선

형적으로 증가한다. 
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