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  길 부호에 한  마더부호의 존재
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요   약

모든 채 부호는 다양한 방법에 따라 부호율의 조 이 가능하다. 부호율을 높이는 방법들  하나가 천공이며, 

이 때, 천공에 사용되는 채 부호를 마더부호라 부른다. 임의의  길 부호는 항상 어떤 마더부호를 천공함으

로써 만들 수 있을 것이고, 이때 천공패턴에 따른 마더부호를 구하는 과정은 최 의 복호화기를 설계하는데 필요

하다. 본 논문에서는 주어진 천공패턴에서  길 부호가  길 부호의 마더부호이기 한 조건과 마더

부호로 가능한 길 부호들 사이의 동등 계에 하여 살펴본다. 
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ABSTRACT

The rate of the channel code can be controlled by various methods. Puncturing is one of the methods of 

increasing the code rate, and the original code before puncturing is called the mother code. Any  

convolutional code is obtainable by puncturing some mother codes, and the process of finding the mother code 

is necessary for designing the optimum channel decoder. In this paper, we proved that any  

convolutional code has  mother codes regardless of the puncturing pattern and showed that they must be 

equivalent. 
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Ⅰ. 서  론

채 부호는 채 을 통과하면서 발생하는 심벌의 오

류를 정정하기 해 사용되며, 송하고자 하는 메시

지 시 스에 패러티 시 스를 추가함으로써 만들어 

진다. 패러티 시 스를 이용하여 심벌의 오류를 정정

하며, 패러티 시 스의 길이가 길어짐에 따라 정정할 

수 있는 오류의 개수(오류정정능력)가 증가하게 된다. 

메시지 시 스와 패러티 시 스를 합하여 부호어 시

스라 하며,    채 부호는 부호어 시 스의 길

이가 , 메시지 시 스의 길이가 인 채 부호를 말

한다. 

길 부호는 블록부호와는 다르게 부호화 과정에서 

시 트 지스터를 이용한다. 이 때,   길 부호

란 동시에 입력되는 비트의 개수가 개, 동시에 출력

되는 비트의 개수가 개인 길  부호를 말한다. 따라
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서   길 부호의 부호율은 이다.

모든 채 부호는 다양한 방법에 의해 부호율을 조

하는 것이 가능하며, 이러한 방법들 , 부호어의 

패러티 비트 일부를 제거하여 부호율을 높이는 방법

을 천공이라 한다. 천공되기 이 의 채 부호를 마더

부호라 한다. 천공은 정해진 천공 패턴에 따른 해당 

비트의 제거로 이루어지며, 마더부호로는 주로  

인 길 부호를 사용한다. 

하나의 마더부호로부터 동일한 부호율의 천공된 길

부호를 만드는 방법(천공패턴)에는 여러 가지가 있

으며, 각각의 천공패턴에 따라 부호의 성능은 서로 달

라진다[1].이러한 이유로 효율 인 천공을 한 천공패

턴에 한 연구는 과거부터 많이 진행되어 왔다
[2-4]. 

그러나 천공된 길 부호와 마더부호 간의 계를 분

석하는 연구는 거의 진행되지 않았으며, 최근 M. 

Cluzeau가 이에 하여 연구하 다
[5]. [5]에서는 부호

율 인 마더부호를 천공한 길 부호의 생성다항식 

행렬을 마더부호의 생성다항식 행렬로부터 구하 다. 

본 논문에서는 [5]와는 반 로, 임의의 주어진 길 부

호가 어떤 마더부호의 어떤 천공으로 만들어질 수 있

는가를 연구한다. 

가능한 모든  값에 해 주어진 길 부호와 마더

부호와의 계를 분석하는 것은 상당히 복잡한 작업

이기 때문에, 본 논문에서는  값을 로, 마더부

호를   길 부호로 가정하 으며, 이러한 가정 하

에, 기존의 연구를 좀 더 수학 으로 정립하 고, 

  길 부호의 마더부호를 구하는 방법을 제

시한다.

  본 논문의 구조는 다음과 같다. 2장에서는 길

부호와 천공된 길 부호에 하여 살펴보고, 3장에서

는   길 부호가   길 부호를 마더부호

로 가지기 한 조건과 마더부호로 가능한 길 부호

들 사이의 동등 계에 하여 살펴본다. 마지막으로 

4장에서 결론  향후 연구 과제에 하여 논한다.

Ⅱ. 본  론

2.1 길 부호와 길 부호의 상보부호

선형블록부호가 생성행렬을 이용하여 부호어 집합

이 결정되듯이, 길 부호는 생성다항식행렬로 부호어 

집합이 결정된다.   길 부호의 경우 생성다항식

행렬 는 ×   행렬로 아래와 같이 표 된다. 

 











  ⋯ 

  ⋯ 

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
  ⋯ 

여기서 ∈   ∀   이다.

동일한 부호어 집합을 갖는 두 개의   길 부

호를 서로 동등(equivalent)하다고 하며, 각각 

와 를 생성다항식 행렬로 갖는 두 개의   

길 부호가 동등하기 해서는 다음의 조건이 만족되

어야 한다.

  (1)

여기서 를 변환행렬이라 부르며 는 비

특이(nonsingular) ×   다항식행렬이다. 

선형 채 부호의 상보부호 (dual code)는 주어진 

채 부호의 모든 부호어 시 스와 내 하여 0이 되는 

시 스들을 부호어로 갖는 부호이다. 생성다항식 행렬

이 인   길 부호의 상보부호의 생성다항

식 행렬 는 ×   다항식 행렬로 아래와 

같이 나타낼 수 있고 

 











  ⋯ 

  ⋯ 

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
  ⋯ 

와   사이에는 다음 식이 성립한다.

 

즉, 의 임의의 행과 의 임의의 행을 내

하면, 그 결과는 항상 0이 된다. 

2.2 천공된 길 부호

  마더부호의 천공으로 얻은   천공된 길

부호의 생성다항식 행렬 는 마더부호의 생성

다항식행렬 를 배 확장한   블록화 길

부호의 ×   생성다항식행렬 로부터 얻

을 수 있다[5]. 본 에서는 이후 논의의 편이를 해 

[5]의 내용을 간단히 살펴보겠다. 지 부터 를 

의 블록화 생성다항식행렬이라 부르도록 하자. 

주어진 다항식  



 에서 차수가 
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  인 항 만을 모은 다항식을 
 

≤  ≤  이라 하자. 그러면 다항식 는 식 

(2)와 같이 표 할 수 있고

 




 
 , (2)

이 때, 

   ⋯   

 를 

의 벡터표 이라 하고 

 로 표

기하자. 를 들어  

이라고 하고  이라고 하면, 
  , 


  , 

 이 되어 

  ,  
,    이 된

다. 따라서    


















이 된다. 

한 다항식 의 벡터표 은 

  ⋯   

가 되므로 다음 식으로 정의된 × 행렬 에 의해 



가 됨도 알 수 있다. 














⋮ 

  ⋯ 

(3)

에서 은 ×   항등행렬을 의미

하며,  이다. 이를 일반화하면 다음의 보조정

리를 얻을 수 있다.

보조정리 1: 다항식 ∈일 때,

       . (4)

보조정리 1의 증명은 자명하므로 생략한다. 그리고 식 

(4)는 ∈일 때도 성립함을 알 수 있다.

이제 가  다음과 같이 주어졌다고 하자.

 
              

[1]에 따르면 는 행렬 와 생성다항식 

 와  의 벡터표 인 

 와 


 로부터 식 (5)와 같이 표 된다.

   ⋯  (5)

여기서   




 이다. 

천공된 길 부호의 생성다항식 행렬 는 천

공 패턴에 따라 의 열을 제거함으로써 얻어진

다. 천공패턴 는 과 로 이루어진 이진 ×   행

렬로, 의 번째 행, 번째 열에 해당하는 가 이

면, 의   번째 열을 제거하게 된

다.   길 부호를 천공하여   길 부호를 

생성하기 해서는  이고, 천공패턴 내의 

의 개수는 개이어야 한다.

를 들어   인 경우라면, × 블록화 생성다

항식행렬 는














 

 
 

 
 




 

 
 

 
 




 

 
 

 
 



이고 만일 천공패턴이 


 


  

  
이라면 는 

다음과 같다.














 

 
 




 

 
 




 

 
 



2.3   길 부호의   마더부호의 생

성다항식행렬 

본 장에서는  길 부호의 생성행렬 

가 주어졌을 때, 천공을 통해 와 동등한 

를 만들어 낼 수 있는   마더부호가 존재

하기 한 조건  그 도출 방법에 하여 논의하겠다. 

의 상보부호의 생성다항식행렬을 라 

하고, 천공패턴 은 정해졌다고 가정하자. 는 

×행렬이므로, 아래와 같이 나타낼 수 있다. 

     ⋯ 
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가 다음과 같다면,

     ⋯  ,

    역시 와 상보 계이므로, 






   

 (6)

이 성립한다. 앞 장에서 본 바와 같이 의 열들

은  

  ,   , 형태로 표 되므로, 식 (6)은 

다음과 같이 바꾸어 쓸 수 있다.

 

 





 (7)

여기서     는 식 (6)에서 

를 해

당하는  

 로 치환한 뒤 식 (7)처럼 정리했을 

때 

 의 계수에 해당하며,  상에서 계수를 

갖는  행렬 의 다항식으로 볼 수 있다. 따라서 만약, 

식 (7)을 만족하는 

 들이 존재한다면, 주어진 

에 하여 의 마더부호가 존재한다고 할 수 

있다.

보조정리 2: 는 식 (3)으로 정의된 × 행렬이

고  는 다항식 환  의 분수체 (quotient 

field)이다. 다항식  ⋯


을 계수가   상에 있는 차 이하의 임의

의 다항식이라고 하면 는 항상 역행렬을 가진다. 

증명 : 부록 참조. 

식 (7)의     는  상에서 계수를 

갖는 행렬 의 다항식이므로 보조정리 2에서 본 

에 해당한다. 따라서 보조정리 2의 결과로부터 

식 (7)은 다음과 같이 쓸 수 있고 


  





 

 

(8)

임의로 정한 

 와 식 (8)에 의해 


 가 

결정되면 식 (2)에 의해 마더부호의 생성다항식 행렬 

을 구할 수 있다. 이는 다음과 같이 정리된다. 

정리 1:   길 부호는 가능한 어떤  천공 

패턴에 해서도 항상   길 부호를 천공한 부호

와 동등할 수 있다.   

식 (8)의 

 에는 0이 아닌 임의의 값을 입

하여도 되기 때문에, 무수히 많은 가 존재한

다. 이제 그러한 들이 서로 동등해야 하는 가

에 해 알아보겠다.

우선 식 (8)에 정의된   
  의 

구조를 알아보기 해 다음의 보조정리가 필요하다.

보조정리 3: 의 역행렬 
  역시   

상에서 계수를 갖는 차 이하의 의 다항식으

로 표 할 수 있다. 

증명: 와 
를 다음과 같이 가정하자.

 




 



 





 


(9)

 이므로  
   역시 차 

이하의 의 다항식으로 표 할 수 있고, 따라서 

 
  






  (10)

가 성립한다. 에서 계수 는






   




  

이다. 보조정리 2에 의해 식 (10)이 성립하기 한 필

요충분조건은     for ≤  ≤ , 

     이다. 이를 행렬을 이용하여 표 하면, 식 

(11)과 같이 표 할 수 있다.

식 (11)의 × 행렬의 치행렬은 보조정리 2의 

와 같은 구조를 가지므로 항상 역행렬을 가진다. 

따라서 식 (9)를 만족하는 다항식 계수들인
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  ⋯ 
  ⋯ 
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
   ⋯
   ⋯ 













⋮
















⋮


(11)

 들이 존재하게 되므로 식 (9)의 표 이 정당하다.

보조정리 3으로부터   역시 차 이하의 

의 다항식으로 표 됨을 알 수 있다. 이는 다음의 두 

따름정리로 요약된다.

따름정리 1: 는   상에서 계수를 갖는 

차 이하의 의 다항식으로 표 할 수 있다. 

따름정리 2:

  
  



이제 주어진    길 부호로부터 천공패턴 

에 해 구한 서로 다른 마더부호들이 서로 동등해

야 하는 가에 해 알아보자. 

정리 2: 정해진 천공패턴 에 따른 의 모든 

가능한 마더부호는 서로 동등하다. 

증명 :   길 부호 로부터 구한 서

로 다른 두 마더부호를  
   , 

′   라 하자. 두 마더부호가 

동등하다는 것은 

 ′ (12)

을 만족하는 다항식 가 존재한다는 의미이다. 

다시 말해, 

              (13)

일 때

     (14)

도 성립함을 보이면 된다.

식 (13)은 보조정리 1에 의해 


  


 

이므로


   


 

 

 



  


 

(15)

가 되어 식 (14)가 성립한다. 따라서 두 마더부호는 동

등하다. 

  

정리 2에 의해, 정해진 천공패턴에 해서 오직 하나

의 마더부호만 구하여도 무방하다는 것을 알 수 있다. 

이해를 돕기 하여,   길 부호가 주어졌을 

때, 주어진 천공 패턴에 해당하는   마더부호를 

찾는 제를 아래에 나타내었다. 

제) 










   
   
   

이고, 천

공패턴은 


 


  

  
이다.

먼 , 에 해당하는 의 구조는 다음과 같다. 

  

 










그리고, 의 상보부호 생성다항식행렬 

는 다음과 같다. 

      

와 는 상보 계여야 하므로, 다음의 

식을 만족하여야 한다. 





 



여기서 

















로 두면 


을 구할 수 있으며, 이로부터 와 

를 구할 수 있다. 마지막으로 와 의 최

공약수로 각각을 나 어  뒤, 를 구성하면 결
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과는 다음과 같다. 

    

본 제에서는 역행렬 계산 과정에서 발생하는 분

수를 제거하기 하여 

를 와 같이 결정하

지만, 다른 값을 가정하더라도 는 동일한 결과

가 나온다. 

Ⅲ. 결  론

  길 부호는 어떤 천공패턴에 해서도 

  길 부호를 마더부호로 가지며, 천공패턴이 결

정되면 모든 마더부호는 서로 동등함을 확인하 다. 

본 논문에서는 다루지 않았지만 일반 인   길

부호는 항상   길 부호를 마더부호로 가지지

는 않는다. 그러나 본 논문의 근 방법을 활용한다면, 

  길 부호를 마더부호로 가지는 조건을 규명할 

수 있을 것으로 상하며, 향후 범 를 확장하면서 이

에 한 연구를 진행하고자 한다.여기서는 소단원에 

한 내용을 간단히 살펴본다. 여기서는 소단원에 

한 내용을 간단히 살펴본다.

부록 (보조정리 2의 증명)

경우 1 : 가 홀수인 경우.

의 특성 방정식 은 다음과 같다. 

 











   ⋯  
    
    
⋮ ⋱ ⋮
    
   ⋯  

 (16)

 을 만족하는 가장 작은   값을 이라 하고, 

   라고 하자. 의 고유값은 

  ⋯  이며, 이 때  , 는 

  상에서의 원시소(primitive element)이다. 

의 모든 고유값들이 서로 다르므로, 는 각행렬로 

변환할 수 있으며,  로 나타낼 수 있다. 













   ⋯ 
   

   
⋮ ⋱ ⋮
   ⋯

  ⋯


  ⋯
 

따라서 는 아래와 같다. 

 ⋯


       











  ⋯ 
  
⋮ ⋱ ⋮
  ⋯ 

  ⋯    어떠한 값도 의 

근이 될 수 없으므로,  ≠이다.

경우 2 :  인 경우. 

 
  



이 되며, 이 때,  

 이다. 이 경우, 의 고유값은 복도가 인 

이다. 고유벡터 

는     ⋯ 


이며, 모든 고

유벡터들은 서로 종속(dependent)이다. 즉, 고유벡터

공간의 차원은 1이 된다. 따라서 의 Jordan 

canonical form은 













   ⋯ 
   
   
⋮ ⋱⋮
   ⋯ 

이며,  이 된다. 

유사하게   이고, 는 

 
⋯



이 된다. 는 윗삼각형행렬이므로,    한 윗삼각

형행렬이 되며, 각 성분 값은 가 된다. 따라서, 

  역시 윗삼각형행렬이 되고, 각 성분은 0이 될 

수 없으므로,  ≠이다.

경우 3 :  , 는 홀수인 경우
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이다. 이 때,    , 


라 

하자. 의 고유값은 복도가 인  ⋯

이 되며, 이 때, 는   상의 원시소이다. 경우 

2와 유사하게, 는 다음과 같이 나타내어진다. 













 

⋱

 

여기서  











   ⋯  

  

   ⋮
⋮ ⋱
  

 ⋯  

는 윗삼각형

행렬이며, 각 성분들로  ⋯ 

을 포

함한다. 이 때, 에서 에 해당하는 블록의 각 

성분은 모두 이 된다. 따라서, 경우 2에서와 같

이,  ≠이다.
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