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1. 서 론
병렬형 기구는 이동 플랫폼이 다수의 다리로 고정부에 연결되는 

구조를 갖는다. 구동부가 고정부 근처 또는 고정부에 위치하므로 

이동부의 관성이 작고 이동플랫폼의 작업하중이 각 다리에 분산되

며 각 다리의 오차가 이동플랫폼에 분산되는 특징을 갖는다. 일반

적으로 병렬형 기구는 직렬형 기구에 비하여 고속, 고하중, 고정밀

도 및 고강성을 갖는다.
병렬형 기구에 대한 연구 및 개발은 주로 Gough-Stewart 플랫

폼[1,2]과 같은 6자유도 또는 Delta 병렬형 기구[3,4]와 같은 3~4자유

도 공간 병렬형 기구에 대해 집중되어 진행되고 있다. 그러나 전자, 
포장, 식품, 제약 산업 등에서 많이 요구되는 위치배치, 조립 및 

경가공 작업들은 주로 평면 작업 형태를 갖는다. 평면에 작업 외에 

자유도가 필요한 경우에는 평면 병렬형 기구에 1~2자유도 기구를 

직렬로 연결한 혼합형 구조(hybrid structure)를 사용하는 것이 공

간 병렬형 기구를 사용하는 것보다 경제적일 수 있다[5-7].
이러한 평면 병렬형 기구는 주로 고속, 고하중, 고정밀도 응용에 

이용되므로 강성해석은 초기 설계단계에서 필수적인 요소이다. 공
간 6자유도 및 평면 3자유도 병렬형 기구의 강성해석 방법은 결과

가 명확하고 많은 연구가 발표되었다[8-10]. 반면, 저자유도 공간 및 

평면 병렬형 기구의 강성해석은 그 중요성에 비하여 많은 연구가 

진행되고 있지 않다. Zhang 등[11]은 저자유도 병렬형 기구 다리에 

가상 조인트를 추가하는 방법을 제시하였다. 그러나 이 방법은 가

상 조인트를 추가하는 방법이 체계적이지 못한 단점을 갖는다. 
Kim 등[12]과 Xu 등[13]은 구동부와 구속부를 포함하는 전체 자코비

안 행렬[14]에 기초한 강성해석 방법을 제시하였다. 이 방법은 모델
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Fig. 1 Structure of an n-DOF planar parallel manipulator

링된 스프링이 역나선(reciprocal screw) 방향으로 위치해야 한다

는 가정을 필요로 한다. Kim[15]은 이 방법을 평면 병렬형 기구에 

적용하였다. Pashkevich 등[16]은 병렬형 기구의 다리가 p개의 수

동조인트를 가질 때, (6+p)⨯(6+p) 행렬을 구성하고 이의 역행렬

을 구하여 다리의 강성행렬을 구하고 이를 합하여 기구의 강성행렬

을 구하는 방법을 제시하였다. 만약 다리가 특이 위치에 있을 때는 

특이값 분해(singular value decomposition)를 필요로 한다. 
본 논문에서는 먼저 구동기 및 링크의 순응행렬을 구하고 이에 

역나선을 적용하여 각 다리의 특이 강성행렬(singular stiffness 
matrix)을 구하고 다리들이 병렬연결이므로 이를 합하여 평면 병

렬형 기구의 강성행렬을 구하는 방법을 제시한다. 제시하는 방법은 

기존 구동기의 강성만을 고려하는 방법[8-10]과 달리 링크 및 베어링

의 강성도 고려할 수 있고, 역나선 방향으로 스프링이 위치해야하

는 가정이 필요 없고[8-12,15] 다리가 특이 위치에 있을 경우에도 특

이값 분해를 사용[16]하지 않고 강성해석을 수행할 수 있다. 특히, 
3장의 Type III 기구 예제에서 역나선에 의한 변형이 연성화되어 

강성을 단순 스프링으로 모델링할 수 없는 경우에도 강성해석이 

가능함을 제시하였다. 

2. 강성 해석
본 논문에서는 직렬체인 다리로 구성된 -DOF (degrees of 

freedom) 평면 병렬형 기구를 강성해석의 대상으로 한다. 여기서 

평면기구이므로 ≤ 으로 한정한다. 병렬기구의 다리가 하나 이

상의 폐루프를 포함하는 경우는 해석대상에서 제외한다. Fig. 1과 

같이 이동 플랫폼(moving platform)은   (≥)개의 직렬체

인으로만 구성된 다리에 의하여 지지되고, 각 다리는 최대 한 개의 

구동기를 갖는다고 가정한다. 구동기를 갖는 다리의 번호를 먼저 

  으로 설정하고, 구동기를 갖지 않는 다리의 번호를 

  으로 정한다. 
강성해석에서 이동 및 고정 플랫폼은 강체로 가정하고 각 다리를 

구성하는 구동기 및 링크의 순응성을 고려하였다. 모든 구동기는 

해석시 고정된다고 가정하나 제어기 및 동력전달장치의 순응성으

로 인하여 구동기에 변위가 발생한다고 모델링한다. 즉, 순응성의 

주요원인을 각 다리에 작용하는 힘 또는 모멘트에 대한 구동기 및 

링크의 미소변위로 가정하였다.
무부하 평형근처에서는 모든 구동기가 고정된 상태에서 렌치

(wrench) 가 이동 플랫폼에 작용할 때, 미소변위(infinitesimal 

displacement) 의 관계는 다음의 강성사상으로 나타낼 수 있다[17].

   (1)

여기서   
와 을  평면상의 힘벡터와 축에 대한 

모멘트라 할 때,   는 방사 좌표(ray coordinates)로 표

현된 렌치를 나타낸다.  와 를  평면상의 미소직

선변위벡터와 축에 대한 미소회전변위라 할 때,    

는 축 좌표(axis coordinates)로 표현된 미소변위 트위스트(twist)
이다.  행렬은 이동 플랫폼의 강성행렬을 나타내고 평면의 경우 

× 대칭행렬이다.
이동 플랫폼에 부착된 각 다리의 강성사상도 다음과 같이 나타낼 

수 있다.

    (2)

여기서, 는 번째 다리의 강성행렬을 나타낸다. 

각 다리는 이동 플랫폼에 대하여 병렬연결이므로 모든 트위스트

는 같아야 하고 이동 플랫폼의 렌치는 각 다리에 작용하는 렌치들

의 합이다.

    ⋯ (3)


⋯

 (4)

병렬연결이므로 이동 플랫폼의 강성행렬은 다리의 강성행렬의 

합과 같다. 

⋯ (5)

2.1 다리의 강성행렬 
번째 다리에서 번째 수동조인트(passive joint)에 의한 트위스

트 와 번째 탄성요소에 의한 트위스트 는 각각 다음

과 같이 나타낼 수 있다.
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   (6)

   (7)

여기서, 는 축좌표로 표현된 번째 수동조인트의 조인트 나선

(joint screw)이고 는 수동조인트 변위를 나타낸다. 한편, 
는 번째 탄성요소의 순응행렬(compliance matrix)이고 는 

탄성요소에 작용하는 렌치이다.
각 다리에서 수동조인트와 탄성요소들은 직렬연결이므로 다리 

끝단의 변위는 모든 변위의 합과 같고 각 요소에 작용하는 렌치들

은 모두 같다.

 





 (8)

 
 (9)

식 (6), (7)을 (8)에 대입하고 이 결과에 (9)를 적용하면 식 (8)을 

다음과 같이 나타낼 수 있다.

    (10)

여기서 수동조인트의 조인트 나선행렬  와 다리의 순응행렬 

는 다음과 같다. 

   ⋯ ,      ⋯  (11)

 


 (12)

만약    이면, 수동조인트의 조인트 나선행렬 와 

역의 관계에 있는  개의 방사좌표로 표현된 역나선

(reciprocal screws)은 다음과 같이 구할 수 있다.

    ⋯  (13)

여기서 각 열벡터는 방사좌표로 표현된 단위나선(unit screw)이
다. 조인트 나선과 역나선은 다음과 같은 역의 관계를 갖는다. 


  (14)

각 다리에 적용되는 렌치는 수동조인트의 변위에 대하여 일을 

생성하지 못하고 다음과 같이 역나선 공간 에 있어야 한다. 

   (15)

식 (10)의 양변에 
를 곱하고 식 (14)와 식 (15)를 적용하면 

다음과 같다.




  
  

 
    

 (16)

이를  에 대하여 정리하면 다음과 같다.

 
 


  (17)

식 (17)을 식 (15)에 대입하면 번째 다리의 강성사상을 구할 

수 있다.

   
 


  (18)

번째 다리의 강성행렬은 다음과 같다.

  
 


 (19)

여기서,

 
∈  ×  (20)

다리의 순응행렬 을 구속공간 로 투영을 시키므로 를 구

속공간 순응행렬(constraint space compliance matrix)이라 정의

한다. 는 양한정(positive definite) 행렬이므로 
은 항상 가능하

다. 각 다리는 수동조인트 1개 이상을 가지므로 ( ≥ ),   

    ≤ 이고 는 특이행렬(singular matrix)이 된다.

는 역나선 의 기저(basis)로 생성(span)된 임의의 역나선 

공간(′ )에 독립적이다. 이는 다음의 식으로 증명된다.

′ ′′ ′    (21)

일반적으로 구속공간 순응행렬 는 대각행렬이 아니지만 다리

의 순응행렬 에 대해 대각인 ′  기저를 선택함으로써 를 대각

화할 수 있다(3.1절 (c) 참고). 이와 같이 대각화를 할 수 있는 ′  
기저를 선택하면 역나선 방향으로 직선 또는 회전 스프링이 위치한
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Fig. 2 Elastic model of link ki

Name (DOF) Serial chain structure
Type I (3-DOF) 3-RPR
Type II (2-DOF)  2-RPR+1-RP
Type III (1-DOF) 1-RP+1-RR

다고 강성을 모델링할 수 있다(Fig. 6 참고). 반면 기존연구[12,13,15]

는 임의로 선택된 역나선 방향으로 스프링이 위치한다는 가정을 

사용하였으나 이는 일반적으로 성립하지 않는다.
식 (5), (19), (20)을 이용하여 기구의 강성행렬은 다음과 같이 

나타낼 수 있다.

 (22)

여기서 병렬기구는 개의 다리를 가지므로 

   ⋯,     ⋯ ,  
이다. 

2.2 다리의 순응 모델링
회전 및 선형 구동조인트(active joint)의 순응행렬을 각각 다음

과 같이 모델링한다. 

    ,     (23)

여기서 회전 구동조인트의 축은 지역좌표계의 축으로 선형 구

동조인트의 축은 지역좌표계의 축으로 일치시켰다.   및 

 
는 각각 회전 및 선형 구동조인트 강성을 나타낸다.

본 논문에서는 베어링을 강체로 고려하였다. 그러나 실험적 또는 

유한요소 방법으로 구한 베어링의 순응성을 식 (23) 및 수동조인트

의 순응행렬에 추가하여 보다 정밀한 강성해석을 수행할 수 있다.
링크는 오일러-베르누이 보(Euler-Bernoulli beam)로 가정하였

다. 링크의 순응행렬을 Fig. 2와 같이  지역좌표계에서 표현하면 

다음과 같다.
















 

 
 


 

 
 



 (24)

여기서 ,  ,  및 는 각각 링크의 단면적, 길이, 탄성계수 

및 관성모멘트를 나타낸다. 

식 (12)와 같이 각 요소의 순응행렬을 합하기 위해서는 순응행렬

들을 동일한 좌표계로 변환하여야 한다.   좌표계가  좌표계에

서   
 이동되고 만큼 회전되었다고 할 때, 축좌표와 방사좌

표로 표현된 나선을   좌표계에서  좌표계로 변환하는 나선좌표

변환행렬(transformation matrix of screw coordinates)은 각각 

다음과 같다[17]. 












  
  
  

 (25)




 










  
  

  
 (26)

다음과 같이 나선좌표변환행렬을 적용할 수 있다.
 
  

,      (27)

  
,     (28)

 
 

,    
 (29)

식 (29)의 첫 번째 식을 이용하여 각 탄성요소의 순응행렬을 동

일한 좌표계로 변환 후 합하여 다리 순응행렬 를 구한다. 

한편 구속공간 순응행렬 는 다음과 같이 좌표변환에 독립적이

다. 이는 다음과 같이 증명될 수 있다.





 

 
 




 

 
 



(30)

일반적으로 구속공간 순응행렬을 각 다리의 지역좌표계에 대하

여 구하는 것이 용이하다. 

3. 강성해석 예제
본 예제에서는 2장에서 제시하는 방법의 유효성을 검증하기 위

하여 Fig. 3과 같이 3 자유도 3-RPR 평면 병렬형 기구와 이로부터 
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Fig. 3 Geometry of a 3-RPR parallel manipulator

Fig. 4 Serial chain structures

유도된 2가지 유형의 평면 병렬형 기구들에 대해 강성해석을 수행

하고자 한다. 
여기서 R과 P는 각각 회전 및 직선 조인트를 나타내고 밑줄 친 

기호는 구동조인트를 밑줄이 없는 기호는 수동조인트를 나타낸다. 

Fig. 3과 같이, 고정좌표계 는   중점 에 위치하고 이동

좌표계 는   중점 에 위치하고 축 방향은 축과 평

행하다. 는 축에서 까지의 각도를 나타내고  는 고정좌표

계의 축에서 각 다리까지의 각도를 나타낸다. 

3.1 직렬체인의 구속공간 순응행렬 해석
Fig. 4는 Type I, II, III 기구를 구성하는 4가지 직렬체인의 구조

를 나타낸다. 해석의 편의를 위하여 각 다리의 직선조인트 P를 

점에 위치시켰다. 수식표현의 용이함을 위하여 다리의 순응행렬을 

지역좌표계 에서 유도한다. 는 각 다리의 끝단 에 위

치하고 축은 링크길이 방향을 향한다. 

(a) Type I
Type I의 다리1, 2, 3은 모두 RPR 직렬체인(Fig. 4(a) 참조)이

고 에서 구한 역나선은 다음과 같다.

  
 for    (31)

구동 직선조인트의 순응행렬은 다음과 같다.

       










  
  
  

 (32)

여기서, 










  
  
  

,  










  
  
  

이다.

링크의 순응행렬은 다음과 같다.

 













  

 









 








 (33)

번째 RPR 직렬체인의 모든 순응행렬의 합에 역나선을 적용하

면 번째 다리의 구속공간 순응행렬 는 다음과 같다.

 


 
 



 

 for    (34)

(b) Type II
이 기구의 다리1과 2는 RPR 직렬체인이므로 역나선과 구속공

간 순응행렬은 식 (31), (34)로 구할 수 있다. 이 기구의 다리3은 

RP 직렬체인(Fig. 4(b) 참조)이고 순응성은 링크에만 존재하므로 

링크의 순응행렬에 다음과 같은 역나선을 적용하여 을 구할 수 

있다.

   
 (35)

 


 
  




 (36)

(c) Type III
이 기구의 다리1은 RP 직렬체인(Fig. 4(c) 참조)이므로 다리1의 

지역좌표계에서 나타낸 2개의 역나선은 다음과 같이 구할 수 있다. 

   
 










 
 
 

 (37)

구동 회전조인트의 순응행렬은 다음과 같다.
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 (38)

여기서, 










  
  
  

, 










  
  
  

이다.

다리1의 구속공간 순응행렬 는 다음과 같다.

 


 













 





 




 








(39)

여기서,   이다. 식 (39)는 2개의 역나선에 

의한 변형이 서로 연성화되어 역나선 방향의 단순스프링으로 강성

을 표현할 수 없다.
식 (39)를 대각화(diagonalization)하기 위하여 식 (37)의 선형

조합을 통하여 다른 조합의 역나선을 구할 수 있다. 


′ 









 
 
 



 


 

 











 
 
 

 (40)

여기서 ≥ 로 설정한다. 새로운 조합의 역나선으로 계산된 구

속공간 순응행렬 ′는 다음과 같다.

′  
′ ′ 




 


 

 
 (41)

여기서, 

   
 


  


,

   
 


  


,

    
 


  .

비대각원소를   로 만들기 위한 는 다음과 같다.

 ,  




  (42)

다리2는 RR 직렬체인이므로 링크의 순응행렬만 고려하면 된다. 
식 (33)에   를 대입하여 링크의 순응행렬을 구할 수 있다. 지역

좌표계에서 표현한 역나선과 구속공간 순응행렬은 다음과 같다. 

  
 (43)

 


 
  

  (44)

3.2 기구의 강성행렬
Type I, II, III 기구들의 역나선 행렬을 고정좌표계 표현하

면 각각 식 (45), (46), (47)과 같다. 

   


 











  
  
  

 (45)

   


 











  
  
  

 (46)

   
 











  
  
  

 (47)

여기서,   ,

  이다.

Type I, II 기구의 강성행렬은 다음과 같이 구할 수 있다. 

 



 


 (48)

여기서,   이고 Type I의 경우 는 식 (45)의 해당 열벡

터로 는 식 (34)로 구할 수 있다. Type II의 경우 는 식 (46)의 

해당 열벡터로 는 식 (34)로 은 식 (36)으로 구할 수 있다. 

Type III 기구의 강성행렬은 다음과 같다.

   


 


 (49)

여기서, 은 식 (47)의 처음 2개의 열벡터로 는 세 번째 열

벡터로 , 는 각각 식 (41), 식 (44)의 역행렬로 구할 수 있다.

좌표변환을 이용하여 기구의 강성행렬을 이동좌표계 에서 

표현하면 다음과 같다. 
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Table 1 Simulation conditions

Items Values

Reference
configuration

    ,  
 ,   , 

  


,  


,   


,

    ,  

Actuator 
stiffness

 
  Nm ,

 
  Nm 

Beam 
geometry

,   ( )
 =200 GPa,  = 80 GPa

Table 2 Linear spring stiffness of equivalent stiffness models

Items Stiffness values (×Nm )
Type I   ,   
Type II   ,   

Type III
  ,   ,
  ,    m 

Fig. 5 Stiffness modeling of Type I (3-RPR) using ADAMS

Fig. 6 Equivalent stiffness models

  
    (50)

여기서,  










  
  
  

이다.

3.3 ADAMS 해석결과와 비교
제안하는 강성해석 방법의 유효성 및 정확성을 검증하기 위하여 

ADAMS 해석결과와 비교하고자 한다. 수치 해석을 위하여 Type 
I, II, III 기구들에 대하여 이동 좌표계의 원점의 기준 위치, 구동기

의 강성값 및 사각 링크의 형상을 Table 1과 같이 설정하였다. 
Table 2는 기구의 강성모델에서 직선스프링의 강성을 나타낸다. 
여기서 길이의 단위는 m이다.

(a) Type I의 강성해석 결과

기준위치에서 식 (50)을 이용하여 Type I 기구의 강성행렬을 구

하면 다음과 같다. 

   ×










  
  
  

이의 역행렬로 구한 순응행렬은 다음과 같다. 

   ×










  
  
  

Fig. 5와 같이 ADAMS 모델링에서 Euler Beam은 ‘Connector: 
Massless Beam’으로 선형 및 회전 구동기의 강성은 각각 ‘Connector 
: Translational Spring-Damper’와 ‘Connector: Torsion Spring’으
로 모델링하였다. 

ADAMS 모델에 P점에 축 방향으로 단위 힘(  N)을 가

하고 직선변위 , 와 회전변위 를 각각 ‘Point-to-Point’와 

‘Measure Orientation’으로 측정하여 첫 번째 열벡터를 구성하고 

축 방향으로 단위 힘(  N)을 가하여 생긴 변위로 두 번째 

열벡터를 구성하고 점에 대한 단위 모멘트(  Nm )를 가하

여 마지막 열벡터를 구성하여 구한 순응행렬은 다음과 같다.

   ×










  
  
  

또한, 기준위치에서  으로 고정하고 각각 =0.4 및 

=0.4 m 떨어진 위치에서 ADAMS로 순응행렬을 구하였다. 3가지 

경우 모든 원소의 백분율 오차는 0.0014%이내에 있음을 확인하였

다.
Type I의 직교강성은 Fig. 6(a)와 같이 이동플랫폼이 3개의 다

리방향으로 배치된 직선스프링(강성값은 Table 2의 Type I 참조)
으로 지지된다고 모델링할 수 있다. 

(b) Type II의 강성해석 결과

기준위치에서 이 기구의 강성행렬을 구하면 다음과 같다. 
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   ×










  
  
  

이의 순응행렬은 다음과 같다. 

   ×










  
  
  

Type I의 다리3은 인장/압축력만 작용하는 것과 달리 Type II의 

다리3은 굽힘 모멘트가 작용하므로 와 에 대한 변형, 즉 순응

행렬의 첫 번째와 세 번째 열벡터의 값이 증가된 것을 알 수 있다. 
또한, 기준위치 및 기준위치에서 각각 =0.4 및 =0.4 m떨어

진 위치에서 ADAMS로 순응행렬 구하였다. 3가지 경우 모든 원

소의 백분율 오차는 0.0097%이내에 있음을 확인하였다.
Type II의 강성은 Fig. 6(b)와 같이 이동플랫폼이 3개의 직선스

프링(강성값은 Table 2의 Type II 참조)으로 지지된다고 모델링할 

수 있다. 

(c) Type III의 강성해석 결과

기준위치에서 이 기구의 강성행렬을 구하면 다음과 같다. 

   ×










  
  
  

이의 순응행렬은 다음과 같다. 

   ×










  
  
  

Type III은 Type I, II와 달리 다리3이 제거되고 다리1도 굽힘모

멘트가 작용하므로 변형량이 크게 증가된 것을 알 수 있다. 또한, 
기준위치와 기준위치에서 =0.4 m떨어진 위치에서 ADAMS
로 순응행렬 구하였다. 2가지 경우 모든 원소의 백분율 오차는 

0.0138%이내에 있음을 확인하였다.
Type III의 다리1에서 역나선의 조합을 식 (40)과 같이 선정하

는 경우에는 구속공간 순응행렬이 대각행렬이 되고 이 때 역나선간

의 거리 와   
,   는 Table 2의 Type III를 참조한

다. Type III의 강성도 Fig. 6(c)와 같이 이동플랫폼이 3개의 직선

스프링으로 지지된다고 모델링할 수 있다.
 

4. 결 론
본 논문에서는 역나선을 이용하여 각 다리의 특이 강성행렬을 

구하고 이의 합으로 평면 병렬형 기구의 강성행렬을 구하는 방법을 

제시한다. 구동기뿐만 아니라 링크의 순응성도 해석에 고려되었다. 
제시하는 방법은 다리가 직렬체인으로만 구성된 일반적인 3자유도 

및 저자유도 평면 병렬형 기구에 적용할 수 있다. ADAMS를 이용

한 수치적 강성해석을 통하여 제시하는 해석적 방법의 유효성 및 

정밀성을 검증하였다. 구속공간 순응행렬을 대각화할 수 있는 역나

선 조합을 구함으로써 과구속이 아닌 경우 자유도에 관계없이 평면 

병렬형 기구의 강성을 이동 플랫폼이 총 3개의 역나선 방향의 스프

링으로 지지된다고 모델링 할 수 있다. 유한요소법에 비하여 제시

하는 해석적 강성해석방법은 연산시간이 작으므로 강성설계 및 제

어시 효과적으로 사용될 수 있다. 
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