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그리드형 2차 할당문제 알고리즘

1)이상운*

The Grid Type Quadratic Assignment Problem Algorithm

Sang-Un, Lee*

요 약

본 논문은 2차 할당 문제의최적해를찾을 수 있는 휴리스틱다항시간 알고리즘을 제안하였다. 일반적으로선

형할당문제의최적해는헝가리안알고리즘으로구한다. 그러나 2차할당문제의최적해를찾는알고리즘은제안

되지않고있다. 제안된알고리즘은거리행렬의단위거리로부터그리드형태의배치를찾아내고, 이형태에맞도록

흐름량행렬의최대값부터내림차순으로최대흐름을최소거리에배치하는최대흐름/최소거리기법을적용하였다.

제안된알고리즘을다양한그리드형2차할당문제에적용한결과2차할당문제의해를다항시간에구할수있는알

고리즘이 존재할 가능성을 보였다.

▸Keywords :선형 할당문제, 2차 할당문제, NP-완전, 최대 흐름/최소 거리, 그리드형

Abstract

TThis paper suggests an heuristic polynomial time algorithm to solve the optimal solution for

QAP (quadratic assignment problem). While Hungarian algorithm is most commonly used for a

linear assignment, there is no polynomial time algorithm for the QAP. The proposed algorithm

derives a grid type layout among unit distances of a distance matrix. And, we apply max-flow/

min-distance approach to assign this grid type layout in such a descending order way that the

largest flow is matched to the smallest unit distance from flow matrix. Evidences from implementation

results of the proposed algorithm on various numerical grid type QAP examples show that a

solution to the QAP could be obtained by a polynomial algorithm.

▸Keywords : LAP, QAP, NP-complete, Max-flow/Min-distance, Grid type
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I. 서 론

할당문제 (assignment problem, AP)는 1차원과 2차원

으로분류된다. 1차원할당문제는선형할당문제 (linear AP,

LAP)라 하며,  ⋯의 작업을  ⋯ 기계에서

수행하는 × 비용행렬 가주어졌을때, 중복없이   

로할당할경우최소의비용합인최적해  
  




  



를찾

는 문제이다[1,2]. 반면에, 2차원 할당문제 (quadratic AP,

QAP)는 컴퓨터 회로기판에 전자부품을 배치하는 경우, 또는

병원의 X-RAY실, 진료실 등을 배치하는 경우로 개 시설

(facilities)과 개영역 (locations or area)이존재하며, 

개위치간거리정보인 × 거리행렬 와 개의시설간의

유동량 정보인 × 유동행렬 가 주어질 경우, 유동량을

최소화하도록 배치하는 문제이다[3].

QAP는 1957년에 Koopmans와 Beckman이 건물 배치

문제 (facility location problem)를모형화하기위해처음으

로 제기한 이래, 정확한 알고리즘은 분기한정법 (Branch-

and-bound) 기법이 40여년간연구되고있다. 또한, 휴리스

틱한근사알고리즘으로구성알고리즘, 제한된나열방법, 유

전자알고리즘등이제안되고있다[3,4]. QAP는극도로어려

운문제로현재까지다항시간으로풀수있는알고리즘이알려

져 있지 않아 NP-완전 (NP-complete) 문제로 분류되고 있

다[3]. 일반적으로, QAP는 의 가능한 할당경우수가 존재

한다. 그러나 엄밀히 말하면 대칭행렬로 개가 존재한다.

QAP의 대표적인 사례로 병원 시설 배치문제 (Hospital

layout problem)와 전자회로 배선문제 (Steinberg wiring

problem)가 있다[3,5,6]. 병원 시설 배치문제는 각 시설간

의 거리가 일정하지 않은 경우이고, 전자회로 배선문제는 각

위치간의거리가일정한사각형그리드(grid, mesh, or lattice)

형태이다. 이를 줄여서 그리드형이라 한다.

본 논문은 그리드형의 QAP에 대한 알고리즘을 제안한다.

2장에서는그리드형의QAP 사례들과최적해에관한연구를

고찰한다. 3장에서는그리드형 QAP의 최적해를찾을수있

는 알고리즘을 제안한다. 4장에서는 제안된 알고리즘을 그리

드형QAP 사례들에적용하여최적해를찾는지평가해본다.

II. 관련 연구

LAP는 식 (1)의 조건을 만족하는 최적 해를 찾는다.

  min
  




  



 (1)

 
  



   for   ⋯


  



   for  ⋯

 ≥ for ∀

LAP의 최적 해를 찾는 헝가리안 알고리즘은 헝가리 수학

자인 Harold Kuhn이 1955년에 제안하고, 1957년에

James Munkres가 보완하였다. 따라서할당알고리즘또는

Kuhn- Munkres 알고리즘이라 부르기도 한다[7].

표 1은Kumar[2]와 Lee[10]에서인용된LAP이다. 행은

일을, 열은기계를, 행렬의값 은작업수행비용이다. 4개의

작업을 4개의 기계에 중복되지 않게 할당하여 총 작업비용을

최소화시키는 제약조건을 만족하는 최적 해를 찾아야 한다.


Machine

1 2 3 4

Job

1 1 4 6 3

2 8 7 10 9

3 4 5 11 7

4 6 7 8 5

표 1.  할당문제

Table. 1.  assignment problem

표1에대해헝가리안알고리즘을적용하여Kumar[2,10]가

찾은최적해는그림 1과같다. 헝가리안알고리즘은 “0”을모

두 포함하는 최소한의 선을 개 얻었으며, 작업을  

         로 할당하여 최적 해   

 을 얻는다.

그림 1. 의 헝가리안 알고리즘 적용

Fig. 1. Hungarian algorithm for 

QAP는 시설   ⋯, 영역   ⋯에 대해

 시설이 영역에 위치할 때   , 에서 로의 흐름양을
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, 영역간의거리를 라할때, 식 (2)를 만족하도록시설

을 영역에 배치하는 문제이다.

  min
  




  




  




  



  (2)

 
  



   for  ⋯


  



   for  ⋯

QAP의 최적해를찾는 다항시간 알고리즘이 알려져 있지

는 않다. 다만, 휴리스틱 방법으로 최적 해라고 알려진 다양

한 사례들이 QAPLIB[8]로 제시되어 있다. QAPLIB에서

그리드형 QAP들의 사례를 살펴보면 가장 간단한 문제가 그

림 2의 Nugent-6[9]이다.

그림 2. Nugent-6 QAP
Fig. 2. Nugent-6 QAP

Nugent-6[9]에 대해 거리행렬에서 최소값들을 연결하면

그리드형이된다. 흐름양행렬에서내림차순으로선택하여그

리드형으로 배치하면 최적 배치는        

      로 최적 해는   이다. 이러한 최

적배치를 찾기 위해   개의 가능한 경우수를 계산하

기는 쉽지 않다. 만약, 이 문제에 대해 헝가리안 알고리즘을

적용한다면  ×  ×행렬을 대상으로 LAP의 해를

구하여야 한다.

LAP와관련된최근연구로는 Lee[10,11]가 있지만 QAP

와 관련된 최근 연구 결과는 없는 실정이다.

III. 그리드형 QAP 알고리즘 제안

본 장에서는 그리드형 QAP에 대해 최적 해를 찾을 수 있

는 알고리즘을 제안하여 QAP에 대한 다항시간 알고리즘이

존재할 가능성을 제시한다. 즉, QAP는 다항시간 알고리즘이

존재하는지 여부를 알 수 없는 NP-완전이 아닌 다항시간 알

고리즘이 존재하는 P-문제임을 보인다.

제안알고리즘은최대흐름량 을최소거리  에

배치하는 최대흐름/최소거리 (Maximum-Flow/Minimum-

Distance, MFMD) 개념을 적용한다. 제안된 MFMD 방법

은 그림 3에 제시되어 있다.

Step 1. 주어진 QAP 거리행렬의 각 행에서 최소값 (단위거리,

거리=1)로 연결된 × 사각형 그리드를 얻는다.
Step 2. 거리행렬의 그리드형에 일치하도록 흐름양 행렬의

최대값부터 선택하면서 거리행렬의 그리드형과

일치하도록 배치.

① 모든 노드들이 연결될 때까지 흐름량 행렬의

값을 내림차순으로 최대값 연결

② 사각형 그리드를 찾음.

-     정점에 대해 사이클 거리≥5이

면 삭제

- 사이클 거리=4 그리드 중첩시 최대 그리드

선택

- 사이클 거리=3이 존재하면 최소값 삭제

③ 거리행렬의 그리드와 일치하도록 흐름량 행렬

의 다음 최대값 연결 배치

그림 3. MFMD 그리드형QAP 알고리즘
Fig. 3. MFMD algorithm for grid type QAP

첫 번째로, 주어진 QAP에 대해 거리행렬의 각 행에서 단

위거리 (거리=1)로 연결된 × 그리드를 찾는다. 만약,

그리드형이되지않으면랜덤한경우이므로본논문의범위를

벗어난 경우이다. 두 번째로, 모든 노드들이 연결될 때까지

흐름양 행렬의 최대값부터 선택하면서 사각형의 그리드를 찾

는다. 최종적으로거리행렬의 × 그리드형에일치하도록

배치한다. 우리가 궁극적으로 얻고자 하는 배치는 그리드형

(4각형의 4개 정점 사이클 존재)으로 거리=3인 삼각형 3개

정점간의 사이클 최소값 간선 또는 거리=5의 사이클의 최소

값은 삭제된다.

그림 2의 Nugent-6 QAP에대해제안된MFMD 알고리

즘을적용하면그림 4와같다. 흐름량이 10,5,4,3 순서로선

택하면 모든 노드들이 연결된다. 흐름량 2인  가 연

결되면 1-2-5-4-1의 그리드가 형성된다. 이러한 그리드형은
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거리행렬에서 얻은 × 그리드형과 동일하며, 최적 해인

  을 얻는다.

   

   

그림 4. Nugent-6의MFMD 그리드QAP 알고리즘
Fig. 4. MFMD grid QAP algorithm for Nugent-6

IV. 제안된 알고리즘 평가

본장에서실험에적용된데이터의실제값은QAPLIB[8]에

서 인용되었다. 그림 5는 Nugent-12 데이터로 거리행렬에

서 최소값인 “1”을 선택하면 × 그리드형태로 최적 해는

12-7-9-3-4-8-11-1-5-6-10-2 배열로   이다.

그림 5. Nugent-12
Fig. 5. Nugent-12

Nugent-12의 흐름량 행렬에서 최대값은 “10”으로 5개

가존재한다. 이들을연결하고, 다음으로최대값인 “6”을연결

하고 알고리즘을 수행한 결과는 그림 6에 제시되어 있다.

그림 6. Nugent-12의MFMD 그리드QAP 알고리즘
Fig. 6. MFMD grid QAP algorithm for Nugent-12

다음으로최대값 “5”인 13개에대해연결된경로상의노드

들사이를먼저연결하고, 다음으로독립노드들을가능한인

접된 경로상 노드들에 배치하고, 사각형을 형성하였다. 여기

서 차수     정점에 대해 사이클 거리가 5 이상이면

삭제된다. 또한, 사이클거리 2에서최소값이삭제된다. 왜냐

하면 그리드형은 ≤  ≤이고, 사이클 거리는 4이기

때문이다. 8-7-9-11-8의사각형이형성되어 4-8-11-4의삼

각형사이클에서최소값  이삭제된다. 또한, 사이클

거리가 5인  가 삭제된다.  에서   

로삭제되어③은⑨에만연결된다. 다음으로  이존

재하여 4-12-7-8-4의 사각형이 형성되어  이 삭

제된다. 나머지는 4-5-6-10-2-1의 경로를 형성할 수 있어

 이삭제된다. 거리행렬로부터얻은 × 그리드형을

생성하면 2-10-6-5-1-11-8-4-3-9-7-12 또는 12-7-9-3-

4-8-11-1-5-6-10-2가 된다.

그림 7은 Nugent-14 데이터에 대해 제안된 알고리즘을

적용한 결과이다. Nugent-14의 최적 해는 9-8-13-2-1-11

-7-14-3-4-12-5-6-10 배열로   이다.  

 는 사각형을 형성하여 삭제가 되지 않는다. 이로 인해

 이 삭제되고 8-9-11-7-8의 사각형이 형성되며,
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  가 연결되고 이후에  

 이 연결된 사각형이 형성된다.

그림 7. Nugent-14의MFMD 그리드형QAP 알고리즘
Fig. 7. MFMD grid QAP algorithm for Nugent-14

그림 8은 Nugent-15 데이터에 대해 제안된 알고리즘을

적용한 결과이다.

그림 8. Nugent-15의MFMD 그리드형QAP 알고리즘
Fig. 8. MFMD grid QAP algorithm for Nugent-15

Nugent-15의 최적 해는 1-2-13-8-9-4-3-14-7-11-10

-15-6-5-12 배열로   이다.  는 삼각형으

로연결이되지않고  가연결된다. 또한, 3-14-6-

15-3의 사각형이 형성된다. 이로 인해 8-9-11-7-8의 사각

형이 형성되며,    가 연결된다.

그림 9는 Nugent-16a 데이터에대해 제안된 알고리즘을

적용한 결과이다. Nugent-16a의 최적 해는 9-14-2-15-

16-3-10-12-8-11-6-5-7-1-4-13 배열로   이다.

그림 9. Nugent-16a의MFMD 그리드형QAP 알고리즘
Fig. 9. MFMD grid QAP algorithm for Nugent-16a

그림 10은 Nugent-17 데이터에대해제안된 알고리즘을

적용한 결과이다. 최적 해는 16-15-2-14-9-11-8-12-10-

3-4-1-7-6 -13-17-5배열로   이다.

그림 11은 Nugent-18 데이터에대해제안된 알고리즘을

적용한 결과이다. 최적 해는 10-3-14-2-18-6-7-12-15-4-

5-1-11-8 -17-13-9-16 배열로   이다.

그림 12는 Nugent-20 데이터에대해제안된 알고리즘을

적용한 결과이다. 최적 해는 18-14-10-3-9-4-2-12-11-

16-19-15-20-8-13-17-5-7-1-6 배열로   이다.

그림 13은 Krarup-30a 데이터의 거리행렬 그리드형 배

치이다. 이 데이터는 특이하게 14개와 16개로 구성된 2개의

그물이 독립적으로 존재한다. Krarup-30a의 최적 해는 23-

10-28-29-21-7-13-24-20-8-9-19-25-27-15-4-22-12-6-5

-16-11-3-2-17-1-30-26-18-14 배열로   이다.
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그림 10. Nugent-17의MFMD 그리드형QAP 알고리즘
Fig. 10. MFMD grid QAP algorithm for Nugent-17

그림 11. Nugent-18의MFMD 그리드형QAP 알고리즘
Fig. 11. MFMD grid QAP algorithm for Nugent-17

그림 12. Nugent-20의MFMD 그리드형QAP 알고리즘
Fig. 12. MFMD grid QAP algorithm for Nugent-20

그림 13. Krarup-30a 그리드형QAP
Fig. 13. Nugent-30a Grid QAP

Krarup-30a의 흐름양 행렬에 대해 내림차순으로 선택하

면서 제안된 알고리즘을 적용한 결과는 그림 14에 제시되어

있다. 첫 번째로 최대값인 “4”를 선택하여 그물을 구성한다.

다음으로 “3”인 값을 선택하여 그리드를 구성하고 규칙에 의

해불필요한선을삭제한다. 다음으로 “2” 값을선택하여연결

하고, 에 의해 2개 그리드가 연결된다.
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그림 14. Krarup-30a의MFMD 그리드형QAP 알고리즘
Fig. 14. MFMD grid QAP algorithm for Nugent-30a

그림 15는 36개의 전자부품을 배치해야 하는 Steinberg

배선 문제의그리드형태이다. Assad와 Xu[12]는 분기한정

법으로 풀기 위해 약 ×탐색트리 노드들에 대해 800

Mhz 팬티엄 Ⅲ PC로 186시간이 소요되었다.

Steinberg 배선 문제는 데이터가 많이 존재하여 행의 최

대값 4개, 열의최대값 4개중에서행과열이중복선택된것

을선정하는방법을적용하였다. 이들값에대해제안된알고

리즘을적용한결과는그림 16에제시되어있다. 이들값들로

연결된 망을 형성하고 불필요한 선을 삭제하였다. 다음으로

거리 합이 최소가 되도록 ①을 13, 12, 20에 가장 인접하도

록 13 옆에 배치하였다. 다음으로 ③과 ②의 위치를 상호 교

환하였으며, ⑭의 위치를 재조정하였다.

그림 15. Steinberg-36 배선그리드형QAP
Fig. 15. Steinberg-36 wiring grid QAP
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그림 16. Steinberg-36의MFMD 그리드형QAP 알고리즘
Fig. 16. MFMD grid QAP algorithm for Steinberg-36

본논문에서거론된실험데이터들에대해식 (2)의거리합

에 대한 알고리즘들의 성능은 표 2에 비교하여 제시하였다.

병렬알고리즘[9]은 10개데이터중에서3개에대해서만최적

해를 구할 수 있는 반면에, 제안된 알고리즘은 다항시간 알고

리즘임에도 불구하고, 10개 데이터 모두에 대해 QAPLIB[8]

에서 알려진 최적 해를 구할 수 있음을 알 수 있다.

문제
알려진
최적해
QAPLIB[8]

알고리즘

Parallel
algorithm[9]

MFMD
algorithm

Nugent-6 86 86 86

Nugent-12 578 578 578

Nugent-14 1,014 - 1,014

Nugent-15 1,150 - 1,150

Nugent-16a 1,610 1,610 1,610

Nugent-17 1,732 - 1,732

Nugent-18 1,930 - 1,930

Nugent-20 2,570 - 2,570

Nugent-30a 88,900 - 88,900

Steinberg-36a 9,526 - 9,526

표 2. 알고리즘들의최적해비교
Table 2. Compare with optimal solution of algorithms

V. 결론 및 추후 연구과제

본논문은지금까지다항시간으로해를구하는알고리즘이

알려져 있지 않은 QAP에 대해 그리드형에 한정된 알고리즘

을제안하였다. 제안된알고리즘은거리행렬의최소값들로구

성된 그리드형에 적합하도록 흐름양 행렬의 최대값부터 내림

차순으로 선택하면서 그리드형을 형성하는 최대흐름/최소거

리 배정 법칙을 적용하였다.

제안된 알고리즘은 다양한 그리드형 QAP에 적용한 결과

최적해를다항시간내에구할수있는알고리즘이존재할수

있음을 보였다.

추후, 그리드형에 비해 보다 해를 구하기 어려운 거리 행

렬값이랜덤한병원이나공장배치문제인랜덤형 QAP에 대

한 알고리즘을 연구할 계획이다.
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