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Abstract

Design sensitivity analysis and topology design optimization for a piezoelectric crystal resonator are developed. The piezoelectric 

crystal resonator is deformed mechanically when subjected to electric charge on the electrodes, or vice versa. The Mindlin plate 

theory with higher-order interpolations along thickness direction is employed for analyzing the thickness-shear vibrations of the 

crystal resonator. Thin electrode plates are masked on the top and bottom layers of the crystal plate in order to enforce to vibrate 

it or detect electric signals. Although the electrode is very thin, its weight and shape could change the performance of the resonators. 

Thus, the design variables are the bulk material densities corresponding to the mass of masking electrode plates. An optimization 

problem is formulated to find the optimal topology of electrodes, maximizing the thickness-shear contribution of strain energy at the 

desired motion and restricting the allowable volume and area of masking plates. The necessary design gradients for the thickness- 

shear frequency(eigenvalue) and the corresponding mode shape(eigenvector) are computed very efficiently and accurately using the 

analytical design sensitivity analysis method using the eigenvector expansion concept. Through some demonstrative numerical 

examples, the design sensitivity analysis method is verified to be very efficient and accurate by comparing with the finite difference 

method. It is also observed that the optimal electrode design yields an improved mode shape and thickness-shear energy.
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1. 서    론

압전 수정진동자(Piezoelectric Crystal Resonator)는 

압전 수정(Piezoelectric Crystal)과 수정 표면에 도금되는 

전극경(Electrode)으로 구성된다. 압전 수정진동자에는 두 

가지 압전 효과가 발생된다. 첫번째는 직접적인 압전 효과

(Direct Piezoelectric Effect; Cady, 1946)로서 전극경

을 통해 전하가 가해졌을 때 수정이 기계적으로 변형하는 것

을 말한다. 두번째는 반대로 수정이 강제적으로 진동하면 전

극경 사이에 전기장이 발생하는 효과이다. 가장 간단한 형태

의 압전 진동자는 하나의 수정판과 수정판 양면에 동일한 모

양으로 도금되는 전극경이다. 이때 수정판은 그 형태와 잘린 

방향에 따라 다양한 타입이 존재한다. 본 연구에서는 고차진

동인 두께방향 전단 진동(Thickness Shear Vibration)에 

적합한 AT-컷 쿼츠(AT-cut Quartz) 수정판(Bottom, 1982)

을 사용한다. At-컷 쿼츠 압전 수정진동자는 원하는 설계주파수

에서 두께방향 전단 진동 모드(Thickness Shear Vibration 

Mode)를 통해 요구되는 전기적 신호를 발생시켜야 한다. 그

러나 압전 수정판은 부도체이므로 전기적 신호를 얻기 위해

서 수정판의 양면에 동일한 모양으로 얇은 층의 전극경을 도

금한다. 전극경은 가급적 수정진동자의 기계적 진동에 방해

가 되지 않고 전기적 신호만 검출할 수 있도록 연성이 좋은 
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Fig. 1 Piezoelectric body

금이나 은을 사용하지만, 전극경 도포로 인해 수정판 표면의 

부가질량이 증가하기 때문에 기계적인 영향이 나타난다. 전

극경에 대한 연구는 여러 학자들에 의해 연구되어 왔다

(Mindlin, 1963; Tiersten, 1969; Lee et al., 1987). 

현재까지는 전극경 형상을 정하기 위해 설계자의 경험과 실

험값들에만 의존하고 있기 때문에 적절한 형상을 얻기가 용

이하지 않았다. 따라서 본 연구에서는 수정진동자에 대하여 

위상 최적설계 기법을 적용하여 최적의 전극경 형상을 찾아

내는 방법을 제안하고자 한다.

고차 민들린(Mindlin) 판이론에 기반한 유한요소법을 통해 

압전 수정진동자의 자유진동 거동을 해석하였다. 압전 수정진

동자는 얇은 판이면서 두께방향의 전단변형을 해석하기 때문

에 두께방향으로는 고차 형상함수를 사용하는 고차 민들린 판

이론(Mindlin, 1984)을 도입하였다. 압전 수정진동자의 지

배방정식은 기계적 운동방정식과 정전기적 전하방정식으로 구

성된다. 두 방정식은 압전 재료에 대한 구성방정식을 통해 연

성되며 고유치 해석을 통해 두께방향 전단모드 주파수(고유치) 

및 거동(고유벡터) 등을 산출한다. 압전 수정진동자의 수치 해

석기법을 위상 최적설계 기법과 결합하여 최적의 기계적, 전기

적 성능을 발휘하는 압전 수정진동자의 전극경 형상을 얻고자 

한다. 위상 최적설계 문제는 필연적으로 매우 많은 수의 설계

변수를 가지고 있기 때문에 효율적인 설계민감도 해석이 필수

적이다. 본 연구에서는 연속체에 기반한 설계민감도 해석을 통

해 고유치 및 고유벡터의 설계구배를 효율적이고 정확하게 계

산한다. 계산된 설계민감도를 위상 최적설계의 목적함수 및 제

약조건의 설계민감도를 구하는데 사용함으로써 매우 효율적인 

위상 최적설계가 가능하게 하였다.

본 논문의 2장에서는 고차 민들린 판 이론을 도입하여 압

전 수정진동자의 고유치 해석 문제를 구성한다. 또한 전극경

의 영향을 해석 이론에 포함시키도록 고유치 해석 문제를 수

정한다. 3장에서는 목적함수의 설계 구배를 계산하기 위해 

고유치와 고유벡터의 설계민감도 해석을 한다. 엄밀하고 효

율적인 설계민감도 해석을 위해 연속체에 기반한 해석적 설

계민감도 해석법을 제안한다. 소개된 고유치 해석 및 설계민

감도 해석과 결합하여 4장에서는 위상 최적설계 문제를 정식

화한다. 5장에서는 수치예제들을 통해 개발된 설계민감도 해

석 및 위상 최적설계 기법을 검증한다.

2. 압전 수정진동자 고유치 해석

2.1 선형 압전 이론(Linear Piezoelectricity)

Fig. 1과 같이 표현되는 압전체(Piezoelectric Body)를 

고려하자. 압전체는 영역 와 닫힌 경계 로 구성된다. 또

한 경계는 기계적 표면력 경계 , 변위경계 와 전기적 표

면전하 경계 , 전기적 포텐셜 경계 로 구성되며, 각각의 

경계는 아래 식과 같은 조건을 만족한다.

∩ ∅ ∩ ∅ (1)

∪  ∪  (2)

압전체는 또한 기계적 체적력 와 에서 표면력 , 에서 

 , 에서 전하 , 에서 의 경계조건을 만족한다. 은 경

계에서의 법선벡터이다.

운동방정식과 정전기적 전하방정식은 다음과 같이 주어진다.

    (3)

     (4)

여기서,     는 각각 응력텐서, 체적력, 질량밀도, 

기계적 변위, 전기적 변위를 의미한다. ∙와  ∙는 편미

분과 시간에 대해 두 번 미분하는 것을 나타낸다. 경계조건

은 다음 식들과 같다.

     (5)

    (6)

     (7)

   (8)

기계적 및 전기적 응답은 다음 구성방정식을 통해 연성된다.

    (9)

    (10)

여기서,   는 각각 강성(Mechanical Stiffness), 

압전 변형량 계수(Piezoelectric Strain Constant), 유전
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Fig. 2 Higher-order Mindlin Plate Model

율(Dielectric Permitivity)을 의미한다. 또한 변형율-변위 

관계식과 전기장-포텐셜 관계식은 다음과 같이 표현된다.

  

   (11)

  (12)

2.2 압전 수정판의 고유치 문제

Fig. 2와 같이 표현되는 판 요소를 고려하자. 는 두께

방향 좌표계이고, 과 는 중심면(Mid-surface)에서의 

좌표계를 의미한다. 2와 2는 각각 수정판의 두께와 수정판 

한 면에 마스킹된 전극경의 두께를 의미한다.

고차 민들린 판 이론(Mindlin, 1984)에서는 두께방향 변

형 및 전기적 응답을 엄밀하게 표현하기 위해 기계 변위와 

전기 포텐셜을 두께방향으로 무한급수 전개를 하여 다음과 

같이 표현한다.

 





 (13)

  



 (14)

여기서, 
와 는 각각 기계적 변위와 전기적 포텐셜의 

2차원 차 요소가 된다. 식 (11)과 식 (12)를 사용하여 변

형율-변위 관계식과 전기장-포텐셜 관계식은 다음과 같이 표

현할 수 있다.

  

   






 (15)

   





 (16)

여기서, 
과 

는 각각 기계적 변형율과 전기장

의 2차원 차 요소로 다음 식으로 나타난다.


  



 

 
 

 (17)


 

 
 (18)

또한 식 (9), (10)으로부터 압전 재료의 2차원 선형 구성

방정식은 다음과 같다.

    (19)

    (20)

여기서, 차 기계적 응력과 전기적 변위는 다음과 같다.

  





  (21)

 







   





  (22)

 







또한, 은 두께방향 적분에 의해 나타나는 적분상수로

서 다음과 같다.

 












 

  

(23)

전극경은 압전 수정판의 상/하 표면에 대칭적으로 매우 얇

게 도포되는 금 또는 은 등의 재료로서 전극경에 의한 구조 

강성 혹은 전기적 영향은 극히 미미하다. 따라서 전극경에 

의한 영향은 부가적인 질량에 의한 효과가 지배적이기 때문

에 지배방정식인 식 (3)과 식 (4)는 다음과 같이 구성된다.

  
 (24)

   (25)

식 (24), (25)로부터 유도되는 2차원 변분방정식은 다음

과 같다.






Ω



Ω (26)
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




Ω


Ω






Ω



Ω(27)

여기서, 는 수정판의 밀도를 의미하며, Ω는 판의 중심면을 

의미한다. 또한 고유치 는 고유진동수 의 제곱수를 의미

하며, 와 는 각각 와 의 변분을 의미한다. 은 전극

경과 수정판의 질량비로 다음과 같으며 는 전극경의 밀도가 

된다.




(28)

식 (26), (27)에서 와 를 일반화된 변위장으로 표현하

고 유한요소로 이산화하면 다음과 같이 일반화된 유한요소 

정식화가 가능하다(Wang et al., 1999).



 


 (29)

여기서,

Ω
Ω Ω

Ω (30)

또한, 는 이산화된 자유도 벡터로 식 (29)와 같은 자유

진동문제의 고유벡터가 된다.

3. 연속체 기반 설계민감도 해석

3.1 고유치 설계민감도

설계변수 에 대해 식 (29)는 다음과 같이 표현될 수 있다.

 ≡ 

 


≡ 

for all ∈ (31)

여기서, 와 는 번째 고유치와 고유벡터를 의미한다. 균

일(Homogeneous) 경계조건을 만족하는 변위벡터 공간 

는 다음과 같이 정의된다. 여기서 는 경계조건을 부여하며 

설계변수에 무관하다.

 ∈    (32)

 ′ ′ (33)

′ ′ ′ for all ∈

식 (33)은 모든 ∈ 에 대해 성립하므로,  로 두고 

 ∙∙과 ∙∙의 대칭성을 고려하여 다음과 같이 정

리할 수 있다.

′   ′ ′  (34)

′  ′ 

또한 ′∈ 이므로, 식 (34) 우항의 대괄호 항은 0이 된다. 

따라서 번째 고유치의 설계민감도를 다음과 같이 얻는다.

′ 
′  ′ 

(35)

또한 정규화 조건   을 적용하면 다음을 얻는다.

′  ′ ′  (36)

3.2 고유벡터 설계민감도

 자유도계에서 고유벡터의 설계민감도는 전체 고유벡터

의 선형합으로 근사가 가능하다(Nelson, 1986).

′ 




 (37)

여기서, 는 임의의 상수가 된다. 먼저 를 계산하기 위해 

식 (37)을 식 (33)에 대입하면 다음과 같다.







 






 (38)

′ ′ ′    ∈

식 (38)는 모든 ∈ 에 대해 성립하므로  ≠ 

로 둘 수 있다. 또한 다음의 정규화 조건

   (39)

   (40)

을 적용하면 ≠를 계산할 수 있다.

 

′  ′ 
≠  (41)
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(a) Crystal plate model and selected elements

(b) Design domain

Fig. 3 Crystal plate model and design domain

따라서 식 (37)은 다음과 같이 분리된다.

′ 




 (42)

를 구하기 위해   을 설계에 대해 변분을 취

한다.

 ′ ′    (43)

식 (43)에 (42)를 대입하고 (40)을 적용하면 다음을 얻

는다.

  


′  (44)

4. 위상 최적설계 정식화

압전 수정진동자는 두께방향 전단진동으로부터 전기적 신

호를 검출하기 위해서 사용되므로, 전기적 신호를 보다 명확

하게 얻어내기 위해서는 전단진동이 지배적인 모드형상을 구

현해야 한다. 이를 위해서 전단변형에 의한 에너지를 최대화

하도록 위상 최적설계 문제를 다음과 같이 구성한다.

Maximize (45)






Ω



Ω

Subject to

ΩΩ≥ (46)

Ω ≥ Ω≥ (47)

여기서, , 는 각각 전단 변형에너지와 정규 재료밀도 함수

를 뜻한다. 또한 첫번째 제약조건은 전극경에 의해 발생하는 

부가질량이 전단변형을 구속하기 때문에 최저 사용 재료량 

과 최저 집중 사용재료량 을 부여해서 전극경 형상을 

유지하도록 하였다. 여기서 정규 재료밀도 값의 기준은 형

상을 유지할 수 있도록 경험적으로 0.7을 부여하였다. 설계

변수는 각 요소의 전극경의 밀도와 관련되는 재료밀도 함수

이다.

  
    (48)

여기서, 는 집중된 재료분포를 얻기 위한 벌칙인자(Penalty 

Parameter)이며 수치적 특이점(Singularity)을 피하기 위해 

최소점 을 부여하였다.

   ≤  ≤  (49)

목적함수를 설계변수에 대해 미분을 취해서 얻어진 목적함

수의 설계민감도는 다음과 같다.













(50)

여기서, 변형에너지 는 설계변수에 대해 명시적 종속성이 없

으므로 0이고, 는 고유벡터의 설계민감도이다.

5. 수치예제

5.1 설계민감도 해석 검증

설계민감도 식 (50)의 정확성 및 효율성을 알아보자. 설

계 민감도가 정확하게 구해졌는지 확인하기 위해서, 유한차

분법을 이용하여 검증한다. Fig. 3(a)와 같이 너비와 폭이 
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(a) Model A

(b) Model B

Fig. 5 Design domain of crystal plate

(a) Distributions of design sensitivities

(b) Comparison with finite difference sensitivities

Fig. 4 Verification of design sensitivities

각각 1750µm이고 두께(2b)가 100µm인 수정판을 고려한

다. 수정판과 전극경의 밀도는 각각 2649×10-18kg/(µm)3와 

1049×10-8kg/(µm)3이다. 사용된 전극경은 은(Ag, silver)

이며, 두께(2)는 10-4µm이다. 모델은 100개의 고차 민들린 

판 요소로 구성되어 있다. 설계변수는 전극경의 밀도와 연관

이 되는 각 요소의 정규 재료밀도 함수 이며, Fig. 3(b)에 

나타나 있는 회색부분만 설계영역으로 설정한다. 설계영역에 

아닌 부분은 전극경이 마스킹되지 않는다.

성능함수는 위상 최적설계의 목적함수와 동일하게 전단 변

형에너지 로 하였다. 각 요소의 정규 재료밀도 함수에 대한 

설계민감도 해석 결과를 Fig. 4(a)에 나타내었고, 설계민감도 

해석값과 유한차분법의 결과를 Fig. 4(b)에서 비교하였다.

은 설계민감도 해석을 통해 해석적으로 구한 결과를 

∆∆는 유한차분법을 통해 구한 결과를 의미한다. 유한

차분법의 결과와 거의 일치함을 알 수 있다. 또한 전체 설계

변수에 대한 설계민감도를 구하는데 유한차분법은 약 8883.2

초가 걸린 반면, 해석적인 방법은 약 0.15%정도인 13.7초가 

소요되어 매우 효율적이며 정확함을 알 수 있다(Xeon CPU 

2.4GHz, 2GB RAM 기준).

5.2 압전 수정진동자의 위상 최적설계

Fig. 5와 같은 196개의 요소로 이루어진 수정판을 고려하

자. 회색부분은 설계영역을 의미하며 Fig. 3(a)의 수정판과 

동일한 크기와 물성치를 가진다. 두 모델에 공통적으로 와 

는 각각 설계 영역의 40%, 20%로 설정하였다.

단순한 위상이 나오는 모델 A의 경우는 벌칙인자 는 1, 

전극경의 두께 2는 10-4µm로 설정하고, 뚜렷한 위상이 잘 

나오지 않는 모델 B는 는 2,는 10-6µm로 설정하였다. 일

반적으로 전극경은 수정판의 상/하 표면에 대칭적으로 마스

킹되기 때문에 본 연구에서는 한 면의 전극경만을 독립적인 

설계영역으로 취급하고 다른 한 면은 설계영역에 나타나는 

분포와 대칭적으로 전극경을 분포시키도록 설정하였다.
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Natural frequency 110.07 MHz

Thickness shear strain energy 10462.22 J

(a) Before optimization

Natural frequency 109.93 MHz

Thickness shear strain energy 10743.02 J

(b) After optimization

Fig. 7 Performances of original and optimal designs

(a) Model A

(b) Model B

Fig. 6 Optimal designs of topology optimization

위상 최적설계 결과는 Fig. 6과 같다. 두 모델에 공통적으

로 전단 변형에너지를 높이기 위해서 전극경이 중앙으로 집

중되어 배치되는 것을 확인할 수 있다. 이미 상용화되어 사

용되고 있는 대부분의 압전 수정진동자들에 마스킹된 전극경

이 수정판의 중앙부에 집중적으로 분포하는 형상을 보이고 

있는 것과 비교하더라도 위상 최적설계가 타당한 방향을 제

시하고 있는 것을 알 수 있다. 또한 위상 최적설계를 이용하

면 수치적으로 전극경의 형상을 결정하기 때문에 보다 높은 

성능을 내는 형상을 결정할 수 있다.

위상 최적설계에 의한 성능개선 효과를 확인하기 위해 모

델 B에 대해서 모드 형상과 고유진동수, 전단 변형에너지를 

Fig. 7에서 비교하였다. 초기 재료분포에서의 모드형상보다 

위상 최적설계 후의 모드형상이 전단변형을 좀 더 구체적으

로 나타내고 있음을 확인할 수 있다. 고유진동수는 0.1% 정

도로 거의 변화가 없지만, 전단 변형에너지는 약 2.6%정도 

개선된 것을 알 수 있다. 고유진동수는 설계주파수에 해당하

는 것으로 위상 최적설계에 의한 변화가 거의 없어야 하므로 

타당한 방향임을 알 수 있다. 또한 전단 변형에너지의 절대

적인 증가량은 작아 보이지만, 설계주파수에 해당하는 모드 

자체가 전단변형이고, 전체 변형에너지의 86.3%를 차지하던 

전단 변형에너지가 위상 최적설계 후에는 88.9%로 증가한 

것이므로 실제 성능개선은 상당한 것으로 볼 수 있다.

6. 결    론

본 연구에서는 압전 수정진동자의 성능 향상을 위한 전극

경의 최적배치를 찾기 위해 위상 최적설계 기법을 개발하였

다. 설계변수는 전극경의 질량 밀도와 관계되어 있으며, 수정

판의 상/하 표면에 대칭으로 도포되는 전극경의 특성을 이용

하여 한 면의 전극경 영역만 설계영역으로 설정하고 다른 한 
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요  지

본 논문에서는 압전 수정진동자의 설계민감도 해석 및 위상 최적설계 기법을 개발하였다. 압전 수정진동자는 가해지는 전

하에 의해 두께방향 전단 변형하게 되거나, 혹은 그 반대방향으로 기계 변형에 의해 전기적 신호를 검출하게 된다. 엄밀한 

두께방향 전단해석을 위해 두께방향으로 고차 보간을 하는 고차 민들린(Mindlin) 판 이론을 도입하였다. 압전 수정진동자에

서 수정판은 부도체이기 때문에 전기적 신호를 검출하거나 전기적 신호에 의해 수정판을 기계적으로 진동시키기 위해 수정

판의 상/하 표면에 얇은 전극경을 도포한다. 비록 전극경이 매우 얇기는 하지만 그 무게와 형상에 따라 진동자의 거동이 달라

지기 때문에, 설계민감도 해석 및 위상 최적설계를 위한 설계변수는 전극경의 질량 밀도와 관계된다. 따라서 위상 최적설계 

문제는 두께방향 전단 변형에너지를 최대화하는 최적의 전극경 분포를 구하도록 구성한다. 또한 보다 의미있는 설계안을 얻

기 위해 전극경의 재료량과 면적에 제약조건을 부여한다. 두께방향 전단 주파수(고유치)와 상응하는 모드형상(고유벡터)에 

대한 설계구배는 고유벡터 확장법을 이용한 해석적 설계민감도 해석법을 통해 매우 효율적이고 정확하게 계산될 수 있다. 수

치예제를 통해 제안된 해석적 설계민감도가 유한차분 설계민감도와 비교하여 매우 효율적이고 정확하게 계산됨을 확인하였

다. 또한 위상 최적설계를 통해 도출된 최적 전극경 설계가 모드형상과 두께방향 전단 변형에너지를 개선시킴을 확인하였다.

핵심용어 : 압전재료, 수정진동자, 고유치 해석, 위상 최적설계

면은 설계영역에 따라 변화하도록 설정하였다. 연속체 기반

의 설계민감도 해석을 통해 고유치와 고유벡터의 설계변수에 

대한 구배를 엄밀하고 효율적으로 계산할 수 있었다. 연속체 

기반 설계민감도 해석은 유한차분법을 통한 민감도 해석에 

비해 약 0.15%정도의 계산시간만 필요하고 매우 정확하게 

계산됨을 확인하였다. 또한 유도된 설계민감도를 위상 최적

설계에 적용하였다. AT-컷 쿼츠 수정판의 두께 방향 전단 

변형을 엄밀하게 구현하기 위해서 두께방향으로 고차 형상함

수를 사용하는 고차 민들린 판 이론을 도입하였다. 수치 예

제를 통해서 위상 최적설계를 통해 설계주파수를 변경하지 

않으면서 전단변형 모드가 보다 명확하게 나올 수 있는 결과

를 제시할 수 있음을 확인하였다. 또한 설계영역에 따라서 

다양한 위상을 얻을 수 있음을 알 수 있었다.
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