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루드-후르비쯔 (Routh-Hurwitz) 안정성 판별법을 이용한

인간의 임피던스가 포함된 햅틱 시스템의 안정성 분석
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요  약 햅틱 시스템에는 사용자인 인간이 항상 포함되므로,인간 임피던스에 의한 시스템 안정성 분석이 필요하다.특히,

일차 홀드 방식의 햅틱 시스템에 한 인간 임피던스의 안정성 향 분석이 미진하다.본 논문에서는 선형 2차 시스템으로

모델화된 인간의 임피던스 모델을 포함하는,일차 홀드 방식의 햅틱 시스템에 한 안정성을 루드-후르비쯔

(Routh-Hurwitz)안정성 별법을이용하여해석했다.가상벽모델인가상스 링상수( )의안정성 역과인간임피던

스의 질량 ( ), 핑 ( ),그리고 스 링 상수 ( )와의 계를 루드-후르비쯔 안정성 별법을 이용하여 분석한 결과,

스 링 상수 ( )가 일정할 때 가상 스 링 상수 ( )는 인간 임피던스의 질량 ( )과 핑 ( )의 제곱근에 비례했다.

한 인간 임피던스의 질량 ( ) 는 핑 ( )가 일정할 때 가상 스 링 상수 ( )는 스 링 상수 ( )의 0.48배만큼

감소했다.이를종합하여  ≤      의모델을제안했고,이론값들과제시된모델로부

터계산된값을비교한결과평균 인상 오차가0.5%로작게나타났다.제시된모델이인간임피던스모델과가상스 링

상수와의 계를 비교 잘 표 하고 있다.

Abstract  This paper presents the stability analysis of the haptic system including a human impedance using the 

Routh-Hurwitz criterion. The reflective force is computed from a virtual spring model and is transferred to a human 

operator using the first-order-hold method. The stability boundary conditions are induced and the relation among a 

virtual spring ( ), the mass ( ), the damping ( ) and the stiffness ( ) of a human impedance is analyzed. 

Hence the stability boundary of the virtual spring ( ) is proposed as  ≤     

when the sampling time is 1 ms. The average relative error is about 0.5% when the mathematical analysis results 

are compared with the results of the stability boundary model. 
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1. 서론

햅틱시스템은양방향상호작용하는시스템으로서인

간의인지능력향상을 한도구[1], 는가상 실의

실감 몰입감을 증강시키기 한 도구로써 활용된다.

햅틱시스템의구성요소에는항상사용자인인간이포함

되므로 햅틱 시스템의 안정성을 해석할 때에는 인간 모

델의 향을 고려해야 한다.

햅틱 시스템의 안정성에 한 해석 방법 수동성

(passivity)를 이용하는 경우에는 인간 모델이 수동 이

라고 가정하여 햅틱 시스템에서 안정성에 향을 주지

않을것으로고려한다.그래서샘 링주기,쿨롱마찰력,

양자화 요소를 고려하여 햅틱 시스템의 수동성 조건을
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유도한 연구[2]와 가상 커 링 개념으로 햅틱 시스템의

수동성 조건을 유도한 연구[3]에서는 인간 모델이 고려

되지않았다.인간의힘반응특성을고려하여비선형가

상 커 링 방법을 제안한 연구[4]에서도 인간 모델의 임

피던스가햅틱시스템의안정성에미치는 향을분석하

지는않았다.루드-후르비쯔(Routh-Hurwitz)안정성

별법을 이용하여 인간 모델을 포함한 햅틱 시스템의 안

정성을 해석한 연구[5]에서는 선형2차 시스템으로모델

화된 인간 모델의 임피던스가 안정 인 가상 스 링 상

수의 범 를 더 증가 시켜 을 보 다.그 지만 이러한

연구들에서는 샘 -홀드 방식이 차홀드 (Zero-Order

-Hold;ZOH)로 가정한 경우의 결과들이다.최근에는 가

상 벽에 한 몰입감과 실감을 증강시키기 해서 가

상스 링상수를안정 으로증가시키기 한방법으로

일차홀드(First-Order-Hold;FOH)의샘 -홀드방식을

이용하는방법이제시된다.[6][7]샘 링주기,햅틱장치

의 질량과 핑이 햅틱 시스템의 안정성에 미치는 향

이 분석되고 시뮬 이션을 통해 인간 모델의 질량, 핑

상수,스 링상수와 가상 벽의 가상 스 링 상수와의

계가 각각 유추되었다.그러나 시스템의 안정성을 별

하는과정이수작업에의존하는 계로충분한데이터를

얻는 데에는 어려움이 있었다.

본논문에서는샘 -홀드방식이일차홀드일때인간

모델의임피던스가햅틱시스템의안정성에미치는 향

을루드-후르비쯔(Routh-Hurwitz)안정성 별법을이

용하여해석한다.유도된조건식과 로그램을이용하여

안정 인 가상 스 링 상수의 최 값을 보다 쉽고,정확

하게 구한다.그리하여 인간 모델 임피던스와 가상 벽의

가상스 링상수와의 계를보다정확하게종합 으로

유도한다.

2. 인간 임피던스 모델  

인간의 임피던스 모델은 햅틱 장치를 조작하는 신체

부 ,자세 조작하는힘의크기에따라변하기때문에

특정 모델로 규정하기가 어렵지만,일반 으로 선형 질

량, 퍼,스 링으로 구성된 선형 2차 시스템으로 모델

화한다.Tsuji[8]은 질량, 퍼,스 링으로 모델화된 선

형2차모델을이용하여다 팔의운동환경에서일정

자세를유지하고있을때인간손의임피던스특성을연

구하 다.Kuchenbecker[9]은 선형 2차 모델을 활용하

여3개손가락으로스타일러스를쥐고있는상태에서쥐

는힘의크기에따른인간손목의임피던스변화를연구

하 다.기존 연구 결과들 일부는 Table1과 같다.

따라서본논문에서도식(1)과같이인간임피던스모

델을질량( ), 핑( ),스 링상수( )로구성된

1-자유도선형2차시스템으로모델화하고,이를토 로

루드-후르비쯔 별법을 이용하여 햅틱 시스템의 안정

성에 미치는 향을 해석한다.여기서  는 변 이고,

 는 힘이다.

           (1)[7]

[Table 1] Human impedance values 

Mass

(Kg)

Damping

(Ns/m)

Stiffness

(N/m)

Hand[8]

1.54 7.17 105.72

1.45 6.36 81.21

1.48 8.37 98.82

1.48 8.54 96.75

wrist[9]

0.135 4.5 440

0.150 6.0 520

0.130 4.3 560

0.160 6.0 500

3. 시스템 블록선도와 안정성 해석  

인간 모델,햅틱 장치,가상 벽으로 구성된 햅틱 시스

템의 제어 블록선도는 Fig.1과 같다.

[Fig. 1] Block diagram of haptic system with a virtual 

wall and a human model.

인간모델  ,햅틱장치  ,가상벽  ,데

이터 홀드인    는 각각 (2)∼ (5)와 같다.그리고

샘 링 주기는 이다.
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(2)

   


(3)

   (4)

    







 
(5)[7]

인간 임피던스 모델의 라 라스 달함수  에서

 , , 는 각각 질량, 핑,스 링 상수이다.햅틱

장치 모델의 라 라스 달함수  에서  와  는

각각 햅틱 장치의 질량과 핑 상수이다.

가상 벽 모델의 z- 달함수  는 가상 벽의 스

링상수  이다.데이터홀드방식 일차홀드의라

라스 달함수는   와같다.따라서제어블록선도

달함수의 특성 방정식을 유도하면 (7)과 같다.

  
  
 




(6)

   
 

 
      (7)

식 (7)에서 루드-후르비쯔 (Routh-Hurwitz)안정성

별법을 용하려면 우선 s- 역의 달함수를 z- 역

의 달함수로 변환해야한다.따라서  안의 달함

수는 (8)과 같이 정리된다.

 
 

 

      




 


 

 


         

      


         

     
(8)

where 


,  ,   ,

 



 
 
,  

 
,

 


,  ,

 
 

  

조건:       (9)

식(8)과같이유도되기 한 제조건이(9)이다.그

런데 Table1의 인간 모델의 임피던스와 햅틱 장치

PHANToM1.0의임피던스[2],질량은0.072kg, 핑상

수는 0.005Ns/m를 통해 (9)를 검토해보면 언제나 성립

한다.따라서 부분의 햅틱 시스템에서는 (8)이 성립된

다.따라서 달함수의 특성 방정식은 (10)과 같이 유도

된다.식(10)에서의 ,,,는각각(8)의 ,,

,와 같다.


   (10)

where

  
   

 
   

 
  

   

 
    

 

  
 

     
 

루드-후르비쯔 (Routh-Hurwitz)안정성 별법을

용하기 해서는 z- 역에서 다시 - 역으로 변환하

여야 한다.따라서 (10)에 


을 입하여 에

한 다항식으로 정리한 결과는 (11)이다.


 

     (11)

where

  
       ,

 ,

 ,

 ,

 
   ,

   
   

 
   ,
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식 (11)의 에서        =

      으로 변환할 수

있으며,이 값은 언제나 0보다 크다. 도

항상0보다크므로, 는항상성립한다.따라서루

드-후르비쯔(Routh-Hurwitz)안정성 별법에의한햅

틱 시스템 안정성 조건은 (12)∼ (14)으로 정리된다.

   (12)

   (13)

   (14)

식(12)∼(14)를모두만족하는,가상벽의가상스

링상수  의범 에 한 계식을단순화하기는어렵

다.따라서 수치해석 방법 이분법 알고리즘을 응용하

여 로그램을구 한후,주어진조건,,, ,에

서의  최 값을 계산한다.

4. 시스템의 안정성 영역 해석  

안정성조건을유도하기 한(9)를만족하는범 내

에서인간임피던스모델의물성치변화에따른가상스

링상수  의최 값을분석한다.햅틱장치의물성치

는 상용 햅틱 장치인 PHANToM 1.0에 한 질량은

0.072kg, 핑 상수는 0.005Ns/m,샘 링 주기는 1ms

를 사용한다.[2]

인간 임피던스 모델에서 질량   와 가

상스 링상수  의 계는Fig.2와같다.Fig.2의5개

그래 에 한 추세선의 식은 (15)와 같이 일반화되며,

그래 별 계수는 Table2와 같다.다양한  값 모두에

해  는   에 비례한다.Figs.2∼3에서

사용된  는 Table1의 손의 스 링 상수의 평균값인

95.63N/m이다.

[Fig. 2] Maximum stiffness ( ) for guaranteeing the 

stability, according to the mass ().

 
      (15)

[Table 2] Coefficients of fitting curves in Fig. 2 

GraphNumber  
(1) 1.0 54347

(2) 2.0 76676

(3) 4.0 108075

(4) 6.0 132044

(5) 8.0 152174

Fig.3은질량 별로 핑  증가에따른가상스

링상수( )최 값을나타낸다.추세선식은(16)과같

이 표 되고 그 계수는 Table3과 같다.따라서  는

  에 비례한다.

[Fig. 3] Maximum stiffness ( ) for guaranteeing the 

stability, according to the damping ( ).
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 (16)

[Table 3] Coefficients of fitting curves in Fig. 3

GraphNumber  
(1) 0.5 38374

(2) 1.0 54420

(3) 1.5 66731

(4) 2.0 77108

(5) 2.5 86252

Fig.4는 질량 별로 인간 임피던스 모델의 스 링

상수  증가에 따른 가상 스 링 상수 ( )의 최 값

을 나타낸다.일반식은 (17)과 같고 그래 별 계수값은

Table4와같다.여기서 =1.0Ns/m이다.Fig.5는 핑

별로인간임피던스모델의스 링상수  와가상스

링 상수 ( )의 계를 나타내며,=1kg이다. 핑

값에 따른 추세선의 일반식은 (18)이고,그 계수는

Table5와 같다.

[Fig. 4] Maximum stiffness ( ) for guaranteeing the 

stability, according to stiffness ( ) when 

B=1.0 Ns/m. 

    (17)

[Table 4] Coefficients of fitting curves in Fig. 4

GraphNumber   
(1) 0.5 38377 0.4839

(2) 1.0 54413 0.4889

(3) 1.5 66720 0.4905

(4) 2.0 77096 0.4922

(5) 2.5 86238 0.4932

[Fig. 5] Maximum stiffness ( ) for guaranteeing the 

stability, according to stiffness ( ) when 

M=1.0 kg. 

    (18)

[Table 5] Coefficients of fitting curves in Fig. 5

GraphNumber   
(1) 1.0 54413 0.4889

(2) 2.0 76756 0.4866

(3) 4.0 108176 0.4818

(4) 6.0 132156 0.4786

(5) 8.0 152291 0.475

(17)과(18)의시뮬 이션결과를보면,시스템의안정

성을보장하는범 에서 핑 가일정할때  의계수

는 이 커질수록 커지고,반 로 질량 이 일정할 때

에는  의 계수가 이 커질수록 작아지지만,그 10개

데이터의계수는0.47∼0.5범 안에있으며,평균값은

0.486이다.그리고 와 는  에 무 하며,질량 

이일정한경우인Table2의 과Table5의 가비슷

하고, 핑 가일정한경우인Table3의 와Table4

의 가 유사하므로 와 는 각각 질량 , 핑 

와 계있음을 유추할 수 있다. 한  ∝  ,

 ∝ 이므로,(19)와같이 계식을유추하여모델

화 가능하다.여기서 계수 54413는 과 가 모두 1인

경우로서Table5와6에서보면같다.이때의샘 링주

기는 0.001 이다.

 ≤   (19)

Figs.2∼ 5에서 제시된,루드-후르비쯔 (Routh-

Hurwitz)안정성 별법에 의해 계산된  의 최 값

200개와 식 (19)를 이용하여 계산 값들 사이의 상 오차
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를 계산하면,최 상 오차는 약 2.5%이며, 값의

평균 상 오차는 0.5%이다.따라서 (19)가 인간의 임피

던스모델, , , 와가상스 링상수  의 계

를 비교 잘 표 하고 있음을 알 수 있다.

5. 결론

선형2차시스템으로모델화된인간의임피던스를포

함하는햅틱시스템에서일차홀드방식으로반력을구

할 때가상 스 링 상수 ( )의안정성 역을루드-후

르비쯔 (Routh-Hurwitz)안정성 별법을 이용하여 분

석했다.

분석결과,시스템의 안정성이 보장되는 가상 스 링

상수 ( )의 최 값은 인간의 임피던스 질량과 햅틱 장

치질량의합인질량     의제곱근에비례

하고 인간의 임피던스 핑과 햅틱 장치의 핑의 합인

핑       의 제곱근에 비례한다.그리고 인

간 임피던스의 스 링 상수 ( )의 0.486배만큼 일정하

게감소하게되는데,그 향은질량 과 핑 에비해

서는 작다.분석 결과를 토 로  ≤ 

 의 계 모델을제안했다.이 때 샘 링 주기

는0.001 이다.이론값들과비교한결과,평균상 오차

가0.5%로작게나타났다.따라서제시된모델이가상스

링상수( )와인간의임피던스( , , )의

계를 비교 잘 나타내고 있다.
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< 심분야>

가상 실,햅틱 인터페이스,원격제어




