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십진수의 자리이동-덧셈 곱셈법

Shift-and-Add Multiplication Algor ithm for Decimal System

이상운*

Sang-Un Lee*

요  약 큰 -자리수의 2개 10진수에 대한 곱셈을 보다 빠르게 수행하는 방법은 존재하는가? 이 문제는 수학과 컴퓨

터공학 분야에서 미해결 문제로 남아 있다. 이 문제에 대해 곱셈 횟수를 줄이는 연구로는 Karatsuba와 Toom-Kook

알고리즘이 있다. 본 논문은 곱셈 횟수를 줄이는 방법과는 완전히 별개로, 10진수 곱셈을 전적으로 덧셈만으로 효율적

으로 수행하는 방법을 제안하였다. 제안된 방법은 2진수의 자리이동-덧셈법만으로도 RSA-100과 같이 컴퓨터로 수행

이 불가한 매우 큰 자리수의 10진수 곱셈을 수행할 수 있음을 보였다. 제안된 방법은 수행 복잡도  의 덧셈으로

곱셈을 수행한다.

Abstract  The problem of finding the fastest algorithm for multiplication of two large -digit decimal numbers 
remains unsolved in the field of mathematics and computer science. To this problem so far two algorithms –
Karatsuba and Toom-kook - have been proposed to shorten the number of multiplication. In the complete opposite 
of shorten the number of multiplication method, this paper therefore proposes an efficient multiplication algorithm 
using additions completely. The proposed algorithm totally applies shift-and-add algorithm of binary system to large 
digits of decimal number multiplication for example of RSA-100 this problem can't perform using computer. This 
algorithm performs multiplication purely with additions of complexity of  .

Key Words : Multiplication, Long (grade-school) multiplication, Shift-and-add, Karatsuba multiplication, Toom-kook 
multiplication
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Ⅰ. 서  론 

2개의 자리수 10진 숫자에 대해 곱셈을 기존에 제

안된알고리즘보다더빨리수행할수있는방법은존재

하는가? 이문제는컴퓨터과학분야에서미해결문제중

하나이다.
[1]
이문제는  ,  

 과같은암호를생성할때많이사

용된다.

만약, × 으로  을생성할경우

     의 십진수 자리수이다. 이 경우 가장

일반적으로 알려진 초등수학 곱셈법 (grade-school or

long multiplication)을 적용하면 회의곱셈을수행해야

하므로 수행 복잡도는 이다.

이러한 초등수학 곱셈법의 곱셈 수행횟수를 줄이기

위한방법으로 Karatsuba와 Toom-Kook 알고리즘이제

안되었다.
[2-6]
Karatsuba 알고리즘

[3]
은 주어진 수를 양분
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한 1차 다항식으로 표현하여 일반적인 × 곱셈 4

회, 덧셈 3회를 × 곱셈 3회, 덧셈 (뺄셈포함) 6회

로, 곱셈을 1회줄이는대신덧셈을 3회증가시키는방법

을 제안하였다.

Karatsuba 곱셈법은 복잡도가 
log    이

다. Toom-Kook의 Toom-3법[4]은 주어진 수를 3등분한

2차다항식으로표현하여 Karatsuba 곱셈법의 ×

의 곱셈 6회, 덧셈 (뺄셈 포함) 17회를 ×의 곱셈

5회, ×의 곱셈 6회와 덧셈 5회를 증가시키는 방법

을 제안하였다.

본 논문에서는 곱셈을 전혀 하지 않고 완전히 덧셈만

으로 곱셈을 수행하는 알고리즘을 제안한다. 2장에서는

Karatsuba와 Toom-3 법을고찰해본다. 3장에서는완전

히 덧셈만으로 곱셈을 수행하는 자리이동-덧셈의 곱셈

법을제안한다. 4장에서는제안된곱셈법을적용하여본다.

Ⅱ. 관련연구

초등수학 곱셈법을 보다 효율적으로 수행하기 위한

연구로는 곱셈 횟수 감소와 하드웨어 곱셈기 구현으로

연구가 진행되고 있다. 본 장에서는 곱셈횟수 감소법인

Karatsuba와 Toom-3 알고리즘을 고찰한다.

Karatsuba 곱셈법
[3]
은분할정복법(divide-and-conquer),

이진 분할법 (binary splitting), 또는 양분 원칙

(dichotomy principle)이라고도 부른다. 이 방법은 2개의

수 에 대해 다음과 같이 양분하여 곱셈을 수행한다.

1차 다항식에대한일반적인방법은식 (1)과 같이곱

셈 4회와 덧셈 3회를 수행한다.

   

 
 

  

  ,   

    
         (1)


   

Karatsuba 곱셈법은식 (1)에서     에

대해 식 (2) 또는 식 (3)으로 변형시켜 곱셈 3회와 덧셈

(뺄셈포함) 6회를수행하는방법으로변형시켜곱셈을 1

회감소시켰다. 즉, 곱셈 1회를감소시킬경우덧셈 (뺄셈

포함)은 3회가 증가한다.

        

  

        

 


       



(2)

        

  

        

 


       


(3)

Karatsuba 곱셈법을 Toom-3[4]와 비교하기 위해 3등

분하여 2차 다항식으로확장시켜 보자. 일반적인방법은

식 (4)와 같이곱셈 9회와덧셈 (뺄셈포함) 8회를수행한

다.

  
  


 

 
 



 
 

 

 
  

 
  ,   

 

    
 

 
  (4)




  


   


   



이 경우, Karatsuba 곱셈법은 식 (5)나 식 (6)과 같이

×의곱셈 6회와 덧셈 (뺄셈포함) 17회를수행한

다. 즉, 일반적인방법에비해 곱셈 3회를 감소시킨결과

×  회의 덧셈이 증가한다.

        

  
        

        
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  
        

        

  
        

      


      


         


     
  

  

(5)

    


     


     


      
 

(6)

Toom-Cook 곱셈법의 Toom-3는 주어진 수를 3등분

한 2차 다항식에 대해 다음과 같이 수행되며, ×

의곱셈은 5회, ×의곱셈 (나눗셈포함)은 6회, 덧셈

(뺄셈포함)은 22회를수행한다. 이 방법은 Karatsuba 곱

셈법의 × 곱셈 횟수를 1회 감소시키는 대신

×의 곱셈 (나눗셈 포함)은 6회 증가하였으며, 덧셈

(뺄셈 포함)은 5회 증가하였다.

  
  ,    



    
 

 
 

  ,   

∞  , ∞  

   ,    

      

       

      

        

       

          

  × 

  ×      

  ×       

  ×        

∞  ∞×∞ 

←

←∞

←      

←      

←     

←

← 

←

    
 

 
 

Karatsuba와 Toom-3 곱셈법 모두 단지 곱셈 횟수를

1회 감소시키는 연구를 수행하였다. 그럼에도 불구하고

많은 곱셈 횟수를 수행해야 하는 어려움이 있다. 곱셈은

덧셈에비해많은시간을소요한다. 만약, 하드웨어곱셈

기도움없이소프트웨어적으로완전히덧셈만으로곱셈

을수행할수있다면가장이상적인곱셈법이될것이며,

곱셈에 소요되는 시간도 크게 단축시킬 수 있을 것이다.

따라서, 3장에서는 완전히 덧셈만으로 곱셈을 수행하는

방법을 제안한다.

Ⅲ. 자리이동-덧셈 곱셈법

본 장에서 제안하는 곱셈법은 곱셈을 전혀 수행하지

않고, 완전히 덧셈만으로 곱셈을 수행하는 방법이다. 이

로 인해, 불필요하게 고가의 하드웨어 곱셈기를 이용하

지 않아도 되는 장점을 갖고 있다. 제안된 방법은 2진수

의곱셈법인자리이동-덧셈법 (shift-and-add)에 기반하

여 10진수 곱셈법을 제안한다.

 ×를자리이동-덧셈법으로계산하여보자. 여기

서 에있는숫자들을 라하자. 이경우  중에서자

리수가보다작거나 이보다많거나 maxmin가보
다 작은 수를 로 설정한다.

   인 경우   이

며, min   max  이다. 따라서     

      순서로 덧셈을 계산

하면서각 에대해 1의자리까지좌측으로자리이동시

켜  를 계산하면 된다. 여기서   ,

  이다. 즉, 초기치는  이며,
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→→→⋯→→의 5회 덧셈과  의 자리

이동 4회덧셈으로총 9회덧셈을수행하였다. 이는그림

1에 제시되어 있다.

1. ×의 자리이동 덧셈법
Fig. 1. Shift-and-Add Multiplication for 
        ×

이를 Karatsuba 곱셈법으로 계산하면 그림 2와 같이

수행된다.

그림 2. ×의 Karatsuba 곱셈법
Fig. 2. Karatsuba Multiplication for ×

만약, min 인 경우, min까지 빠르게 도달하는 방
법은 표 1과 같이 수행한다.

표 1. min 의 빠른 계산법
Table 1. Fast Computation Method for min  

min


Step 1 Step 2 Step 3 Step 4










 
 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 





 
 
 
 
 







 


 

만약, 에서  ⋯ 와같이존재하는

경우, min까지 계산하고, min부터 해당 숫자의 개수만
큼 해당 위치에 계산하고 다음 를 계산하는 과정을 반

복 수행하면 된다.

예를 들어,    인 경우  ×를

자리이동-덧셈법으로 계산하여 보자. 의 max  로
→의 1회덧셈과    으로  의자리

이동 4회덧셈을수행하여총 5회덧셈을하면결과를얻

을 수 있다. 이는 그림 3에 제시되어 있다.
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3. ×의 자리이동 덧셈법
Fig. 3. Shift-and-Add Multiplication for 
        ×

제안된 방법은 다음과 같이 수행되며,    

     의메모리만있으면완전덧셈만으

로 곱셈을 수행할 수 있는 장점을 갖고 있다.

Step 1. 주어진 수 와  중에서 다음 수를 로 설정

한다.

- 자리수가 보다 작은 경우

- 이 보다 많은 경우

- maxmin가 보다 작은 경우
Step 2. 에서 min에대해 →→⋯→min의덧셈

을 수행한다. 의 min에 대해 1의 자리수까
지 좌측으로 이동시켜 에 저장한다. 에 있

는나머지 min 숫자위치까지 의 1의자리

수를 좌측으로 이동시켜  의 덧셈을

수행한다.

Step 3. 에서 min부터 max까지  

 덧셈을 수행하고, 의 해당 숫자가 존재

하면 계속적으로 해당 숫자 위치까지 의 1

의 자리수를 좌측으로 자리이동시켜  

의 덧셈을 수행한다.

Ⅳ. 적용 결과 및 분석

본 장에서는 1234567890123456789012, 98765

4321098의 실험 데이터 1과  × 

        379752279369436739228088

72755445627854565536638199, 4009469095092088103

0683735292761468389214899724061의 실험 데이터 2에

대해 자리이동-덧셈법을 적용하여 본다.

먼저, 1234567890123456789012, 98765432109 8

의 실험 데이터 1의 곱셈은   인 의 min  

max  로 →→⋯→의 8회 덧셈이 수행되며, 0을

제외한 20개 숫자에 대해  ⋯  

 으로 각 에 대해  가 19회 수행된다. 따

라서총 27회의덧셈이된다. 이는그림 4에제시되어있다.

그림 4. 실험 데이터 1의 자리이동 덧셈법
Fig. 4. Shift-and-Add Multiplication for Experimental 

Data 1

다음으로, RSA-100의   인 의  을 제외

한 42개숫자에대해 min   max  로 →→⋯→

의 8회덧셈이수행되며, 각 에대해 만큼  
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가 계산되고  이 된다. 따라서, 8회+(42-1)회=49

회의 덧셈으로 RSA-100을 만들 수 있다. 이는 그림 5에

제시되어 있다.

제안된알고리즘은곱셈을 0회수행하므로, 곱셈을수

행하는 Karatsuba와 Toom-3 곱셈법과알고리즘복잡도

를 단순 비교 하지는 못한다. 다만, 제안된 알고리즘은

 자리수에 대한 덧셈을 회 수행한다. 즉,

  이면     로  의덧셈

만을 수행한다.

Ⅴ. 결론

본논문은 × 의곱셈을수행함에있어완전덧셈

만으로곱셈을효율적으로 수행하는자리이동-덧셈법을

제안하였다.

제안된 방법은 Karatsuba와 Toom-3와 같이 일반적

인 곱셈 횟수를 1회 줄이는데 초점을 맞추지 않고, 곱셈

을 전혀 수행하지 않는 방법에 초점을 두었다.

제안된 자리이동-덧셈법은 초등수학 곱셈법의 ×

  자리수의곱셈과    자리수덧셈을

    의 덧셈만을 수행하는 방법으

로 성능을 향상시켰다.
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