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비정렬 격자상에서 비압축성 유동해석을 위한 음해법에 대한 연구
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A new and efficient implicit scheme is proposed to obtain a steady-state solution in time integration and the 
comparison of characteristics with the approximation ways for the implicit method to solve the incompressible 
Navier-Stokes equations is provided. The conservative, finite-volume cell-vertex upwind scheme and artificial 
compressibility method using dual time stepping for time accuracy is applied in this paper. The numerical results 
obtained indicate that the direct application of Jacobian matrix to the Lower and upper sweeps of implicit LU-SGS 
leads to better performance as well as convergence regardless of CFL number and true time step than explicit 
scheme and approximation of Jacobian matrix. The flow simulation around box in uniform flow with unstructured 
meshes is demonstrated to check the validity of the current formulation.
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1. 서  론

비압축성 Navier-Stokes 방정식에 대해 수치적으로 풀기 위

해 현재까지도 많은 연구와 새로운 방법들이 고안되고 있다. 

비압축성 Navier-Stokes 방정식의 비압축성에서 요구되는 강제

화를 극복하기 위한 두 가지 주요 접근 방법으로는 압력 보

정 방법(pressure correction method)과 가상 압축성 방법 

(artificial compressibility method)[1-3]이 있다.

본 논문에서는 비정상(unsteady) 문제를 풀기위해 이중시간 

전진법(dual-time stepping)과 내재적 LU-SGS (Implicit 

Lower-Upper Symmetric Gauss-Seidel method)을 사용하였다. 

LU-SGS 법은 Jameson and Turkel[4]의 연구에서 내재적 연산

자의 분해를 통하여 풀고자하는 방법에서 시작되었다. 이후 

이러한 방법이 Jameson and Yoon[5]에 의해 음해법(Implicit 

schemes)에서의 완화법(relaxation method)으로 소개되었으며 

이후 이에 대한 연구가 진행되고 있다[6,7].

본 연구에서 비교 목적으로 사용한 다단계(multistage) 

Runge-Kutta 방법과 같은 양해법(Explicit scheme)은 일반적으

로 단순하고 적용하기 쉬우며 병렬화하기에 유리한 장점을 

가지고 있다. 그러나, 큰 CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) 수나 

시간 증분에 대해서 수렴성이 떨어지거나 발산하는 단점을 

가지고 있다. 따라서, 정상상태 문제의 수렴도를 가속화 시키

거나 상대적으로 큰 시간 증분을 사용하여 비정상 프로그램

의 효율을 높이고자 일반적으로 음해법이 널리 사용되어진다.

그러나, 내재적 LU-SGS에 대한 대부분의 연구에서는 자코

비안 행렬(Jacobian matrix)의 근사[8,9]를 기초를 두고 있는데 

내재적 연산자의 근사를 통해 LU-SGS의 기본 개념에서 발생

하는 자코비안 행렬의 계산의 복잡함과 저장을 완전히 제거

할 수 있기 때문이다.

본 연구에서는 시간 적분에 있어서 양해법으로 기존 개발

한 5-stage Runge-Kutta 프로그램과 기존 자코비안 행렬의 근

사 방법을 비교하고 내재적 LU-SGS에 직접 자코비안 행렬을 

적용하는 새롭고 효율적인 방법을 제안한다. 
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Fig. 1 Node-duals in two dimensions

끝으로, 새롭게 제안된 방법의 타당성을 확인하기 위해 비

정렬 격자를 이용하여 균일류(uniform flow)에서의 사각형 주

위의 유동해석을 하였다.

2. 지배방정식 및 공간 이산화

2.1 지배방정식

임의의 경계를 가지는 닫힌 제어 제척에 대해 비압축성 유

동의 질량 및 운동량 보존 법칙을 적분형태로 표현하면 다음

과 같다.



∙    (1)



 

 


 ⊗∙  


∙  (2)

여기서 는 유체의 속도 벡터, 는 제어 체적에 대한 법선 

벡터, 그리고 는 압력()으로 나타내어지는 수직응력과 전

단력()으로 구성되어지는 다음과 같은 응력 텐서이다.

    (3)

가상 압축성 방법(artificial compressibility method)은 Chorin 

[10]에 의해 정상상태에 대해서 처음 소개되었으며 이후 비정

상 문제에 대해서 time-accurate 식으로 확장되었다. 본 

time-accurate 식은 아래와 같이 Belov et al.[11]에 의해 처음 

제시된 이중시간 전진법을 사용하였다.


 




 




∙

 

∙ (4)

여기에서 는 연속방정식에서 예조건자(pre-conditioner) 역할

의 가상 압축 변수()를 포함하는 대각행렬, 는 시스템 방

정식에서의 미지수 벡터, 는 보존변수 벡터, 와 는 이

차원 대류 플럭스(convective flux) 벡터, 와 는 점성 플

럭스(viscous flux) 벡터를 나타내며 각각 다음과 같은 식으로 

표현된다.
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가상 압축성 변수의 제곱근( )은 가상 압력의 속도를 

나타내고 또한 가상 음속(artificial speed of sound)의 크기를 

조정함으로써 고유값(eigenvalue)의 분산을 최소화 시키는 개

념으로 전체적인 수렴도에 영향을 준다.

2.2 공간 이산화

유한체적법의 공간 이산화에 대해서 Fig. 1과 같이 격자점 

중심 이중 체적(node-centered median dual volume)을 사용했으

며 플럭스에 대한 계산 방법은 edge-based 알고리즘[12]을 사

용하였다. 격자점 주위에 빗금으로 표시된 부분은 2차원에서

의 이중 격자(node-dual)를 나타낸다. 이중 격자는 모서리

(edge)의 중심과 가운데 있는 격자점를 공유하는 셀(cell)의 중

심으로 정의되는 선을 연결함으로써 구성되어 진다. Fig. 1에

서 L과 R은 이중 격자 경계의 왼쪽과 오른쪽을 나타내며 모

서리는 이중 격자에 대한 바깥 방향을 지시하는 것으로 가정

하였다.

본 연구에서 time-accurate 식은 먼저 기술하였듯이 이중 시

간 전진법이라고 불리는 두 가지 다른 시간 전진법을 포함하

는데 물리적 시간(true or physical time, )과 pseudo 시간()에 

대해서 이중으로 전진하는 방법이다. 이중 시간 방법은 

Jameson[13]에 의해 국부적인 시간 전진법(local time-stepping)

과 다중격자(multigrid)방법을 이용한 multistage 양해법에 처음

으로 적용되었는데 이러한 접근법은 일반적인 양해법에 있어

서 물리적 시간 간격에 제한이 없다는 장점이 있다.

물리적 시간에 대한 미분항은 이차 후방 차분으로 이산화 

하고 pseudo 시간에 대한 미분항은 비교 목적으로 도입된 다

단계 Runge-Kutta 같은 양해법이나 본 논문의 주요 연구부분

인 LU-SGS와 같은 음해법을 이용하여 계산할 수 있다.
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노드 에 대해서, 식 (4)는 다음과 같이 쓸 수 있다.







  (6)

여기에서 는 아래와 같은 Roe의 기법(Roe’s 

approximate Riemann solver)[14]을 사용한 풍상차분법(upwind 

scheme)을 이용하여 계산되어진 대류 플럭스를 나타낸다.

  


 


 

(7)

는 점성 플럭스로 아래 에 대한 예와 같이 단

일 edge-loop를 바탕으로 edge-dual을 사용하여 속도 구배를 

계산하여 구한다.


 












(8)

따라서 풀고자 하는 시스템 식 (6)은 다음과 같이 다시 쓸 수 

있다.






   (9)

여기에서 비정상 잔차(residual) 
는 아래의 식과 같다.


 ∆





∆





∆





(10)

비정상 잔차는 이차 후방차분법으로 이산화한 물리적 시간 

항과 모든 플럭스 항을 포함하는 다음과 같은 정상 잔차의 

합이다.

   (11)

3. LU-SGS 음해법

Pseudo 시간에 대한 정상상태의 해를 구하기 위해 식 (9)는 

연속방정식에 시간 미분항이 없으므로 를 제거한 후에 

다음과 같은 이산화 식으로 쓸 수 있다.

∆
∆

 
 (12)

Pseudo 시간에서의 전진 문제는 미지수 벡터인 가 충분한 

정확도를 가지면 (일반적으로 잔차 
가 적절한 크기까지 

줄어들 때까지) 다음 시간 단계의 
로 근사화 된다. 

식 (12)는 다음과 같은 식으로 선형화 할 수 있다.

∆
∆

 





∆ (13)

여기에서 
는 정상문제에서는 0에 가깝게 수렴하며 비정상 

유동의 시간에 따른 시간 이력을 보이게 된다. 모든 노드에 

대한 식은 다음과 같은 후방 오일러 방법의 델타 식으로 표

현 할 수 있다.

∆   (14)

여기에서 A는 다음과 같은 자코비안 행렬이다.

 ∆

 
 

(15)

단순화된 플럭스 함수를 이용하여 아래 식처럼 좌변 자코비

안 행렬을 구한다.


  




 




(16)

스팩트럼 반경(spectral radius, )은 다음과 같다.

  ∙ 


(17)

여기에서 는 속도 벡터, 는 셀이 만나는 점선 또는 접

선면에서의 단위벡터이며, 는 다음과 같이 정의되는 가상 

음속이다.

   (18)

Edge-based 데이터 구조를 이용하여 식 (15)의 자코비안 행
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렬은 lower, upper 그리고 diagonal 형태로 표현할 수 있다.

 (19)

여기에서 는 다음과 같다.

  

  (20)

  

   (21)

 ∆

 


  (22)

상기 식들에서 자코비안 행렬은 다음과 나타낼 수 있다.

 


  


(23)

3.1 Jacobian 행렬 근사 - State Vector Update Product

내재적 LU-SGS 방법은 수치적으로 적용하기에 복잡하지 

않고 양해법에 비교해서 상대적으로 적은 컴퓨터의 기억 용

량을 요구하기 때문에 널리 사용되고 있다.

LU-SGS 근사적인 분해(factorization)는 다음과 같이 기술될 

수 있다.

∆  ∆ (24)

식 (24)의 우변의 마지막 항을 무시하고 현재 시간 단계에 서 

자코비안 행렬을 직접 적용하지 않고 선형화한다고 가정한다

고 하면 하기 식과 같이 쓸 수 있다.

∆  
 ∆≈∆  ∆ (25)

자코비안 행렬과 미지수 벡터의 곱으로의 접근 방법 

(matrix-free approach)을 플럭스 벡터의 증분으로 근사한다는 

개념은 처음 Sharov and Nakahashi[15]에 의해 소개되었으며 

이후 많은 연구에서 동일하게 사용되어 오고 있다.

전방 스윕(forward sweep)과 후방 스윕(backward sweep)은 

다음과 같은 식들로 표현될 수 있다.

전방 스윕 :

∆ 
 
 ∈

∆∆ (26)

후방 스윕 :

∆ ∆
 
 ∈

∆∆ (27)

여기에서 대각 행렬은 다음과 같다.

  ∆

 



 (28)

3.2 Jacobian 행렬 직접 대입

본 논문은 3.1절의 자코비안 행렬의 근사방법과 다르게 내

재적 LU-SGS에 직접 자코비안 행렬을 적용하는 방법을 제안

하고 이에 대해 연구를 추가 진행하였다.

비점성 플럭스 벡터에서 점성 자코비안 행렬을 스펙트럼 

반경에 의해 간단히 근사화하면 식 (16)에 대한 플럭스 벡터

의 선형화 식을 다음과 같이 얻을 수 있다.






 


 (29)






 


 (30)

여기에서 자코비안 행렬(  )은 이차원 비점성 플럭

스에 대해서 다음과 같이 나타낼 수 있다.

 




















































  
   
   

(31)

여기에서 은 다음과 같다.

    (32)

그러므로, 자코비안 행렬을 직접 적용하게 되면 대각 행렬은 

다음 식과 같이 된다.

  ∆

 



 (33)

그리고 전방 스윕과 후방 스윕 또한 다음 식처럼 바뀐다.
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Fig. 2 Grid distribution around the box

            Fig. 3 Velocity contour around box in uniform flow
(true time = 60)

전방 스윕 :

∆   



  ∈ 
 ∆∆  (34)

후방 스윕 :

∆ ∆
 
 ∈

∆∆
(35)

4. 결  과

3.2절과 같이 제안된 방법의 타당성을 확인하기 위해 

Re=150에서 비정렬 격자를 이용한 균일류 에서의 사각형 주

위의 유동 해석을 진행하였다. 계산 격자는 Fig. 2와 같이 나

타낸 사각형 격자를 사용하였다.

4.1 시간 전진시 수렴도 비교

이중 시간 전진법은 pseudo 정상상태 문제에서 시간 적분

에 대해 유도되어진다. 그러므로 이중 시간 전진법의 전체적

인 성능은 pseudo 시간에서의 정상상태 해석의 효율에 크게 

영향을 받는다. 본 논문의 모든 계산은 pseudo 시간의 내부 

반복(sub-iteration)을 80회로 동일하게 하여 비교하였다.

       Fig. 4 Convergence history with time integration schemes
(true time step = 0.1, CFL = 4)

     Fig. 5 Drag coefficient history with time integration schemes
(CFL = 4)

새롭게 제안된 자코비안 행렬의 직접 적용방법에 따른 효

율을 확인하기 위해서 동일한 계산을 양해법과 기존 자코비

안 행렬의 근사법을 이용하여 계산하였다. 비교를 위한 양해

법은 Jameson et al.[16]이 처음 도입한 5-stage Runge-Kutta 방

법을 사용하였다.

Fig. 3은 제안된 내재법에 대해 물리적 시간이 60일 때 사

각형 상자 주위의 속도 등고선을 보여주고 있으며 아래 결과

와 같이 유동이 진동(oscillation)하고 있음을 알 수 있다.   

Fig. 4는 앞서 기술한 방법들의 수렴도를 보여주고 있다. 양해

법의 경우에는 그림에서 나타내지는 않았지만 CFL 수가 4 이

상 혹은 시간 간격이 0.1이 넘을 경우 발산하였다.

잔차가 진동(상자 주의에 Karman 보오텍스 발생)하기 전 

LU-SGS 방법에 자코비안 행렬을 직접 적용하는 본 논문에서 

제안된 방법이 가장 좋은 수렴도를 가짐을 알 수 있다. Fig. 5
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    Fig. 6 Convergence history with CFL number for application
of Jacobian matrix

Fig. 7 Convergence history with explicit (CFL = 4, time step = 0.1)
and implicit (CFL = 100, time step = 0.2) scheme 

는 저항계수의 시간에 따른 모습을 보여주는데 내재법의 경

우 자코비안 행렬의 적용에 관계없이 저항계수의 진동이 빨

리 시작함을 알 수 있다.

4.2 CFL계수와 시간간격에 따른 수렴도 비교

제안된 자코비안 행렬을 직접 적용하는 방법의 수렴도를 

자세히 조사하기 위해 CFL 수와 물리적 시간의 간격을 바꾸

어가며 계산을 수행해 보았다. 시간 간격이 0.1인 경우 CFL 

수의 변화에 따른 계산 결과는 Fig. 6과 같다.

CFL 수가 1,000까지 변경하더라도 수치 계산은 발산하지 

않았으며, CFL 수가 100 정도까지는 클수록 더 나은 수렴도

를 보였다. 그 이상은 수렴도가 좋아졌지만 큰 차이를 볼 수

는 없었다.

      Fig. 8 Drag coefficient history with time step for application
of Jacobian matrix (CFL = 100)

Fig. 7은 제안된 내재적 LU-SGS 방법의 효율성을 보기위

해서 CFL 수 100과 시간 간격을 양해법의 두 배인 0.2로 하

여 계산한 결과를 보여주고 있다. 시간 간격을 크게 하더라도 

양해법 보다 빠른 수렴도를 보이고 있으며 이를 통하여 제안

된 방법을 사용할 경우 양해법보다 개선된 계산 능력을 갖게 

됨을 알 수 있다. Fig. 8은 시간 간격 변화에 따른 저항계수를 

시간에 따른 변화 결과를 나타내는데 최대 0.2까지 유사한 저

항계수 변화를 보여주고 있다.

5. 결  론

비압축성 Navier-Stokes 방정식을 풀기위해 LU-SGS에 직접 

자코비안 행렬을 적용함으로써 새롭고 효율적인 내재법을 제

안하였다. 가상 압축성 방법에 비정상 시간 정확도를 얻기 위

해 이중 시간 전진법을 사용하였다. 균일류에서의 사각형 주

위의 유동해석에 대한 일련의 검증 계산을 통해 양해법 및 

자코비안 행렬을 근사하는 기존 내재적 방법과 비교했을 때 

제안된 내재법이 수렴도와 계산 성능에 있어서 나은 결과를 

보임을 확인 하였다. 수치해석 결과는 전방과 후방 스윕에 자

코비안 행렬의 적용이 CFL 수와 시간 간격에 상관없이 좋은 

계산결과를 보여주었다. 향후 본 연구를 바탕으로 내부유동 

계산 및 근사화 된 스펙트럼 반경 대신 자코비안 행렬을 직

접 적용하는 완전 음해법에 대한 연구를 진행할 예정이다. 
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