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요 약

수명시간 분석에서 자주 이용되는 분포 중 하나는 지수분포이다. 본 논문에서는 임의중도절단 자

료의 분석에서 중도절단모형이 지수분포의 모수추정에 어떤 영향을 주는지에 대해서 알아보았다. 고

려한 중도절단모형은 Koziol-Green 모형과 일반화 지수분포 모형으로 이들은 의미상 매우 다른 모형

이다. 모의실험을 통해서 살펴본 결과 중도절단모형이 모수의 평균적인 추정값에는 크게 영향을 주지

않는다고 보이나 가정한 모형이 실제의 모형과 차이가 심하게 나는 경우 추정량의 MSE가 커지는 경

향을보였다.

주요용어: 임의중도절단, 중도절단모형, 최대우도추정량, 코지올-그린모형.

1. 서론

생존분석에서 가장 자주 이용되는 분포 중 하나는 지수분포이고, 중도절단의 형태로는 제 1종 중도절

단 (type I censoring),제 2종중도절단 (type II censoring),임의중도절단 (random censoring)등을자

주고려한다. 중도절단자료에대한일반적인사항은 Cohen (1991), Lee와 Wang (2003), Tableman과

Kim (2004) 등을 참고로 한다. 임의중도절단의 경우에는 중도절단분포에 대한 추가적인 가정이나 모

형이 필요하다. 대표적인 지수분포에 대한 중도절단모형 (random censorship model)으로는 Koziol-

Green 모형을 들 수 있다. 이는 결국 중도절단분포 역시 지수분포를 가정하는 것으로 직렬모형으로 생

각할 수 있다. 본 논문에서는 중도절단분포에 대해서 이와 달리 병렬모형으로 해석할 수 있는 분포 또

한 고려한다. 이 경우 중도절단분포는 일반화 지수분포가 된다. 일반화 지수분포는 Gupta와 Kundu

(1999)에서 소개되었으며 와이블분포, 감마분포 등과 같이 수명자료의 분석에 유용하게 이용된다. 실제

자료분석 상황에서 중도절단모형을 정하는 것은 그리 쉽지는 않을 것이다. 본 논문에서는 상반된 의미

를 갖는다고 볼 수 있는 각각의 모형을 가정했을 때, 이러한 가정이 지수분포의 척도모수 추정에 어떤

영향을미치는지에대해생각해보고이를모의실험을통하여알아보고자한다.

2절에서는 구체적으로 중도절단모형을 소개하고 각각의 경우 척도모수가 어떻게 추정되는지를 언급

한다. 3절에서는 모의실험결과를 소개하고 실제 자료에 적용해 본다. 4절에서는 결론을 간략하게 언급

한다.
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2. 중도절단모형에 따른 추정량 비교

Y 0
1 , ..., Y

0
n는 연속확률분포 FY 0에서의 확률표본이고, T1, ..., Tn은 Y 0

1 , ..., Y
0
n에 독립인, 연속분포

FT에서의 중도절단 확률변수라고 하자. Y 0
i 는 Ti에 의해서 우측 중도절단 (right censored)되고, 관측

되는자료는 (Yi, δi), i = 1, ..., n이다. 여기서 Yi = min(Y 0
i , Ti)이고

δi =

{
1 if Yi = Y 0

i

0 if Yi = Ti

이다.

Koziol과 Green (1976)은중도절단분포 FT에대해서모형

1− FT = (1− FY 0)β (2.1)

을소개하였다. 여기서 β는고정된양수이며, 이를중도절단모수 (censoring parameter)라고불렀다.

γ = P (Y 0
i > Ti) =

∫ ∞

−∞
(1− FY 0(y))dFT (y) =

∫ 1

0

β(1− x)βdx =
β

β + 1
(2.2)

로 β가 증가할수록 중도절단관측의 기대비율이 높아지기 때문이다. Csörgő와 Horváth (1981)는 식

(2.1)을 Koziol-Green 모형이라고 불렀으며, Chen 등 (1982)에서는 이 모형의 특징과 의미에 대해서

설명하고 있다. 이를 간단히 설명하면 다음과 같다. 신뢰성 모형에서 각각 수명시간이 Y 0와 T인 두

개의 성분을 가진 직렬시스템을 생각하자. 이 시스템은 두 성분이 모두 작동해야 정상적으로 작동가능

하므로 이 시스템의 수명시간은 Y = min(Y 0, T )이다. 만일 첫번째 성분의 수명시간이 Y 0, 수명분포

FY 0이고 두번째 성분은 β개의 부성분 (subcomponents)으로 직렬연결 되어있고 각각 독립적으로 작용

하며 동일한 수명분포 FY 0를 따른다고 하자. 그러면 두번째 성분의 수명시간 T는 β개의 부성분의 수

명시간 중 최소가 되므로 T의 분포는 식 (2.1)의 Koziol-Green 모형을 따르게 된다. 이 경우 β는 양의

정수일때의미가있으나일반적으로 β는양수라고가정한다.

만일 두번째 성분이 직렬이 아닌 병렬로 구성되어 있고, 마찬가지로 β개의 부성분을 가진다고 가정하

자. 이 시스템이 제대로 작동하기 위해서는 β개 중 적어도 하나의 성분이 작동하면 된다. 따라서 분포

FT는

FT = (FY 0)β (2.3)

가된다. 이경우에는중도절단관측의기대비율이

γ = P (Y 0
i > Ti) =

1

β + 1
(2.4)

이다.

본논문에서는연속확률분포 FY 0에서의확률표본 Y 0
1 , ..., Y

0
n가모수 σ를가진지수분포 E(1/σ)를따

를 때, 즉 FY 0(y) = 1 − e−y/σ, y > 0, σ > 0일 때를 가정하고, 중도절단 확률변수 T1, ..., Tn의 분포

FT에 대한 가정이 모수 σ의 추정에 미치는 영향에 대해 알아보고자 한다. 이 경우 식 (2.1)의 중도절단

분포 FT는 E(β/σ)가되고, 식 (2.3)의 FT는

FT (t) = (1− e−t/σ)β , t > 0

이 된다. 이는 모수 β, σ를 가진 일반화 지수분포 (generalized exponential distribution; GE)이다.

β를 형상모수 (shape parameter), σ를 척도모수(scale parameter)라고 하며, 모수 β, σ를 가진 일반
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화 지수분포를 GE(β, σ)라고 쓰자. GE 분포는 Gupta와 Kundu (1999)에서 소개되었으며 와이블분

포, 감마분포 등과 같이 수명자료의 분석에 유용하게 이용된다. Gupta와 Kundu (2001a, 2001b, 2002,

2007), Raqab (2002), Cho 등 (2013)은 GE 분포의추론에대해좀더자세히살펴보았다.

Y 0
i , Ti의 확률밀도함수를 각각 fY 0 , fT , 생존함수 (survival function)를 각각 FY 0 , FT라고 하면,

(Yi, δi), Yi = min(Y 0
i , Ti)의우도함수 (likelihood function)는

n∏
i=1

(
fY 0(yi)FT (yi)

)δi (fT (yi)FY 0(yi)
)1−δi (2.5)

이다. 다음 각 경우에 모수 σ의 최대우도추정량 (maximum likelihood estimator; MLE)를 생각하여

보자.

(i) T1, ..., Tn의분포 FT가 σ를포함하지않는경우

이경우는우도함수가

n∏
i=1

(fY 0(yi))
δi
(
FY 0(yi)

)1−δi

=

n∏
i=1

(
1/σe−yi/σ

)δi
(
e−yi/σ

)1−δi

= (1/σ)nue−
∑n

i=1 yi/σ

이다. 여기서 nu는
∑n

i=1 δi로 n개중중도절단되지않은자료의수를말한다. 이로부터 σ의 MLE가

σ̂0 =

∑n
i=1 yi

nu
(2.6)

임을쉽게알수있다.

(ii) 1− FT = (1− FY 0)β , β > 0인경우

이경우는우도함수인식 (2.5)가

n∏
i=1

(
1/σe−yi/σe−βyi/σ

)δi
(
β/σe−βyi/σe−yi/σ

)1−δi

이다. 우선모수 β를주어진값으로가정하면 σ의 MLE는

σ̂1 =
(1 + β)

∑n
i=1 yi

n
(2.7)

임을 쉽게 알 수 있다. 만일 β가 미지이면 β의 MLE는 (1 − nu)/nu가 되므로 이로부터 σ의 MLE가

(i)의 경우와 같이
∑n

i=1 yi/nu가 된다. 그러나 다음 모형과의 비교를 위하여 일단 β를 주어진 값으로

가정하자.

(iii) FT = (FY 0)β , β > 0인경우

이 경우는 FT (t)가 일반화 지수분포 GE(β, σ)를 따른다. 관측자료는 Y1, ..., Yn의 순서통계량 Y(1) ≤
· · · ≤ Y(n)에대해서 (Y(i), δ(i)), 1 ≤ i ≤ n으로도쓸수있다. 여기서 δ(i)는 i번째순서통계량이중도절

단 되지 않았을 때 1을 갖는다. 우선 β는 주어진 값이라고 가정하자. (Y(i), δ(i)), i = 1, ..., n의 우도함

수는

L(σ) = n!

n∏
i=1

(
fY 0(y(i))F̄T (y(i))

)δ(i) (fT (y(i))F̄Y 0(y(i))
)1−δ(i)



396 Namhyun Kim

이므로, 로그우도함수 l(σ) = lnL(σ)는

l(σ) ∝
n∑

i=1

δ(i)

[
− lnσ − y(i)/σ + ln(1− (1− e−y(i)/σ)β)

]
+

n∑
i=1

(1− δ(i))
[
lnβ − lnσ + (β − 1) ln(1− e−y(i)/σ)

]
이다. 이로부터 σ에 대한 우도방정식 (likehood equation)을 유도하면 이는 비선형방정식이 되므로 해

를 직접 구하기가 힘들다. Kim (2014)에서는 Y 0와 T가 모두 일반화 지수분포를 따를때 σ의 근사해를

구하는방법을제안하였다. 따라서위의경우는 Kim (2014)의특별한경우이다. 이방법에의하면 σ의

근사해의형태는

σ̂2 =
−A+

√
A2 + 4nB

2n
(2.8)

과같다. 여기서

A = −
n∑

i=1

δ(i)y(i)cβi −
n∑

i=1

(1− δ(i))y(i)(1− (β − 1)ai)−
n∑

i=1

y(i)

B =

n∑
i=1

δ(i)y
2
(i)dβi +

n∑
i=1

(1− δ(i))y
2
(i)(β − 1)bi

이다. aj , bj , cβj , dβj , j = 1, ..., n은

pj = 1−
∏
i≤j

(
n− i+ 1

n− i+ 2

)δ(i)
(

n

n+ 1

)1−δ(1)

, ξj = − ln(1− p
1/β
j ), (2.9)

h1(xj) =
e−xj

1− e−xj
, h2(xj ;β) =

e−xj

1− (1− e−xj )β
, xj = y(j)/σ (2.10)

일때

aj = h1(ξj)− h′
1(ξj)ξj , bj = −h′

1(ξj)

cβj = h2(ξj ;β)− h′
2(ξj ;β)ξj , dβj = h′

2(ξj ;β)

이다. 식 (2.9)의 pj는 Kaplan-Meier 추정량 (Kaplan-Meier product limit estimator)의 변형된 형태

이며 ξj는 이를 이용하여 분포의 분위수 (quantile)를 추정한 것이다. Kaplan-Meier 추정량에 대해서

는 Kaplan과 Meier (1958), Efron (1967), Meier (1975), Breslow와 Crowley (1974) 등에서 연구되었

다. 결국 식 (2.8)의 근사해는 우도방정식에 나타난 식 (2.10)의 함수 h1, h2를 추정된 분위수 ξj을 중심

으로 일차식으로 근사시켜 얻은 결과이다. 이를 이용하면 β가 β ≥ 1일 때는 항상 근사해를 구할 수 있

다. 그러나 β < 1일때는자료에따라식 (2.8)의 A2 + 4nB가음이되어근사해를구할수없는경우도

발생한다. 실제의 경우에는 형상모수 β가 대부분 미지이며, σ뿐만 아니라 β에 대해서도 우도함수를 최

대로해야한다 (Kim, 2014). 이경우우도함수는

∂l

∂β
=

n∑
i=1

δ(i)

(
−(1− e−xi)β ln(1− e−xi)

1− (1− e−xi)β

)
+

n∑
i=1

(1− δ(i))

(
1

β
+ ln(1− e−xi)

)
= 0 (2.11)

이고, 여기서 xi = y(i)/σ이다. 위의식 (2.11)은 Newton-Raphson 방법으로풀수있다. β와 σ의추정

값을 얻기 위해서는 식 (2.8)과 식 (2.11)를 반복적으로 풀어야 한다. 본 논문에서는 σ의 추정량에 관해

살펴보려하므로모의실험을위하여 β를기지로가정하였다.
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모형 (2.1)에서의 β는 β1으로 모형 (2.3)에서의 β는 β2로 두면 식 (2.2), (2.4)에 따라 동일한 중도절

단관측의 기대비율 γ에 대해서 β1 = γ/(1 − γ), β2 = (1 − γ)/γ가 되므로, 두 값은 역수관계를 갖게된

다.

3. 모의실험결과와 자료분석 예제

이 절에서는 모형 (2.1)과 (2.3)이 모수 σ의 추정에 미치는 영향을 모의실험을 통해 살펴보았다. 모

수 σ의 실제값은 σ = 0.5, 1, 10로 하였다. 우선 중도절단관측의 기대비율 γ를 0.5부터 0.05씩 감소하여

0.05까지 고려하였다. 2절에서와 같이 모형 (2.1)에서의 β는 β1으로 모형 (2.3)에서의 β는 β2로 두면,

β1과 β2는 표와 같이 β1은 1에서 1/19까지 감소하며 β2는 1에서 19까지 증가한다. 2절에서 언급한 바

와 같이 모형 (2.3)을 가정하고 식 (2.8)의 근사해를 이용할 경우 β2 < 1일 때, 즉 중도절단관측의 기대

비율이 0.5를 넘는 경우에는 근사해를 구하지 못하는 경우도 발생하므로 일단 이 경우는 고려하지 않았

다. 표본크기는 n = 25, 50, 100으로하였고반복수는 N = 2000으로하였다.

Table 3.1, 3.2, 3.3은 각각 σ = 0.5, 1, 10일 경우이며, 실제모형이 식 (2.1)일 때 식 (2.6), (2.7),

(2.8)의 세 추정량을 비교한 것이다. 고려한 모든 σ에 대해서 동일하게 다음과 같은 현상을 관찰할 수

있다. 추정값들은 전반적으로 크게 차이가 나지는 않는다. σ̂0과 σ̂1은 모든 경우 평균적으로 비슷하나,

σ̂0의 경우 중도절단관측의 기대비율 γ가 클 때, 즉 완전자료의 비율이 낮을 때 MSE가 상대적으로 큰

경향을보인다. σ̂1과 σ̂2에대해서는 γ가작을수록, 즉완전자료의비율이높을수록추정값의차이가커

지고, 잘못가정한모형그러니까이경우는식 (2.3)을가정하고추정했을때추정값이작아지는경향을

볼수있다. 또한이경우전반적으로추정량의 MSE가실제모형에서보다큰값을가진다.

Table 3.1 Comparison of estimates when the true model is 1 − FT = (1 − FY 0 )
β1 and the true value is σ = 0.5

n γ β1 β2 σ̂0 σ̂1 σ̂2 MSE(σ̂0) MSE(σ̂1) MSE(σ̂2)

25

0.5 1 1 0.52322 0.49990 0.49990 0.02686 0.00993 0.00993
0.45 9/11 11/9 0.51573 0.49831 0.51234 0.02299 0.00993 0.01118
0.4 2/3 3/2 0.51051 0.49768 0.51933 0.01820 0.01028 0.01239
0.35 7/13 13/7 0.50852 0.49904 0.52492 0.01793 0.01003 0.01337
0.3 3/7 7/3 0.50441 0.49716 0.52115 0.01662 0.01051 0.01393
0.25 1/3 3 0.50181 0.49595 0.51809 0.01363 0.00977 0.01376
0.2 1/4 4 0.50227 0.49790 0.51505 0.01316 0.01024 0.01416
0.15 3/17 17/3 0.51013 0.50530 0.51640 0.01253 0.00992 0.01407
0.1 1/9 9 0.50466 0.50184 0.50033 0.01085 0.00953 0.01364
0.05 1/19 19 0.49838 0.49750 0.48795 0.01076 0.01014 0.01727

50

0.5 1 1 0.51036 0.50063 0.50063 0.01168 0.00511 0.00511
0.45 9/11 11/9 0.50952 0.50027 0.50784 0.01021 0.00478 0.00512
0.4 2/3 3/2 0.50411 0.49663 0.50762 0.00871 0.00480 0.00547
0.35 7/13 13/7 0.50926 0.50422 0.51720 0.00853 0.00506 0.00616
0.3 3/7 7/3 0.50405 0.50137 0.51300 0.00746 0.00509 0.00663
0.25 1/3 3 0.50132 0.49814 0.50425 0.00689 0.00498 0.00629
0.2 1/4 4 0.50572 0.50240 0.50358 0.00655 0.00515 0.00693
0.15 3/17 17/3 0.50228 0.50016 0.49083 0.00611 0.00510 0.00653
0.1 1/9 9 0.49816 0.49729 0.47747 0.00554 0.00491 0.00817
0.05 1/19 19 0.49893 0.49933 0.46701 0.00525 0.00503 0.01064

100

0.5 1 1 0.50528 0.50058 0.50058 0.00518 0.00255 0.00255
0.45 9/11 11/9 0.50411 0.49997 0.50427 0.00518 0.00264 0.00276
0.4 2/3 3/2 0.50383 0.49938 0.50456 0.00427 0.00245 0.00269
0.35 7/13 13/7 0.50308 0.50009 0.50447 0.00404 0.00247 0.00282
0.3 3/7 7/3 0.50178 0.49986 0.50138 0.00382 0.00250 0.00292
0.25 1/3 3 0.50107 0.49772 0.49420 0.00335 0.00240 0.00310
0.2 1/4 4 0.50192 0.50026 0.48907 0.00341 0.00251 0.00320
0.15 3/17 17/3 0.50072 0.49960 0.47908 0.00289 0.00245 0.00371
0.1 1/9 9 0.49914 0.49814 0.46504 0.00283 0.00254 0.00589
0.05 1/19 19 0.49987 0.49959 0.44857 0.00263 0.00250 0.00764
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Table 3.2 Comparison of estimates when the true model is 1 − FT = (1 − FY 0 )
β1 and the true value is σ = 1

n γ β1 β2 σ̂0 σ̂1 σ̂2 MSE(σ̂0) MSE(σ̂1) MSE(σ̂2)

25

0.5 1 1 1.0466 1.0054 1.0054 0.1036 0.0393 0.0393
0.45 9/11 11/9 1.0346 0.9995 1.0279 0.0895 0.0401 0.0450
0.4 2/3 3/2 1.0228 0.9932 1.0376 0.0806 0.0395 0.0501
0.35 7/13 13/7 1.0287 1.0050 1.0523 0.0671 0.0413 0.0516
0.3 3/7 7/3 1.0275 1.0072 1.0557 0.0658 0.0409 0.0522
0.25 1/3 3 1.0074 0.9950 1.0381 0.0553 0.0399 0.0548
0.2 1/4 4 1.0199 1.0092 1.0467 0.0539 0.0419 0.0648
0.15 3/17 17/3 1.0034 0.9963 1.0149 0.0462 0.0374 0.0520
0.1 1/9 9 1.0037 0.9977 0.9964 0.0451 0.0390 0.0560
0.05 1/19 19 0.9998 0.9989 0.9761 0.0416 0.0396 0.0669

50

0.5 1 1 1.0209 0.9974 0.9974 0.0481 0.0194 0.0194
0.45 9/11 11/9 1.0186 1.0028 1.0182 0.0389 0.0201 0.0218
0.4 2/3 3/2 1.0132 1.0022 1.0245 0.0358 0.0199 0.0227
0.35 7/13 13/7 1.0086 0.9983 1.0225 0.0330 0.0197 0.0235
0.3 3/7 7/3 1.0054 0.9976 1.0195 0.0305 0.0202 0.0247
0.25 1/3 3 1.0018 0.9975 1.0106 0.0275 0.0208 0.0260
0.2 1/4 4 1.0025 0.9955 0.9958 0.0265 0.0208 0.0274
0.15 3/17 17/3 1.0088 1.0043 0.9906 0.0251 0.0207 0.0292
0.1 1/9 9 1.0059 1.0032 0.9635 0.0227 0.0199 0.0303
0.05 1/19 19 1.0018 1.0010 0.9360 0.0211 0.0200 0.0418

100

0.5 1 1 1.0147 1.0029 1.0029 0.0212 0.0099 0.0099
0.45 9/11 11/9 1.0013 0.9962 1.0046 0.0184 0.0098 0.0101
0.4 2/3 3/2 1.0051 1.0000 1.0102 0.0165 0.0094 0.0102
0.35 7/13 13/7 1.0083 1.0012 1.0100 0.0168 0.0100 0.0111
0.3 3/7 7/3 1.0030 1.0009 1.0047 0.0147 0.0099 0.0119
0.25 1/3 3 1.0068 1.0016 0.9922 0.0139 0.0101 0.0119
0.2 1/4 4 1.0064 1.0044 0.9823 0.0135 0.0108 0.0132
0.15 3/17 17/3 1.0069 1.0036 0.9596 0.0111 0.0095 0.0137
0.1 1/9 9 1.0038 1.0016 0.9344 0.0110 0.0097 0.0196
0.05 1/19 19 1.0017 1.0012 0.8949 0.0108 0.0104 0.0279

Table 3.3 Comparison of estimates when the true model is 1 − FT = (1 − FY 0 )
β1 and the true value is σ = 10

n γ β1 β2 σ̂0 σ̂1 σ̂2 MSE(σ̂0) MSE(σ̂1) MSE(σ̂2)

25

0.5 1 1 10.6226 10.0328 10.0328 12.0999 3.9702 3.9702
0.45 9/11 11/9 10.4070 10.0331 10.3108 8.7124 3.9702 4.3804
0.4 2/3 3/2 10.2465 9.9462 10.3733 7.7911 4.0240 4.8592
0.35 7/13 13/7 10.2058 9.9838 10.4815 6.8622 4.0144 5.3026
0.3 3/7 7/3 10.1802 10.0075 10.4760 5.9955 3.8394 4.9719
0.25 1/3 3 10.2038 10.0636 10.4835 5.9180 3.8356 5.0079
0.2 1/4 4 10.1524 10.0309 10.3470 5.6397 4.1902 5.6932
0.15 3/17 17/3 10.1031 10.0053 10.1556 5.1379 4.1006 5.4686
0.1 1/9 9 10.0722 10.0140 9.9799 4.6654 4.1061 5.7543
0.05 1/19 19 9.9580 9.9352 9.6838 4.2205 4.0052 6.6265

50

0.5 1 1 10.1381 9.9811 9.9811 4.3153 1.9927 1.9927
0.45 9/11 11/9 10.2676 10.0182 10.1914 4.3391 1.9924 2.1962
0.4 2/3 3/2 10.1631 10.0150 10.2416 3.8665 2.1730 2.4644
0.35 7/13 13/7 10.1364 10.0015 10.2488 3.5315 2.0945 2.5050
0.3 3/7 7/3 10.0649 9.9942 10.1909 3.0022 1.9961 2.4156
0.25 1/3 3 10.1404 10.0641 10.2065 2.6501 2.0027 2.5611
0.2 1/4 4 10.0300 9.9842 9.9970 2.7306 2.1799 3.0163
0.15 3/17 17/3 10.0911 10.0351 9.8589 2.5931 2.1091 2.6543
0.1 1/9 9 9.9668 9.9401 9.5242 2.3148 2.0458 3.1572
0.05 1/19 19 10.0104 9.9996 9.2933 2.0803 1.9455 3.9855

100

0.5 1 1 10.1076 9.9812 9.9812 2.1583 0.9898 0.9898
0.45 9/11 11/9 10.1265 10.0011 10.0809 1.9975 0.9923 1.0381
0.4 2/3 3/2 10.0845 10.0070 10.1206 1.7853 1.0210 1.0942
0.35 7/13 13/7 10.0942 10.0511 10.1524 1.5682 0.9769 1.1371
0.3 3/7 7/3 10.0108 9.9946 10.0276 1.4816 1.0414 1.2003
0.25 1/3 3 10.0238 10.0023 9.9224 1.3581 1.0168 1.1943
0.2 1/4 4 9.9963 9.9777 9.7671 1.3158 1.0379 1.2959
0.15 3/17 17/3 10.0189 9.9959 9.5744 1.1898 1.0180 1.5389
0.1 1/9 9 10.0211 10.0048 9.3046 1.1297 1.0236 1.8921
0.05 1/19 19 9.9982 9.9867 8.8804 1.0812 1.0211 2.9794

Table 3.4, 3.5, 3.6에서 보여주는 바와 같이 실제모형이 식 (2.3)일 때도 추정값의 평균적인 차이는

크지 않다. 그러나 이 경우 모형 (2.1)로 잘못 가정했을 때, 표본크기가 50이상으로 크면 평균적으로

작은 추정값을 보였다. 이러한 추정값의 차이가 중도절단자료의 비율에 따라 크게 달라지지는 않았으

나 γ가 감소했을 때 잘못 가정한 모형에서의 추정량의 경우 MSE가 커지는 것을 볼 수 있다. 하지만
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Table 3.1-3.3에서 σ̂1과 σ̂2의 MSE가 차이나는 것보다는 그 정도가 매우 미약하다. 한편 중도절단모형

이 모수 σ를 포함하지 않는다고 가정한 σ̂0의 경우 Table 3.1-3.3의 경우와 똑같은 경향을 보이고 있으

며 MSE가상대적으로크게나타났다.

Table 3.4 Comparison of estimates when the true model is FT = (FY 0 )
β2 and the true value is σ = 0.5

n γ β1 β2 σ̂0 σ̂1 σ̂2 MSE(σ̂0) MSE(σ̂1) MSE(σ̂2)

25

0.5 1 1 0.52886 0.50302 0.50302 0.02742 0.00953 0.00953
0.45 9/11 11/9 0.51727 0.49942 0.51415 0.02267 0.00848 0.00979
0.4 2/3 3/2 0.50965 0.49678 0.52021 0.02005 0.00851 0.01103
0.35 7/13 13/7 0.51061 0.50062 0.52786 0.01828 0.00769 0.01083
0.3 3/7 7/3 0.51509 0.50091 0.52767 0.01705 0.00703 0.00997
0.25 1/3 3 0.51424 0.50273 0.52687 0.01599 0.00727 0.00904
0.2 1/4 4 0.50741 0.50019 0.52153 0.01389 0.00702 0.00776
0.15 3/17 17/3 0.51119 0.50414 0.52359 0.01280 0.00703 0.00728
0.1 1/9 9 0.50508 0.49972 0.52054 0.01187 0.00735 0.00690
0.05 1/19 19 0.49965 0.49727 0.51779 0.01055 0.00807 0.00756

50

0.5 1 1 0.51214 0.50108 0.50108 0.01150 0.00502 0.00502
0.45 9/11 11/9 0.50868 0.50239 0.51044 0.01065 0.00483 0.00518
0.4 2/3 3/2 0.50706 0.49906 0.51097 0.00902 0.00410 0.00473
0.35 7/13 13/7 0.50694 0.49930 0.51292 0.00820 0.00361 0.00440
0.3 3/7 7/3 0.50881 0.50097 0.51351 0.00783 0.00362 0.00422
0.25 1/3 3 0.50495 0.49961 0.51096 0.00690 0.00342 0.00372
0.2 1/4 4 0.50380 0.50015 0.50973 0.00652 0.00350 0.00328
0.15 3/17 17/3 0.50495 0.50164 0.51143 0.00619 0.00363 0.00335
0.1 1/9 9 0.50267 0.50035 0.50986 0.00591 0.00390 0.00318
0.05 1/19 19 0.50081 0.50036 0.51303 0.00555 0.00425 0.00344

100

0.5 1 1 0.50420 0.49807 0.49807 0.00549 0.00258 0.00258
0.45 9/11 11/9 0.50311 0.49881 0.50320 0.00476 0.00230 0.00242
0.4 2/3 3/2 0.50289 0.49867 0.50459 0.00416 0.00205 0.00220
0.35 7/13 13/7 0.50444 0.50002 0.50589 0.00405 0.00202 0.00213
0.3 3/7 7/3 0.50164 0.49856 0.50444 0.00373 0.00179 0.00182
0.25 1/3 3 0.50039 0.49905 0.50417 0.00328 0.00167 0.00156
0.2 1/4 4 0.50069 0.49893 0.50366 0.00313 0.00170 0.00143
0.15 3/17 17/3 0.50089 0.49994 0.50471 0.00306 0.00184 0.00151
0.1 1/9 9 0.50263 0.50168 0.50588 0.00285 0.00191 0.00145
0.05 1/19 19 0.50165 0.50098 0.50632 0.00253 0.00195 0.00148

Table 3.5 Comparison of estimates when the true model is FT = (FY 0 )
β2 and the true value is σ = 1

n γ β1 β2 σ̂0 σ̂1 σ̂2 MSE(σ̂0) MSE(σ̂1) MSE(σ̂2)

25

0.5 1 1 1.0433 1.0414 1.0414 0.0994 0.0516 0.0516
0.45 9/11 11/9 1.0499 1.0431 1.0139 0.0870 0.0443 0.0419
0.4 2/3 3/2 1.0410 1.0293 0.9849 0.0784 0.0365 0.0356
0.35 7/13 13/7 1.0411 1.0326 0.9840 0.0759 0.0375 0.0359
0.3 3/7 7/3 1.0285 1.0218 0.9708 0.0669 0.0323 0.0314
0.25 1/3 3 1.0487 1.0395 0.9912 0.0640 0.0342 0.0296
0.2 1/4 4 1.0357 1.0274 0.9822 0.0584 0.0326 0.0274
0.15 3/17 17/3 1.0349 1.0294 0.9873 0.0556 0.0345 0.0269
0.1 1/9 9 1.0356 1.0299 0.9845 0.0520 0.0351 0.0252
0.05 1/19 19 1.0374 1.0336 0.9877 0.0496 0.0389 0.0268

50

0.5 1 1 1.0202 0.9966 0.9966 0.0468 0.0196 0.0196
0.45 9/11 11/9 1.0181 0.9983 1.0136 0.0415 0.0178 0.0189
0.4 2/3 3/2 1.0140 1.0015 1.0259 0.0345 0.0159 0.0184
0.35 7/13 13/7 1.0152 0.9967 1.0233 0.0340 0.0148 0.0187
0.3 3/7 7/3 1.0156 1.0036 1.0288 0.0302 0.0141 0.0162
0.25 1/3 3 1.0071 0.9972 1.0184 0.0263 0.0135 0.0136
0.2 1/4 4 1.0129 1.0024 1.0212 0.0269 0.0141 0.0132
0.15 3/17 17/3 1.0058 1.0007 1.0211 0.0246 0.0140 0.0121
0.1 1/9 9 1.0016 0.9965 1.0155 0.0237 0.0156 0.0124
0.05 1/19 19 1.0011 0.9985 1.0200 0.0215 0.0164 0.0132

100

0.5 1 1 1.0125 1.0013 1.0013 0.0216 0.0101 0.0101
0.45 9/11 11/9 1.0096 0.9982 1.0070 0.0194 0.0086 0.0090
0.4 2/3 3/2 1.0092 1.0011 1.0135 0.0175 0.0084 0.0090
0.35 7/13 13/7 1.0070 0.9999 1.0130 0.0160 0.0076 0.0080
0.3 3/7 7/3 1.0065 1.0000 1.0118 0.0146 0.0072 0.0077
0.25 1/3 3 1.0049 0.9997 1.0093 0.0137 0.0069 0.0065
0.2 1/4 4 1.0017 0.9985 1.0073 0.0123 0.0068 0.0059
0.15 3/17 17/3 1.0028 0.9998 1.0080 0.0117 0.0069 0.0056
0.1 1/9 9 1.0020 0.9997 1.0095 0.0109 0.0071 0.0054
0.05 1/19 19 0.9997 0.9984 1.0100 0.0105 0.0080 0.0060
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Table 3.6 Comparison of estimates when the true model is FT = (FY 0 )
β2 and the true value is σ = 10

n γ β1 β2 σ̂0 σ̂1 σ̂2 MSE(σ̂0) MSE(σ̂1) MSE(σ̂2)

25

0.5 1 1 10.3522 9.9843 9.9843 9.9427 3.9934 3.9934
0.45 9/11 11/9 10.4129 9.9850 10.2825 9.0832 3.5924 4.1499
0.4 2/3 3/2 10.2700 10.0104 10.4584 7.6584 3.2143 4.2429
0.35 7/13 13/7 10.3190 10.0249 10.5817 7.7082 3.0468 4.3732
0.3 3/7 7/3 10.2721 10.0181 10.5950 6.6812 2.8527 4.2175
0.25 1/3 3 10.1798 9.9612 10.4722 5.9698 2.8395 3.6278
0.2 1/4 4 10.2289 10.0687 10.5197 5.5250 2.8539 3.2453
0.15 3/17 17/3 10.1782 10.0623 10.4661 5.1763 2.9695 2.9719
0.1 1/9 9 10.1775 10.0687 10.4674 4.9937 3.1338 2.9675
0.05 1/19 19 10.0496 9.9888 10.4397 4.3562 3.2546 3.1824

50

0.5 1 1 10.2582 10.0069 10.0069 4.7682 1.9955 1.9955
0.45 9/11 11/9 10.1796 10.0254 10.1894 4.0132 1.7327 1.9667
0.4 2/3 3/2 10.1910 10.0351 10.2798 3.7307 1.6868 1.9748
0.35 7/13 13/7 10.1268 10.0128 10.3017 3.1739 1.3987 1.7521
0.3 3/7 7/3 10.1221 10.0173 10.2737 3.1407 1.4461 1.6448
0.25 1/3 3 10.0667 9.9922 10.2121 2.7521 1.3383 1.3339
0.2 1/4 4 10.1482 10.0441 10.2194 2.5963 1.3895 1.3247
0.15 3/17 17/3 10.0537 9.9899 10.1784 2.5817 1.5163 1.3128
0.1 1/9 9 10.0730 10.0207 10.2124 2.3922 1.5441 1.2460
0.05 1/19 19 10.0382 10.0089 10.2448 2.1997 1.6480 1.3467

100

0.5 1 1 10.1050 10.0188 10.0188 2.0649 0.9900 0.9900
0.45 9/11 11/9 10.0374 9.9889 10.0756 1.7340 0.8807 0.9087
0.4 2/3 3/2 10.0889 10.0286 10.1497 1.7866 0.8458 0.9160
0.35 7/13 13/7 10.0744 9.9757 10.1007 1.6797 0.7606 0.7958
0.3 3/7 7/3 10.0601 10.0007 10.1052 1.4148 0.6977 0.6920
0.25 1/3 3 10.0300 9.9798 10.0785 1.3772 0.7080 0.6800
0.2 1/4 4 10.0376 10.0028 10.0935 1.2619 0.6860 0.5931
0.15 3/17 17/3 10.0791 10.0339 10.1198 1.2453 0.7265 0.5826
0.1 1/9 9 10.0226 9.9916 10.0800 1.1198 0.7449 0.5638
0.05 1/19 19 9.9846 9.9736 10.1085 1.0897 0.8252 0.5963

두 경우 모두에서 MSE는 대략 표본크기에 반비례로 줄어들고 σ2에 비례해서 커지는 것을 볼 수 있

다. 또한 γ가 작을 때 잘못 가정한 모형의 MSE가 상대적으로 큰 경향을 보인다. 이는 γ가 작을수록

실제모형과 가정한 모형이 크게 차이가 나기 때문이 아닌가 생각된다. 실제로 γ = 0.5일 때는 두 모형

(2.1)과 (2.3)는동일하다.

2절의결과를실제자료에적용하여보자. 다음자료는급성골수백혈병 (acute myelogenous leukemia)

을 치료하기 위한 보전화학요법 (maintenance chemotheraph)의 효능을 알아보기 위하여 실행한 임상

실험결과 중 일부이다. 이 연구는 Embury 등 (1977)에서 행해졌고, Table과 Kim (2004)에서도 분석

하였다. 환자를 두 그룹으로 나누어 한 그룹에는 보전화학요법을 행하고, 다른 그룹에는 행하지 않았

다. 아래는 보전화학요법 치료를 받은 그룹의 완화시간을 나타내는 자료이며, 주단위로 나타낸 것이다.

+는중도절단을의미한다.

9, 13, 13+, 18, 23, 28+, 31, 34, 45+, 48, 161+

지수분포를 가정하고, 중도절단분포에 식 (2.1)을 가정하면, β̂1 = 4/7 = 0.571로 추정하여 σ̂1은 식

(2.6)과 동일하게 되며, 이 경우 σ̂1 = 60.429, λ̂1 = 1/σ̂1 = 0.0165가 된다. 만일 중도절단분포에 식

(2.3)을 가정하고, 식 (2.8)과 (2.11)로부터 β2와 σ를 추정하면 β̂2 = 1.748, σ̂2 = 64.322, λ̂2 = 1/σ̂2 =

0.0155가 된다. 추정된 β̂2은 1/β̂1 = 7/4 = 0.175와 거의 일치하는 것을 볼 수 있다. 그러나 이는 일반

적인것은아니고이자료의경우나타난결과로보인다.

4. 결론 및 토의

본 논문에서는 임의중도절단 자료의 분석에 중도절단모형이 어떤 영향을 미치는지에 대해 생각해 보

고자 하였다. 실제 자료분석시에 중도절단모형을 정확하게 정하기는 쉽지 않으므로 이러한 연구가 의미

있다고생각한다.
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자료에 지수분포를 가정하고, 중도절단모형으로는 잘 알려진 Koziol-Green 모형과 일반화 지수분포

모형을 고려하였다. 이 경우 지수분포의 척도모수 추정에 이 모형이 어떤 영향을 주는지에 대해서 살펴

보았다. Koziol-Green 모형의 경우, 지수분포의 척도모수 추정이 상대적으로 쉽지만, 일반화 지수분포

모형의경우에는최대우도추정량이해석적으로구해지지않으므로근사적으로구해야한다.

모의실험을 통해 관찰한 결과 추정값이 평균적으로는 중도절단모형에 따라 크게 좌우되지 않는 것으

로보인다. 그러나중도절단자료의기대비율이작을수록위의두모형은점점더차이가나게되며가정

한 모형과 실제모형이 심하게 다르게 된다. 이 경우 잘못된 모형을 가정했을 때 추정량의 MSE가 상대

적으로커지는것을볼수있었다.

본연구는모의실험을통하여중도절단모형이추정에주는영향을살펴본것으로차후에좀더이론적

인 접근을 통한 연구가 필요하다. 또한 지수분포 외에 자주 이용되는 다른 일반적인 분포로의 확장이나

일반화도필요하다고생각한다.
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Abstract

The simplest and the most important distribution in survival analysis is the expo-

nential distribution. In this paper, we investigate the influence of the random censor-

ship model on the estimation of the scale parameter of the exponential distribution.

The considered random censorship models are Koziol-Green model and the general-

ized exponential distribution model. Two models have different meanings. Through

the simulation study, the averages of the estimated values of the parameter do not

show big differences, however the MSE of the estimator tends to be bigger when the

supposed model is significantly different from the true model.
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