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- 기호설명 - 

 
σ  : 응집 영역의 응력(N/mm2) 

δ  : 응집 영역의 열림 변위(mm)  

mσ  : 응집 법칙의 응집 강도(N/ mm2) 

cδ  : 응집 법칙의 임계 열림 변위(mm)  

cG  
: 응집 영역의 파손 에너지(N·mm)  

m  : 응집 법칙의 형상 계수 

 

1. 서 론 
 

구조물과 기계 부품들에 존재하는 균열에 대한 

해석을 수행하기 위한 다양한 노력이 이루어지고 

있는데 보다 안전한 제품 설계에 중요한 역할을 

하고 있다. 균열 진전 거동에 대한 이론적인 분석

과 해석 기법의 개발은 이 분야의 핵심적인 연구 

분야로 유한요소 해석에서 효율적인 균열 진전 해

석 기법의 개발은 반드시 필요하게 된다. 

균열 진전 해석에서 가장 광범위하게 사용되는 

기법은 균열 선단에 응집 영역을 두고 균열의 열

림 변위와 응집 응력의 관계를 적용하는 방법이다. 

Key Words: Finite Element Method(유한요소법), Cohesive Elements(응집 요소), Cohesive Laws(응집 법칙), Crack 

Propagation Analysis(균열 진전 해석) 

초록: 본 논문에서는 3 점 굽힘과 이중 외팔보 문제에 대하여 응집 요소를 사용한 유한요소 균열 진전 

해석을 수행하고 응집 법칙의 영향을 알아보았다. 응집 요소는 ABAQUS/Standard 의 사용자 

서브루틴(UEL)으로 구현하였으며 응집 법칙은 다항식 형태의 응집 트랙션-열림 변위의 관계식을 

사용하였고 응집 법칙의 형상에 대한 영향을 알아 보기 위하여 다항식의 계수를 변화시켰다. 동일한 

파손 에너지와 응집 강도를 갖지만 다른 형상의 응집 법칙에 대한 해석을 수행하고 변위-반력 곡선을 

비교하여 균열 진전 거동의 변화를 알아보았다. 또한 요소 크기에 따른 균열 진전 해석 결과의 영향을 

논의하였다. 

Abstract: In this paper, the effect of cohesive laws on the finite element analysis of crack propagation using cohesive 

elements is investigated through three-point bending and double cantilever beam problems. The cohesive elements are 

implemented into ABAQUS/Standard user subroutines(UEL), and the shape of cohesive law is varied by changing 

parameters in polynomial functions of cohesive traction-separation relations. In particular, crack propagation behaviors 

are studied by comparing load-displacement curves of the analysis models which have different shapes of cohesive laws 

with the same values of fracture energy and cohesive strength. Furthermore, the influence of the element size on crack 

propagation is discussed in this study. 
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유한요소 해석에서 응집 영역을 부여하기 위하여 

분리된 요소 사이에 응집 요소를 구성하고 열림 

변위에 따라서 응집 응력이 작용하는 재료 거동을 

균열 선단에 지정하게 된다. 이와 같은 균열 선단

의 응집 응력과 열림 변위 사이의 관계가 응집 법

칙인데 중요한 인자로 응집 영역의 파손 에너지와 

응집 강도 그리고 임계 열림 변위 등에 관한 많은 

연구들이 진행되고 있다. 

기존의 다양한 연구에도 불구하고 응집 요소를 

사용한 유한요소 해석에서 응집 법칙의 형태나 특

성 그리고 요소 크기에 따른 균열 진전 해석의 영

향에 대한 연구는 별로 이루어지지 않았다. 일부 

연구자들(1,2)은 균열 진전 거동은 파손 에너지가 

중요하고 응집 법칙의 형태 변화에는 별다른 영향

이 없을 것이라 하였다. 하지만 동일한 파손 에너

지를 갖는 응집 법칙에 대하여 균열 주변의 소성 

변형에 따라 균열 진전 거동이 다르다는 것을 보

여준 연구(3)가 있었다. 다양한 재료에 제한적인 조

건일 경우 응집 법칙의 형태가 변함에 따라 균열 

진전 해석에 주는 영향을 다룬 연구(4)가 있었고, 

탄소성 재료에 대하여 응집 법칙의 형태는 소성 

영역 크기의 변화를 주어 균열 진전 거동이 다르

게 된다는 연구 결과가 있었다.(5) 필드투영법(field 

projection method)(6)을 이용하여 역으로 응집 법칙

을 구하는 연구에서 재료 특성에 따라 응집 법칙

의 형상이 다르게 될 수 있다는 언급을 하였다.(7,8) 

하지만 기존 연구에서는 응집 법칙의 변화가 균열 

선단 주변의 비선형 거동에 영향을 주어 균열 진

전 거동의 특성이 변하는 경우와 일부 제한적인 

경우의 영향도를 보여주었을 뿐, 응집 영역 만을 

고려하여 응집 법칙의 형태 변화에 따른 균열 진

전 거동의 특성을 명확히 설명하거나 보여주지는 

못하였다. 

본 연구에서는 균열이 있는 구조물의 3 점 굽힘 

과 이중 외팔보 문제에 대하여 균열 선단에 응집 

영역을 두고 응집 법칙의 형상 변화에 따른 균열 

진전 해석을 연구하였다. 응집 영역을 제외한 모

든 영역은 탄성이고 균열 진전에 대한 특성이 모

두 응집 영역으로 표현하는 경우를 해석하였다. 

이 연구를 위하여 균열 선단의 응집 영역에 대하

여 ABAQUS/Standard 사용자 서브루틴(UEL)을 작

성하여 응집 요소로 개발하였다. 다항식 응집 법

칙에 대하여 
mσ , cG , 

cδ , 
m 을 다양한 조건으로 

변경하였을 때 응집 법칙의 형태 변화에 따른 의

미를 파악하였다. 변화된 응집 법칙을 3 점 굽힘 

모델과 이중 외팔보의 균열 선단에 적용하여 균열  

 
 

Fig. 1 Cohesive tractions and separations in a cohesive 
zone 

 

진전 해석을 수행하였고 구조물의 변위-반력 결과

를 비교하였다. 다른 한편으로 응집 요소의 크기

에 따른 균열 진전 해석의 영향에 대하여 요소의 

크기가 충분히 작아야 응집 법칙의 특성을 반영하

게 된다는 것을 보여준 연구가 있었다.(9,10) 여기에 

대한 추가적인 검증과 해석이 필요한데 본 연구에

서 응집 법칙을 동일하게 하고 유한요소의 크기가 

변화하였을 때 균열 진전 해석의 영향을 살펴보았

다. 

 

2. 응집 요소의 유한요소 수식화 
 

응집 요소의 열림 변위  ∆u 는 Fig. 1 과 같이 

요소의 위와 아래 절점의 변위 차로 다음과 같다. 
 

bot
uuu −≡ top  ∆             

                   (1) 
 

균열 면을 따르는 수평 방향과 수직 방향의 국부 

좌표계를 정의하고 좌표 변환 텐서(tensor)를 Θ 라 

하면 균열 면에서 국부좌표계 관점의 열림 변위는 

다음과 같다. 
 

uu ∆∆ T

loc Θ=
 
                                  (2) 

 

국부좌표계 관점의 응집 트랙션(traction)을 
loct 로 

나타내면 응집 요소의 하중 벡터는 다음과 같이 

된다. 
 

ξddetJw
1

1
loc

Tel ∫−= tBf Θ
 
                        (3) 

 

이때 w 는 응집 요소의 높이이고 ξ 는 응집 

요소의 중심을 따르는 1 차원 적분 영역을 

11 ≤≤− ξ 로 변환한 좌표이고 detJ 는 적분영역 

좌표 변환에 따른 자코비언(jacobian)이다. 응집 

요소의 강성행렬은 다음과 같이 정의될 수 있다. 
 

el

el

el

u

f
K

∂

∂
−=                                (4) 

 

식 (3)과 (4)를 이용하여 응집 요소의 강성행렬은 

다음과 같이 표현된다. 
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dζdetJw
1

1

T

loc

Tel ∫−−= BDBK ΘΘ            (5) 

 

여기서 강성행렬 
locD 는 다음과 같다. 

 

loc

loc
loc

∆u

t
D

∂

∂
=                                        (6) 

 

응집 영역의 응집 법칙은 
loct 와 

locD 로 표현되고 

식 (3)과 식 (5)를 ABAQUS/Standard 의 사용자 

서브루틴(UEL)으로 응집 요소를 구현하였고 균열 

진전이 예상되는 유한요소 사이에 응집 요소를 

두고 균열 진전 해석을 수행하였다. 
 

3. 응집 법칙 
 

본 연구에는 다양한 함수의 응집 법칙(exponential, 

bilinear, trapezoidal 등) 중에서 응집 법칙의 형상 

변화에 따른 균열 진전 특성을 알아보기 위하여 

다음과 같이 단순한 형태의 다항식을 사용한 응집 

법칙을 적용하였다. 
 

m

cc

a 







−=
δ
δ

δ
δ

σ 1                         (7) 

 

여기서 δ 는 열림 변위이고 
cδ 는 완전 분리가 

발생되는 임계(critical) 열림 변위(Fig. 1 참조)이고 

a 와 m 은 응집 법칙의 형상을 결정하는 

계수들이다. 식 (7)의 응력을 적분구간 
cδ 에서 

적분하면 파손 에너지 
cG 가 된다. 

 

c

m

cc

Gda
c

=







−∫

δ
δ

δ
δ

δ
δ

0
1                   (8) 

 

위의 식을 만족하는 a는 다음과 같다. 
 

( )( )
c

cG
mma

δ
++= 21                       (9) 

 

응집 법칙의 응력을 식 (9)를 이용하여 다시 쓰면 

다음과 같다. 
 

( )( )
m

cc

cGmm 







−++=
δ
δ

δ
δ

σ 121            (10) 

 

식 (7)의 응집 법칙에서 응집 강도는 다음과 같다. 
 

( )
m

c

c
m

m

mG
m 








+

+=
1

2
δ

σ                  (11) 

 

파손 에너지 
cG 값과 응집 법칙의 임계 열림 변위

cδ 을 일정하게 두고 m 값을 변화시킨 응집 법칙

은 Fig. 2 에 보여주고 있다. 또한 응집 법칙의 응

집 강도
mσ 과 응집 법칙의 임계 열림 변위 

cδ 일

정하게 두고 m 값을 바꾸면 Fig. 3 과 같다. 파손 

에너지와 임계 열림 변위를 일정하게 하면 균열이 

진전하는데 필요로 하는 에너지는 동일하지만 응

집 강도가 다른 경우 주변 응력 상태가 변하게 될 

것이다. 또한 응집 강도와 임계 열림 변위를 일정

하게 하고 응집 법칙 형상을 바꾸면 파손 에너지

가 변하게 되어 균열이 진전하는데 필요로 하는 

에너지가 다르게 된다. 본 연구에서는 파손 에너

지가 일정한 경우와 응집 강도가 일정한 경우에 

대하여 응집 법칙의 형상 변화에 따른 균열 진전 

거동 특성을 살펴보았다. 

 

4. 응집 법칙의 형상 변화에 따른  

균열 진전 해석 
 

식 (7)로 주어진 응집 법칙의 계수값들에 따른 

균열 진전 해석의 변화를 알아보기 위하여 Fig. 4 와 

Fig. 5와 같이 균열이 있는 3점 굽힘과 이중 외팔보  

 

  
Fig. 2 Cohesive laws with varying m  in Eq. (7) for 

constant fracture energy 
cG =8.2 Nmm and critical 

separation 
cδ =0.2 mm 

 

 
 

Fig. 3 Cohesive laws with varying m  in Eq. (7) for 
constant maximum stress 

mσ =72.88 N/mm2 and 

critical separation 
cδ =0.2 mm 
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(a) 
 

   
(b) 

 

 
(c) 

 

Fig. 4 Finite element analysis of crack propagation in 3-
point bending problems: (a) 3-point bending 
model, (b) finite element mesh, (c) stress 
distribution (von-Mises stress, MPa) 

 

(a) 
 

 
(b) 

 

 
(c) 

 

Fig. 5 Finite element analysis of crack propagation for 
double cantilever beam problems: (a) double 
cantilever beam model, (b) finite element mesh, 
(c) stress distribution (von-Mises stess, MPa) 

 
모델의 유한요소 균열 진전 해석에 적용시켜 보았

다. 모든 해석에 사용한 재료 물성은 탄성계수 

MPaE 70000= 와 푸아송비 0.35ν = 을 적용하였

다. 
 

4.1 3점 굽힘 모델의 균열 진전 해석 결과 

Fig. 4의 3점 굽힘 모델( mmL 300= , mmH 50= , 

15100× 요소)의 가운데 영역에 초기 균열 mm.a 6716=  

 

Fig. 6 Reaction forces and displacements at the top of 3-point 
bending model using cohesive laws with varying m for 
constants 

cG =8.2 Nmm and 
cδ =0.2mm 

 

 
Fig. 7 Reaction forces and displacements at the top of 3-

point bending model using cohesive laws with 
varying 

cδ  for constants 
cG =8.2 Nmm and m=2 

 

에 대하여 상단부에 변위 
yu 를 부여하고 균열 진전 

해석을 수행하였다. 해석에 사용한 요소는 4절점 평

면응력 감소적분 요소(CPS4R)을 사용하였다. Fig. 6과 

Fig. 7은 3점 굽힘 모델에서 응집 법칙의 파손 에너

지 
cG 가 일정할 때 m값과 

cδ 에 따라 부여 변위와 

이 지점의 반력을 보여주고 있다. Fig. 2와 같이 응

집 법칙에서 m값이 클수록 
mσ 이 커지기 때문에 균

열 진전을 위해 큰 힘이 필요하며 반대로 
cδ 이 커질

수록 
mσ 이 작아지기 때문에 균열 진전을 위하여 상

대적으로 작은 힘이 필요하다는 것을 알 수 있다. 

이 결과는 균열 진전에 필요한 파손 에너지가 동일

하여도 응집 법칙의 형태가 변하면 응집 강도나 임

계 분리 변위가 변하게 되므로 균열 진전 거동이 

다르게 된다는 것을 보여주고 있다. Fig. 8과 Fig. 

9는 응집 법칙의 응집 강도 
mσ 이 일정할 때 m값

과 
cδ 에 따라 균열 진전 해석을 수행한 결과를 

보여주고 있다. 이때 m값이 클수록 파손 에너지 
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Fig. 8 Reaction forces and displacements at the top of 3-

point bending model using cohesive laws with 

varying m for constants 
mσ =72.88 and 

cδ =0.2 

 

 
Fig.  9 Reaction forces and displacements at the top of 3-

point bending model using cohesive laws with 

varying 
cδ  for constants 

mσ =72.88 and m=2 

 

cG 가 작아지기 때문에 균열 진전을 위해 상대적

으로 작은 에너지가 필요하며 반대로 
cδ 가 커질수

록 
cG 이 커지기 때문에 균열 진전을 위해 상대적

으로 큰 에너지가 필요하다는 것을 알 수 있다. 

이 결과에서 보면 동일한 응집 강도 
mσ 에 대하여 

응집 법칙의 형태가 변하면 균열 진전 거동도 다

르게 된다는 것을 알 수 있다. 결과적으로 동일한 

파손 에너지 또는 동일한 응집 강도의 경우에도 

응집 법칙의 형상이 다르게 되면 균열 진전 거동

이 변하게 된다는 것을 보여주고 있다. 

 
4.2 이중 외팔보의 균열 진전 해석 결과 

Fig. 5의 이중 외팔보 모델( mmL 100= , mmH 20= , 

20100 ×  요소)의 좌측 영역에 초기 균열 mma 10=

에 대하여 좌측 상 하단부에 변위 
yu 를 부여하고 

균열 진전 해석을 수행하였다. 해석에 사용한 요

소는  4절점  평면응력 감소적분 요소(CPS4R)를  

 
Fig. 10 Reaction forces and displacements at the left ends 

of double cantilever beam model using cohesive 
laws with varying m for constants 

cG =8.2 Nmm 

and 
cδ =0.2 mm  

 

 
Fig. 11 Reaction forces and displacements at the left ends 

of double cantilever beam model using cohesive 
laws with varying 

cδ  for constants 
cG =8.2 

Nmm and m=2 
 

사용하였다. Fig. 10과 Fig. 11은 이중 외팔보에서 

응집 법칙의 파손 에너지를 일정하게 하고 계수 

m 과 임계 열림변위 
cδ 를 변화에 따른 균열 

진전의 좌측 상하단부의 변위-반력을 보여주고 

있다. 3 점 굽힘 모델의 균열 진전 거동과 

유사하게 응집 법칙의 형태가 변하면서 응집 

강도의 차이로 인하여 반력의 최대값도 변하고 

일정한 파손 에너지에서  응집 법칙의 형태에 

따라서  다른 균열 진전 거동을 보여주고 있다. 

Fig. 12와 Fig. 13에서는 응집 법칙의 응집 강도를 

일정하게 하고 계수 m 과 임계 열림 변위 
cδ 를 

변화시킨 해석에서 균열 진전 거동 특성을 

보여주고 있다. 3 점 굽힘 모델의 균열 진전 

해석과 마찬가지로 응집 강도가 동일하여도 응집 

법칙의 형태가 변하면 균열 진전 거동이 다르게 

되는 것을 보여주고 있다. 결과적으로  3 점 

굽힘과 이중 외팔보 문제의 균열 진전 해석에서  
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Fig. 12 Reaction forces and displacements at the left ends 

of double cantilever beam model using cohesive 

laws with varying m for constants 
mσ =72.88 

N/mm2 and 
cδ =0.2 mm 

 

 
Fig. 13 Reaction forces and displacements at the left ends 

of double cantilever beam model using cohesive 

laws with varying 
cδ  for constants 

mσ =72.88 

N/mm2 and m=2 

 

응집 법칙의 형상은 균열 진전 거동에 중요한 역

할을 한다는 것을 알 수 있다. 즉, 파손 에너지와 

응집 강도와 더불어 응집 법칙의 형상도 재료 거

동 특성에 따라 다르게 설정이 되어야 균열 진전

의 정확한 해석이 된다는 것을 알 수 있다. 
 

4.3 요소 크기에 따른 균열 진전 해석 결과 

다음으로 요소 크기가 균열 진전 해석에 주는 

영향을 알아 보기 위해 파손 에너지, 응집 강도 

그리고 응집 법칙의 형상을 고정했을 때 3 점 굽

힘 모델과 이중 외팔보의 균열 진전 해석을 수행

하였다. 3 점 굽힘 모델의 경우 요소 크기를 15.0 

mm, 3.33 mm, 1.5 mm 로 하였고 이중 외팔보의 경

우 5.0 mm, 2.0 mm, 1.0 mm 로 하였다. Fig. 14와 Fig. 

15에서 보여주는 바와 같이 3 점 굽힘 모델에서는 

요소 크기의 영향이 무시 할 수 있을 정도였지만  

 
Fig.14 Reaction forces and displacements at the top of 3-

point bending model with varying element size 
 

 
Fig. 15 Reaction forces and displacements at the left 

ends of double cantilever beam model with 
varying element size 

 

이중 외팔보에서는 요소의 크기가 너무 커지면 

오차가 있는 반력-변위 곡선의 결과를 보여주었다. 

응집 법칙을 실험적으로 측정한 변위를 사용하여 

역문제 해석으로 구한 연구(8)에서 응집 법칙의 

형상이 요소 크기에 의존하여 설정될 수 있다고 

하였고 충분히 세분화된 요소를 사용해야 한다고 

하였다. 본 연구에서도 응집 요소를 사용한 균열 

진전 해석에서 요소 크기가 충분히 작게 되면 

요소 크기에 상관없는 균열 진전 해석을 수행할 

수 있지만 너무 커지게 되면 원하지 않는 균열 

진전 거동을 보였다. 

 

5. 결 론 
 

  본 연구를 통해서 응집 영역의 응집 법칙에 대

한 파손 에너지, 응집 강도, 임계 열림 변위 그리

고 형상 계수인 m 값에 다르게 하여 응집 법칙을 

변화시키며 균열 진전 해석을 수행하였다. 본 연

구에서는 동일한 파손 에너지의 응집 법칙을 사용

해도 응집 강도와 임계 열림 변위가 다르게 되면 

균열 진전 거동이 다르게 됨을 명확히 보여주었다. 
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또한 동일한 응집 강도에 대하여 파손 에너지가 

다르게 되면 균열 진전 거동도 다르게 된다는 것

을 3 점 굽힘 모델과 이중 외팔보 모델을 사용하

여 보여주었다. 이것을 통하여 응집 요소를 사용

한 균열 진전 해석에서 파손 에너지 외에 응집 법

칙 형상을 반드시 고려해야 한다는 것을 알 수 있

다. 그러므로 응집 법칙의 형상을 구하기 위한 실

험과 이론적인 방법의 연구가 필요하며 재료 파손 

거동을 정확히 반영할 수 있는 응집 법칙을 설정

하는 것이 균열 진전 해석에서 상당히 중요하다는 

것을 알 수 있다. 또한 요소의 크기가 균열 진전 

해석에 주는 영향을 변위-하중 그래프를 통해 알

아보았고 너무 큰 응집 요소를 사용하면 원하지 

않는 균열 진전 거동을 얻을 수 있다는 것을 보여

주었다. 
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