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1. 서 론 

최근 기계, 전자 제품에 대한 소비자의 수준 향상

과 빠른 트렌드 변화로 인하여 섬세한 제품 디자인

이 요구되고, 제품 생산 주기가 짧아지고 있다. 제품 

생산 과정에서 핵심적인 역할을 수행하는 

CAD(Computer Aided Design)와 CAE(Computer Aided 

Engineering)의 효율적인 소통은 제품의 생산성 향상

에 직접적인 영향을 끼치며 이에 대한 연구가 활발

이 진행되고 있다.
(1~3)

  먼저 CAD 를 이용하여 제품

을 모델링하고, CAE 과정을 통해 제품이 사용되는 

환경에 대응되는 경계조건을 부여하여 해석을 수행

한다. CAE 해석 결과를 바탕으로 모델링을 개선하고, 

다시 해석을 하는 반복적인 최적화 과정을 통해 최

적화된 제품설계가 이루어 진다. 이처럼 최종 제품

을 생산하기 위해서는 무수한 개선과정이 필요하며, 

이에 따라 CAD 와 CAE 간의 정보 교환이 반복적으

로 수행된다. 그러나 CAD 에서는 스플라인 기저로 

모델을 표현하는 반면 CAE 는 다항식 기저로 유한

요소 모델을 표현하기 때문에 모델을 공유하는 과정

에서 형상 근사 오차가 발생하는 문제점이 있다. 최

Key Words: Spline Finite Element Method(스플라인 유한요소법), Shape Optimization(형상최적화), Non-Uniform 

Rational B-Spline(비균일 유리 B스플라인), Control Point(제어점), Weight(가중치)  

초록: 본 연구에서는 NURBS(Non-Uniform Rational B-spline)를 이용한 형상최적화 방법을 제안한다. 대부

분 NURBS 기반 형상 최적화 방법은 NURBS 의 제어점 위치 좌표 값만을 설계변수로 택하고 있다. 이

러한 경우, 형상최적화 과정에서 종종 제어점들이 서로 가까워져 메쉬 품질을 악화시키고 수렴이 되지 

않는 등의 문제를 야기시킨다. 본 연구에서는 형상최적화에서 NURBS 제어점의 좌표뿐 아니라 가중치

를 추가적으로 설계 변수로 고려하여 세밀한 형상 변화를 가능하게 하고, 제어점 위치 좌표 최적화 과

정과 제어점 가중치 최적화 과정을 분리하여 단계적으로 효율적인 형상 최적화를 수행하였다. 제안한 

형상최적화 방법을 예제에 적용하여 제안된 방법의 효율성을 검증하였다.   

Abstract: A new NURBS-based shape optimization method is proposed. Most shape optimization studies consider only 

control point positions as design variables. Some shape optimization processes present problems with mesh quality and 

convergence when control points are constrained to a limited space. If the weights of the control points are regarded as 

additional design variables, it should be possible to attain a better degree of shape control. In this study, positions and 

weights of NURBS control points are used as design variables, and a shape optimization algorithm incorporates 

position optimization and weight optimization steps. This method is applied to shape optimization benchmarking 

problems to verify its advantages. 
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근 제안된 스플라인 유한요소법(Spline Finite Element 

Method)은 CAD의 NURBS 기저를 CAE에서 형상함

수로 사용하는 방법으로, 유한요소 해석 전처리 작

업인 유한요소 생성과정과 해석한 결과를 다시 

CAD 로 전환하는 과정이 제거된다.  이후 CAD 의 

스플라인 정보를 직접 해석에 적용하는 방법이 제안

되고 이를 등기하 해석(Isogeometric analysis)이라 명

명하였다. 이러한 CAD 와 CAE 의 통합(4)은 전, 후처

리 과정 동안의 시간과 노력을 획기적으로 감소시켜 

실제 산업의 생산성에 엄청난 발전을 기대할 수 있

으며, 이에 따른 스플라인 유한요소법 기반 형상 최

적화 방법에 대해 많은 연구가 진행되고 있다.
(5)
 스

플라인 유한요소법 기반 형상최적화 방법은 NURBS 

제어점 위치 좌표를 설계변수로 하며, 기존의 유한

요소 기반의 형상최적화와 비교하였을 때 비교적 적

은 수의 설계변수를 이용하여 복잡한 최적형상을 도

출할 수 있다. 현재 대부분의 NURBS 를 이용한 형

상 최적 설계 연구에서는 제어점의 위치만을 설계변

수로 하여 최적화(5,6)를 진행하였다. 그러나 NURBS

에서의 제어점은 위치 변수뿐 아니라 추가적으로 해

당 제어점의 가중치 변수를 포함한다. 이러한 가중

치는 B-스플라인으로 표현하지 못하는 원뿔곡선을 

표현을 가능하게 하며, 세밀한 곡선 표현이 가능한 

특성을 가진다.  

최근 Qian은 Full Analytical Sensitivity 라는 개념을 

소개하여 제어점의 위치 좌표와 가중치를 설계변

수로 설정하여 최적화를 수행하였다. 그러나 제어

점과 가중치는 서로 상호 보완적 관계를 가지는 

것에서 발생할 수 있는 문제점이나 비효율적인 면

에 대한 언급이나 고찰이 결여되어 있다.   

본 논문에서는 스플라인 유한요소법을 이용한 2

차원 형상최적설계 시, 제어점의 위치 좌표 값과 

가중치를 모두 설계 변수로 설정하고, 적절한 도

입 및 적용을 통해 효율적인 최적 설계를 구현하

는 방법에 대한 연구를 제시한다.  

2. B-스플라인과 NURBS 

2.1 B-스플라인(B-spline) 

B-스플라인은 아래와 같이 매듭 벡터(Knot 

vector) 내부에 포함되어있는 매듭(Knot)들로 정의 

되는 기저함수이다.  
 

1 2 1
, , ,

n p
s s s + + =  s ⋯    (1) 

 

수식 (1)에서 n 은 제어점의 개수, p 는 B-스플라

인 기저함수의 차수를 나타낸다. 하나의 매듭벡터 

s 는 1차원에서의 하나의 패치를 나타내며, 2차원

에서는 두 개의 매듭벡터의 텐서 곱(Tensor 

product)으로 2 차원 패치를 구성한다. 매듭벡터에

서 매듭을 추가 또는 제거하여 요소 분할을 조절

할 수 있으며, 매듭 사이의 간격을 나타내는 매듭 

거리(Knot span)는 각 요소의 크기와 관련이 있다.  

이러한 매듭벡터 정보를 바탕으로 아래와 같이 재

귀적 방식으로 B-스플라인을 정의한다.  
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수식 (2)은 p 차 B-스플라인의 i 번째 기저함수, 

수식 (3)은 제어점의 좌표 iP 와 수식 (2)에서 구한 

p 차 B-스플라인 기저함수의 선형결합으로 구성된 

B-스플라인 곡선을 나타낸다. B-스플라인 기저함수

는 음이 아닌 값을 나타내며, 단위분할(Partition of 

unity) 특성을 가진다. 또한 
1

[ , ]
i i p

s s s + +∉ 의 경우, 

해당 기저함수 
,
( )

i p
N s 함수 값은 0 이 되어 원하는 

국소영역 변형이 가능한 특성을 가지며 이를 컴팩

트 서포트(Compact support)라 한다. 그리고 B-스플

라인은 2 차 이상의 기저함수를 가질 때, 요소 경

계에서 
1C 이상의 연속성을 보장하여 응력이나 곡

률계산에 용이하다.  

 

2.2 NURBS (Non-uniform Rational B-spline) 

NURBS 는 B-스플라인의 일반화된 형식으로 유

리함수 형태이며, B-스플라인에서 가중치 변수 w

가 추가된다. 1차원에서 p차의 NURBS 곡선은 다

음과 같이 정의 된다.
(4)
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 iP 는 제어점의 좌표를 나타내고, iw 는 iP 에 

대응되는 가중치, ( ),i pN s 는 p 차 B-스플라인의 기

저함수이며 ( ),i pR s 는 가중치를 포함하는 p 차 

NURBS 기저함수이다. NURBS에서 모든 제어점에 

해당되는 가중치의 값을 1 로 설정하면 그 식은 

앞서 B-스플라인 곡선 수식 (3)과 정확히 동일하

다. NURBS 는 B-스플라인에서 가중치 변수 추가

로 인해 자유도(Degree of freedom)의 수가 하나 증

가하여, B-스플라인보다 더욱 넓은 범위의 유연한 
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곡선 표현이 가능하다.   

NURBS 특징 중 하나로, 가중치 변화로 인한 스플

라인 곡선의 변화는 컨벡스 헐(Convex hull)의 특징을 

만족한다. 컨벡스 헐은 구간별 2 차 기저함수의 경우 

3개의 인접한 제어점을 연결한 도형으로, 3차 기저함

수의 경우는 4 개의 인접한 제어점을 연결한 다각형

을 뜻한다. Fig. 1은 컨벡스 헐과 가중치 값 변화에 따

른 NURBS 곡선의 변화를 나타낸다. 가중치의 값이 

클수록 NURBS 곡선은 해당 제어점에 가까워지는 것

을 확인할 수 있다. 또한 해당 곡선은 3 차 곡선이므

로 컨벡스 헐은 4 개의 제어점을 연결하여 구성된 사

각형이고 해당 곡선은 가중치 값이 변하더라도 컨벡

스 헐 내부에 존재하는 것을 확인할 수 있다. 이처럼 

가중치를 변화시킬 때에 스플라인은 해당되는 컨벡스 

헐 내부에서만 이동하므로 진동이나 이탈을 방지할 

수 있다. 또한 NURBS 곡선 표현에 있어서 가중치 변

화는 제어점의 위치를 변화시켰을 때보다 더 부드럽

고 유연한 스플라인 형상을 표현하는데 이점이 있다. 

NURBS 곡선을 인접한 제어점 3개에 대해 2차 기저

함수를 이용하여 수식 (5)와 같이 유리함수 형태의 식

으로 표현할 수 있으며, 적절한 가중치 값을 부여하

였을 때, NURBS 곡선은 원뿔곡선에 해당되는 원, 타

원, 포물선 등을 정확하게 표현한다. 
 

( )
2 2

0 0 1 1 2 2

2 2

0 1 2

(1 ) 2 (1 )

(1 ) 2 (1 )

s w P s s w P s w P
C s

s w s s w s w

− + − +
=

− + − +
 (5) 

 

 Fig. 2 는 2 차 B-스플라인과 NURBS 를 이용하

여 3 개의 제어점으로 사분의 일 원 형상을 표현

한 것을 비교하여 나타낸 그림이다. NURBS 에서 

제어점 P 에 대응되는 가중치를 약 1/ 2 으로 설

정하면 NURBS 곡선은 원 곡선과 정확히 일치하

는 반면 B-스플라인은 사분의 일 원 형상을 정확

히 표현하지 못하는 것을 확인할 수 있다.   

3. 스플라인 유한요소법 기반  

형상최적설계 

3.1 스플라인 유한요소법 

스플라인 기반 형상최적화는 CAD 에서 사용되는 

NURBS 형상함수를 유한요소 해석에서 기저함 수

로 사용하는 방법으로, 메쉬 생성 등 별도의 전처

리 과정 없이 CAD 모델의 형상정보 그대로 CAE

에서 해석할 수 있는 방법이다. 이로 인해 형상 

근사과정이 사라지면서 형상오차를 제거할 수 있

으며, 요소분할에 따른 요소 재생성 과정 대신에 

CAE 과정에서 매듭추가를 통한 전역적인 세분화 과

정을 수행함으로써 정확도와 효율성이 향상된다.   

 
Fig. 1 Weight change and Convex hull property example 

 

 
Fig. 2 Comparison of NURBS and B-spline: A quarter 

circle 
 

 

Fig. 3 Linear transformations in Spline FEM 

 

스플라인 유한요소법에서는 Fig. 3 과 같이 물리적 

영역에서 파라메터 영역으로, 파라메터 영역에서 적

분요소로의 선형 변환 과정을 거친다. 이에 해당되

는 자코비안은 각각 SJ 와 
RP

J 으로 표현하며, 수식 

(6)과 같이 전체 자코비안 J는 SJ 와
RP

J 의 행렬 곱

으로 구해진다. ( ),iR s t 는 NURBS 평면의 i 번째 기

저함수, x , y 는 물리적 영역에서 해당 제어점의 좌

표를 나타낸다.
 (1)
 

 

max min

max min

1
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1
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이를 바탕으로 스플라인 유한요소법에서 요소 

강성행렬을 구하는 식은 아래와 같다.
(1)
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수식 (7)에서 B는 변형률-변위 행렬, D는 재료

상수 행렬, kW 는 가우스 구적분에서 적분점의 가

중치를 나타낸다. 이 때 B 는 수식 (8)과 같이 세 

개의 행렬의 곱으로 구해진다.
(1)
  

 

1

1

1, ,

1, ,

1, ,

1, ,

1 0 0 0
0

0 0 0 1 , ,
0

0 1 1 0

0 0

0 0

0 0

0 0

s n s

t n t

s n s

t n t

R R

R R

R R

R R

−

−

    = =        

 
 
 =
 
 
  

S

S

B = MΓG

J
M Γ

J

G

⋯

⋯

⋯

⋯

      

(8) 

 

M 은 상수변환 행렬을 나타내고, , ,,n s n tR R 은

NURBS 기저함수를 각각 파라메터 s 와 t 로 미분

한 값을 나타낸다. 앞서의 수식 (6), (7), (8) 과정을 

통해 강성행렬을 구성할 수 있으며, 스플라인 유

한요소법에서는 기존의 유한요소법과 동일한 방법

으로 균일 변위 경계조건과 분포하중 적용하여 해

를 구할 수 있다.  

스플라인 유한요소법은 기존의 유한요소법에 사

용되는 절점의 개수보다 현저히 적은 제어점을 이

용하여 동일한 정확도 수준의 해석을 수행할 수 

있다. 또한 기존의 유한요소법은 요소 경계에서 
0C 연속성을 가지므로 응력계산에서 별도의 처리

과정이 필요하지만, 스플라인 유한요소법은 2 차이

상의 기저함수를 사용하는 경우에 
1C 연속성을 보

장하여 응력계산에 용이한 특징이 있다. 
 

3.2 형상최적설계 
 

3.2.1형상최적화 흐름도 

일반적인 형상최적화는 CAD 에서 초기 2 차원 

 

 
Fig. 4 Flow chart for weight adapted 2D shape optimization 

모델을 생성하고, CAD에서 모델에 대응되는 제어

점 좌표, 가중치, 매듭벡터, 차수 등의 형상정보를 

얻는다. 형상 정보를 바탕으로 원하는 수준의 정

확도를 만족하기 위한 요소 세분화, 문제에 대응

되는 경계조건 부여를 통해 구조 해석을 수행한다. 

형상최적화를 수행하기에 앞서 형상최적화 문제에 

따라 목적함수, 제한조건, 설계변수를 설정하고, 

설계변수의 변화에 따른 구조해석 결과를 이용하

여 해당 설계변수에 대한 형상민감도를 계산한다. 

이후, 미분기반 최적화 알고리즘 MMA(Method of 

Moving Asymptotes)는 앞서 구한 형상민감도를 입

력 받아 개선된 설계 변수의 값을 출력하게 된다. 

이러한 한번의 형상최적화 과정을 반복적으로 수

행하여 수렴조건을 만족 할 때의 최적의 설계변수 

값을 얻는다.  

일반적인 스플라인 유한요소법 기반 형상최적화

는 제어점의 좌표 값을 설계변수로 설정하여 형상

최적화를 수행한다. 그러나 앞서 언급한 바와 같

이, NURBS 의 제어점 좌표 값뿐 아니라 가중치 

값 역시 형상을 표현하는 변수이므로 본 연구에서

는 제어점의 좌표 값과 가중치를 모두 설계변수로 

하여 형상최적화를 수행하였다.  Fig. 4는 본 연구

에서 수행한 형상최적화 과정 흐름도를 나타내고 

있다.  

본 형상최적화 과정에서는 제어점 위치 최적화

와 가중치 최적화를 분리하여 단계적으로 진행하

였다. 제어점 위치좌표 값만을 설계변수로 하여 

형상최적화를 수행하는 경우에 최적화가 진행됨

에 따라 매우 좁은 영역에서 제어점들이 밀집하

는 경우가 발생하는데, 이는 메쉬를 구성하는데 

어려움이 있고, 부정확한 해석결과를 초래(7)할 수 

있다. 또한 수식 (4)에서 알 수 있듯이 NURBS 

평면을 표현하는데 있어 제어점의 위치와 가중치

는 서로 상관 관계를 가진다. 예를 들어 동일한 

NURBS 평면을 구성할 때에 제어점의 위치 좌표

를 새롭게 설정하면 이에 대응하여 가중치 값도 

새롭게 정의 되야 한다. 그러므로, 두 가지의 변

수를 동시에 설계변수로 설정하는 경우에 수렴이 

불가한 문제가 발생할 수 있고, 특정 문제에서 

제어점의 위치 좌표와 가중치 변수를 분리하여 

단계적으로 진행하는 방식이 더 효율적일 수 있

다. 그리하여 본 연구에서는 우선적으로 설계영

역의 범위가 비교적 넓은 제어점 위치 최적화를 

우선적으로 수행한 다음 제어점 간의 거리가 일

정 수준이상 가까워지면, 비교적 설계 영역이 작

아서 섬세한 곡선 변형이 가능한 가중치 최적화
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를 수행하였다. 

 

3.2.2형상 민감도 수식화 

미분기반 최적화 알고리즘 MMA 를 사용하기 

위해서 설계변수에 대한 목적함수와 제한조건의 

형상 민감도 계산이 우선적으로 수행되어야 한다. 

수식 (9)는 일반적인 최적화 문제 정의를 나타낸

다.  

 

( )( )
( )( )

Minimize     ,

subject to    , 0    

    1, , Number of design variablesi i i

g

b b b i

Ψ

≤

≤ ≤ =

b u b

b u b

⋯

    (9) 

  

수식 (9)에서 Ψ는 목적함수, g 는 제한조건, b

는 설계변수, u 는 상태변수, ,i ib b 는 각각 설계 

변수의 하한, 상한을 나타낸다. 설계변수에 대한 

목적함수 민감도는 수식 (10)을 통해 구할 수 있

다.  

 

( )( )
1

,d

d

−
Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂ ∂ = + − ∂ ∂ ∂ ∂ 

b u b F K
K u

b b u b b
  (10) 

 

수식 (10)에서 연쇄법칙(Chain rule)을 이용하여 

설계변수에 대한 목적함수의 미분 값을 구한다. 

목적함수의 민감도를 구하기 위해서는 우선적으로 

강성행렬 민감도가 필요하며 이는 수식 (11)에 나

타나 있다.  

 

1

kNINT
k k kk k

k k k k

k

W

=

 ∂∂ ∂ ∂ = + +
 ∂ ∂ ∂ ∂
 

∑
T

T Te
JK B B

DB J B D J B DB
b b b b

  (11) 

 

수식 (11)에서 설계변수를 제어점의 좌표 값 또는 

가중치로 설정하면 각각 제어점의 좌표 값과 가중

치에 대한 강성행렬을 민감도를 구할 수 있다. 수

식 (11)에서 알 수 있듯이, 강성행렬의 민감도를 

구하기 위해서는 우선적으로 변형률-변위 행렬 B

의 민감도 값이 필요하다. 제어점의 위치 좌표, 가

중치 값에 대한 변형률-변위 행렬 민감도는 각각 

수식 (12)와 수식 (13)으로부터 구할 수 있다. 
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1
1 1

1

:
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 ∂ 
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S

S
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S S
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J

Γ

J
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J J

G

⋯

⋯

⋯
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  (13) 

 

 , ,,n sw n twR R 은 n 번째 NURBS 기저함수를 각각 파

라메터 s 와 가중치, 파라메터 t 와 가중치로 두 번 

미분한 함수를 뜻한다. 제어점 위치 좌표에 대한 

민감도 계산과 달리 G 행렬이 가중치에 대한 함

수이므로, 가중치로 미분하는 항이 추가된 것을 

확인할 수 있다. 앞서 식들을 바탕으로, 수식 (14)

는 목적함수를 변위(Displacement)로 설정하였을 

때의 민감도 계산식, 수식 (15)는 목적함수를 컴플

라이언스(Compliance)로 설정하였을 때 민감도 계

산 식을 나타내며 설계 변수 b에 따라 해당 강성

행렬 민감도를 대입하여 각각 변위, 컴플라이언스

의 민감도를 구할 수 있다. 

 

( )( )
1

,

d

d

−

Ψ =

Ψ ∂ ∂
= = −
∂ ∂

b u b u

u K
K u

b b b
                        

(14) 

 

( )( )
1

,

d

d

−

Ψ =

Ψ ∂ ∂ ∂
= = − = −
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T

T T T

b u b F u

u K K
F F K u u u

b b b b

  (15) 

4. 형상최적설계 예제 

4.1 평판의 내부 경계 형상최적화 

평판의 내부 경계 형상 최적화 문제이다. 형상

최적화가 적합하게 수행되는지 확인 하기 위하여 

Fig. 5 에 나타난 정해가 존재하는 평판 내부 경계 

형상최적화 문제에 대하여 최적화를 진행하였다. 

이 때 정해는, 설계 영역인 오른쪽 아래 대각선 

영역은 정확히 사분의 일 원 형상을 나타낸다. 재

료상수는 210 , 0.3E GPa v= = 이며, 경계조건으로 

오른쪽과 아랫면에 대칭조건을 적용하였다. 그런 

다음, 윗면과 왼쪽 면에 동일한 크기의 하중을 가
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하였다. 최적화 문제 정의는 다음과 같다.  
 

0

Minimize     

subject to    0.9907  V V≤

T
F u

                    

(20) 

 

 주어진 부피 제한 조건하에 목적함수인 컴플라이언

스를 최소화하는 최적화를 수행하였다. 0V 는 초기 평

판의 부피, V 는 최적화 수행 후의 부피를 나타낸다. 

부피 제한 조건의 기준은 문헌에서 참조하였다.
(8)
 Fig. 

6 은 요소와 제어점을 나타내며, 오른쪽 아래의 대각 

변에 위치한 제어점을 설계 변수로 설정한다. 
  

 

Fig. 5 Problem definition: Plate with a hole 

 

 

Fig. 6 Definition of design variables: Plate with a hole 
 

 

Fig. 7 Optimization results: Plate with a hole 

먼저 설계 영역이 큰 제어점의 위치 최적화를 

수행하고, 최적화 과정 동안 제어점간 거리가 일

정수준 이상 가까워 지면, 제어점의 이동을 멈추

고 가중치 최적화를 수행한다. Fig.7 은 설계 영역

에서의 최적형상과 정해와의 오차계산 방법, Fig.8

는 최적화 진행에 따른 목적함수와 제한 조건의 

변화를 나타낸다. Fig.7에서 제어점 위치만을 설계

변수로 하는 경우 22 번의 최적화를 반복하고 수

렴하고, 제어점의 위치-가중치 최적화에서는 우선 

제어점 위치 최적화가 12 번 가중치 최적화가 21

번으로 총 33 번의 최적화가 수행된다. 정해인 사

분의 일 원과 최적해 결과를 비교해 보면, 제어점

의 위치만을 설계변수로 택하는 경우 오차가 

1.52%이고 위치-가중치 최적화에서는 1.43%의 오

차를 얻음으로써 가중치를 추가적으로 설계 변수

로 택하였을 때 오차가 더 작은 것을 확인할 수 

있다. 

또한 위치와 가중치에 대한 민감도는 서로 다른 

유형의 변수에 대한 민감도 값이므로 정확한 비교

는 할 수 없지만, 예를 들어 위치-가중치 최적화

에서 마지막 최적화 수행 할 때의 특정 설계변수

에서의 x변위, y변위, 가중치에 대한 면적 민감도

는 각각 0.01, 0.14, 3.010 으로 제어점간의 거리가 

작을 경우, 가중치 값을 변화할 때 면적의 변화가 

더 큰 경우가 발생할 수 있음을 알 수 있다. Fig.8

에서 최적화 과정 동안의 정규화된 목적함수와 제

한조건의 변화를 살펴보면, 초기 부피보다 더 작

은 부피 제한 조건을 가하였기 때문에 모든 최적

화 과정에서 목적함수가 기존의 목적함수보다 증

가한 값을 나타낸다. 최적화 결과를 비교하면, 가

중치를 설계변수로 택할 경우, 목적함수에도 이점

이 있음을 확인할 수 있다.  

 

 

Fig. 8 Histories of normalized objective function and 
constraint: Plate with a hole 
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Fig. 9 Problem definition: Beam 

 

 

Fig. 10 Definition of design variables: Beam 

 

 

Fig. 11 Optimization results: Beam 

 

4.2 빔 형상최적화 

본 예제는 하중조건 하에 빔의 변위 최소화를 

위한 빔의 형상최적설계 문제이다. 재료상수는 

210 , 0.3E GPa v= = 이며, 문제 정의는 Fig. 9 에 

나타나 있으며, 점 A 에 집중 하중을 가하였다. 최

적화 문제 정의는 다음과 같다.  
 

yA

0

Minimize     u

subject to    V 0.6V≤
                  (21) 

 

 주어진 부피 제한 조건하에 점 A 에서 y 축 변위

를 최소화하는 최적화를 수행하였다. 대부분 빔 

형상최적화 시, 빔의 오른쪽 끝부분이 좁아지면서 

불안정한 결과 값을 유발 시킴으로 인해 빔의 두

께가 일정 수준 이상, 이하가 되지 않도록 추가적

으로 제약 조건(8)을 가한다. Fig. 10 은 요소와 제어

점, 최적화를 수행하는 설계변수 정의를 나타낸다. 

본 문제에서는 빔의 윗면에 위치한 제어점의 y 좌

표값과 가중치를 설계변수로 설정하여 형상최적화

를 수행한다.  

먼저 제어점의 위치 최적화를 수행하고, 최적화 

과정 동안 제어점간 거리가 일정수준 이상 가까워 

지면, 제어점의 이동을 멈추고 가중치 최적화를 

수행한다. Fig. 11 는 위치 최적화와 위치-가중치 최

적화를  수행한  최적형상을  나타낸다 .  형상최적 

 
Fig. 12 Histories of normalized objective function and 

constraint: Plate with a hole 

 

화 과정 동안 빔의 오른쪽 변에 위치한 제어점이 

서로 가까워 지는 경향을 보이는데, 위치-가중치 

최적화 과정 동안에 제어점이 일정 수준이상 가까

워지면 제어점의 이동을 멈추고 가중치 최적화를 

수행하기 때문에 오른쪽 변이 위치 최적화를 수행

하였을 때보다 더 길다. Fig. 12 는 최적화 진행에 

따른 목적함수와 제한 조건의 변화를 나타낸다. 

Fig. 12 에서 나타난 것과 같이 제어점 위치만을 

설계변수로 하는 경우, 제어점의 위치-가중치 최

적화보다 더 빨리 수렴한다. 정규화된 목적함수 

값을 비교하여 보면, 제어점의 위치만을 설계변수

로 택하는 경우 2.74, 위치-가중치 최적화에서는 

2.52 로 가중치를 추가적으로 설계 변수로 택하였

을 때 더 낮은 목적함수를 가지는 것을 확인함으

로써 더 나은 최적 결과를 얻은 것을 알 수 있다.  

5. 결 론 

본 연구에서는 스플라인 유한요소법을 이용한 2

차원 형상최적화 시, NURBS 형상표현에 영향을 

미치는 제어점의 위치 좌표와 해당 제어점의 가중

치를 모두 설계변수로 고려하는 방법을 제시하였

다. 기존의 제어점 위치좌표만을 설계변수로 하는 

형상최적화 방법 대신에 가중치를 추가적으로 설

계 변수로 설정함으로써 비교적 세밀한 NURBS 

형상의 변화가 가능하며, 원뿔곡선 표현이 가능한 

이점을 가진다. 또한 형상최적화 과정 동안 제어

점이 서로 가까워져 메쉬 구성이 어려운 경우가 

종종 발생하는데 본 연구에서는 제어점이 일정 수

준이상 가까워지면 제어점의 이동을 멈추고, 설계

영역 비교적 작은 가중치 최적화를 수행함으로써 

이러한 문제를 방지하도록 하였다.  

본 연구에서 제안한 방법을 평판 내부 경계 설
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계 문제와 빔 경계 최적화를 수행하여, 위치-가중

치 최적화를 수행할 경우 더욱 부드러운 경계를 

표현할 수 있으며, 최적화 결과의 목적함수를 비

교하였을 때에도 이점을 가지는 것을 확인하였다. 
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