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Abstract: This paper provides an overview of the basics and recent studies of Lyapunov-based nonlinear adaptive control, the 
aim of which is to improve or maintain the performance and stability of the closed-loop system by cancelling out the 
presumable uncertainties in the nonlinear system dynamics. The design principles are essentially based on Lyapunov’s direct 
method. In this survey, we provide a comprehensive overview of Lyapunov-based nonlinear adaptive control techniques with 
simplified effective design examples, which are to be elaborated as related recent results are gradually shown. The scope of the 
survey contains research on singularity problems in adaptive control, the techniques to deal with linearly and nonlinearly 
parameterized uncertainties, robust neuro-adaptive control, and adaptive control methodologies combined with various nonlinear 
control techniques such as sliding-mode control, back-stepping, dynamic surface control, and optimal/∞  control. 

Keywords: adaptive control, Lyapunov analysis, nonlinear control

Copyright© ICROS 2014

I. 서론

현존하는 모든 시스템은 외란, 노이즈, 모델링 오차 등에 

따른 불확실성을 항상 내포하고 있으며, 이를 효과적으로 

처리하기 위한 강인제어(robust control) [1,2], 확률제어

(stochastic control) [3], 적응제어(adaptive control) [1,4-6]와 

같은 방법들이 제어공학 분야에서 꾸준히 연구되어져 왔다. 
이 중 적응제어 기법은 모델링 오차에 따른 모델 불확실성

(model uncertainty) 및 노화/환경변화에 따라 서서히 발생하

는 변동성분을 실시간으로 감소시켜 제어성능을 향상시킨

다는 점에서 다른 방법들과 차별적인 장점이 있다[1,4-6]. 
본 조사 논문에서는 이러한 적응제어 분야에서 최근 주류

를 이루고 있는 리아프노브 분석(Lyapunov analysis)에 기반

한 비선형 적응제어 방법들과 그 연구동향을 소개한다.
대부분의 실제 시스템에는 비선형성이 존재함에도 불구

하고, 그 해석의 복잡성 때문에 초창기 적응제어에 대한 연

구는 주로 선형 시스템에 대해 이루어졌다. 이는 i) 주어진 

파라미터 추정기와 결합된 형태인 간접(indirect) 적응제어 

방법과, ii) 제어법칙과 적응법칙(adaption law)을 함께 설계

하는 직접(direct) 적응제어 방법으로 나눌 수 있다[1,5]. 간
접 적응제어방법의 경우, 기존 추정기와의 결합을 통해 비

교적 손쉬운 적응제어기 설계가 가능한 반면, 그 안정도 분

석에 있어 어려움이 존재한다. 한편, 직접 적응제어 방법의 

경우 설계방법은 이론적으로 다소 복잡하지만, 통합적인 설
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계를 통해 안정도 분석이 용이해진다는 장점이 있다[1,4,5]. 
여기서 직접 적응제어 방법의 안정도 분석 및 제어기 설계

를 위해 대표적으로 사용되는 방법이 바로 리아프노브 분

석법 [7]이며, 이는 가장 대표적인 비선형 시스템의 안정도 

분석법으로 널리 알려져 있다[1,4]. 특히 적응제어 시스템의 

경우, 선형 시스템에 대해 설계가 진행되더라도 적응법칙의 

비선형성으로 인해 리아프노브 분석법과 같은 비선형 시스

템에 대한 안정도 해법이 필수적으로 요구되며[5,6], 1990년
대에 들어서야 본격적으로 연구가 진행된 “비선형 시스템

에 대한 적응제어 방법” 역시 이러한 리아프노브 분석법에 

기초한 안정도 해법 및 적응제어기 설계 방법이 주류를 이

루고 있다[4].

II. 기본 원리

먼저, 리아프노브 직접법(direct method) [1,4-6]에 기반한 

적응제어 시스템의 설계법에 대한 기본 원리를 다음과 같

은 시스템을 이용하여 간략히 서술한다.

상태방정식: 

       ⋯  (1)

   (2)

출력방정식:

   (3)

여기서     ⋯   ∊R는 시스템의 상태변수

(state variable), ∊R는 적응제어를 위해 설계되는 제어
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입력, 는 시스템의 출력을 나타낸다. 는 Lipschitz 연

속인 비선형 함수로, 주어진 모델 ∊R과 불확실성 

∊R의 합 (4)로 표현된다.

  (4)

가정 1: 는 상수값을 갖는 미지의 파라미터 ∊R와 

비선형 함수 ∊R에 대해 (5)와 같은 선형결합(linear 
combination)으로 표현된다.

  (5)

가정 1하에, 본 예제에서는 출력 가 주어진 기준출

력 신호  를 추종하며, 동시에 에 의한 시스템에 존

재하는 불확실성 을 상쇄시켜 제어성능을 실시간으로 

향상시킬 수 있는 제어법칙과 적응법칙 

             제어법칙:  ⋅  (6)

             적응법칙:    ⋅ (7)

을 설계한다. 여기서 는 매 순간 상기 적응법칙 (7)에 

의해 변화되는 값으로, 불확실성 (5)에 대한 의 추정치를 

나타내며, 그 추종오차를  로 정의한다. 또
한,   는 임의의 값을 갖는 양한정(positive definite) 행
렬로 적응이득(adaption gain)을 나타내며, ⋅ , ⋅는 

리아프노브 직접법을 통해 결정될, 미지의 파라미터 에 

독립적인 비선형 함수들이다.
상기 적응제어 시스템 (6), (7)의 설계를 위해 추종오차

(tracking error)를   로 정의하고, [1,13,14,21,30,46, 

47]에서와 같이 동적 평면 를

  
  ⋯     (8)

와 같이 정의한다. 여기서 , ⋯ , 값들은 방정식 

 
 ⋯     

의 근이 모두  -평면의 좌반면에 위치하도록 결정되며, 따
라서   로 유지되는 경우, →∞함에 따라 추종오차 

가 “0”으로 수렴하게 된다. 즉,  ≈를 통해 

≈  를 달성할 수 있다[1]. 이를 이용하는 적응제

어 시스템 (6)~(7)의 리아프노브 직접법 기반 설계법은 다

음과 같이 서술할 수 있다.

∙ 리아프노브 직접법 기반 적응제어기 설계법: 미분 가

능한 양한정 함수  에 대하여 (9)을 만족시키며 

에 독립적인 (6)~(7)의 비선형 함수 ⋅ , ⋅를 설계

한다.

  ≡
  

 






⋅


  









  

     
 ⋅  

  ≤ (9)

여기서 와 는 각각  , 에 대한 의 편미분이며, 
는 설계절차에 따라 결정되는 양한정 함수이다. ■

상기 서술된 리아프노브 직접법 기반 설계의 첫번째 순

서는 (9)을 만족시킬 수 있는 “리아프노브” 함수  

를 선정하는 것이다. 이는 일반적으로는 쉽지 않은 작업이

지만, 본 예제의 경우,   를 

    




  (10)

와 같이 선정하면,     에 대해 (9)을 만

족시키는 함수 ⋅ , ⋅을 (11), (12)와 같이 도출할 

수 있다.

 ⋅  


  




 (11)

⋅   (12)

이와 같이 제어법칙 (6)과 적응법칙 (7)을 결정하게 되면, 
(9)과 리아프노브 정리 [7, 정리 4.8]에 의하여 폐루프 시스

템의 평형점    은 균등 안정(uniformly stable)
하여 적응제어 시스템의 안정도가 보장된다. 또한, 전체 시

스템이 안정하므로, 상태오차 와 추정오차 를 포함한 

모든 신호는 유계(bounded)이며, 이를 통해   의 유

계성을 보인 후, Barbalat의 보조정리 [7, 정리 8.4]를 이용

하면,  →  , 즉  → 임을 보일 수 있다. 즉, 본 예제의 

경우, 가 기준신호  에 점근적으로 수렴함이 수학

적으로 증명된다. 또한, 의 경우, 다수의 문헌에서 영

속 여기조건(persistent excitation condition)하에서 로 수렴

함을 증명하고 있다[1,4,5].

III. 관련 연구동향

본 조사 논문에서 소개하는 리아프노브 직접법(direct 
method) 기반의 설계 방법은 모두 II 장에서 소개된 기본원

리를 일반화된 시스템 및 불확실성에 대해 확장 ․ 변형한 

것으로 여길 수 있으며, 구체적으로는 다음과 같이 분류할 

수 있다.
1. 입력결합성분 처리방법

시스템 (1)~(3)의 에 대한 동적 방정식 (2)는 입력결합

성분(input coupling term) 을 고려하여 (13)과 같이 확

장할 수 있다.

   (13)

이와 같이 가 고려된 적응제어 법칙의 설계법과 연구

결과들은 다음과 같이 요약할 수 있다. 
1.1 를 완벽하게 알고 있는 경우

상대적으로 제어기 설계가 용이한 경우로, “   ”인 

II 장의 예제도 이에 해당된다. 이 경우, [1,4,16,39] 등에서

는 “모든 에 대해 ≠ ”임을 가정하여 를 상쇄

하였다. 한 예로 시스템 (1), (13), (3)의 경우, 기존 제어법
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칙 (6) 대신 수정된 제어법칙  ⋅ 을 이용하면, 

설계법 I의 “  ≤ ”를 만족시키는 적응제어 법

칙을 II 장의 설계원리를 통해 쉽게 구할 수 있음을 알 수 

있다. 그 외 [42-44,48-53]에서 소개된 적응제어 기법들에서

는, 상기 “≠ ” 가정 없이 최적/∞  제어 방법을 응

용하여 입력결합성분을 처리하였으며, 여기서 제어입력 

는, 양한정 행렬 과 가치함수(value function) 에 대

해   ∇  의 형태로 주어져,   인 

지점에 대한 특이점 문제(singularity problem)가 발생하지 않

는다는 장점이 있다.
1.2 에 불확실성이 존재하는 경우

본 경우는 일반적으로 II 장의 예제보다 복잡한 절차를 

거쳐 적응제어 법칙이 유도된다. 미지의 상수 ∊R에 대해 

단순히 입력결합성분이   와 같이 표현되는 경우를 

먼저 살펴보면, [1,28,30,37,40,41,45] 등에서는 “≠이며, 
의 부호는 알고 있다”라는 가정 하에 여러 적응제어 법칙

이 제안되었다. 이와 비슷하게 가 일반적인 Lipschitz 
연속 함수로 주어진 경우를 고려한 [14,32-36]에서는 다음과 

같은 공통적인 가정을 하고 있다.

가정 2: 양의 상수 가 존재하여 ≥   를 만

족시키며, 는 항상 양, 혹은 항상 음의 값을 갖는다. 
또한, 의 부호와 는 알고 있다.

하지만, ≠ , 혹은 가정 2에 의해 ≠이라 하더라

도, 적응법칙에 의해 변화하는 추정치  , 혹은 추정함수 

는 “0”이 될 수 있으며, 따라서 이를 제어법칙의 분모

에 사용하게 되면, 상기 언급한 특이점가 발생할 수 있다. 
[13]에서는 상기 특이점 문제를 해결하기 위해   대신 

을 추정하여 제어기를 구성하는 방법이 이용되었다. 
더 나아가 [14]에서는 불확실성   대신 를 

고려한 수정된 리아프노브 함수를 이용하여 이를 해결하였

다. 그 외 상기 특이점 문제를 해결하기 위한 방법으로 투

영법(projection) [13], 슬라이딩 모드 제어(SMC: Sliding 
Mode Control) [13-17,28,30] 등을 이용하였으며, 최근 

[48-50,54-56]에서는 가정 2를 만족시키지 않는   혹은 

에 대한 적응제어기 설계에 관한 연구가 최적 적응제어 

관점에서 진행되었다.
2. 불확실성의 표현방법에 따른 분류

II 장의 예제에서는 불확실성 가 파라미터 에 대한 

선형결합 (5)로 나타내진다는 “가정 1” 하에 적응 제어기를 

도출하였으며, 실제 [16,28,30,33,34,40,42-46] 등의 많은 적응 

제어기가 이러한 가정 하에 설계되었다. 하지만, 실제 상황

에서 이러한 가정이 항상 만족되는 것은 아니며, 따라서 보

다 완화된 조건에 대한 적응제어기의 연구가 요구된다. 이
를 위해 [8,9]에서는, 불확실성 가 어떤 미지의 파라미터 

에 대해 선형결합 (5)가 아닌 비선형적인 결합으로 표현

되는 경우에 대해서는 Immersion & Invariance (I & I) 접근

법에 기반한 설계법을 제시하였다. 또한 보다 더 일반적으

로 가 임의의 함수로만 주어지는 경우에는, [13-17,30,32, 
35-37,39,41,47]에서와 같이 신경망(neural network)을 이용하

여 이를 (14)와 같이 근사화하는 방법을 이용한다.

   (14)

여기서 ∊R는 각각 신경망 출력단(output layer)의 미지

의 가중치 벡터, ∊R는 신경망 은닉단(hidden layer)의 
가중치들과 각 뉴런(neuron)과 연관된 값을 모아놓은 벡터, 
⋅는 활성함수(activation function)이다. 의 경우는 랜

덤하게, 혹은 최적화 방법 등에 따라 미리 주어지거나, 혹
은, 미지의 벡터로 보고 적응법칙을 통해 학습하게 된다. 
또한, 는 의 근사화 오차(approximation error)로, 
일반 근사정리(universal approximation theorem) [10-12]에 의

해 유계집합 위에서 임의의 작은 값  에 대해 

 ≤  가 성립한다. 이러한 배경 하에서, 신경망 기반 

적응제어에 대한 연구들 [13,14,16,35,36,39,41]에서는 불확실

성 의  에 대한 영향을 상쇄시켜 제어성능

을 향상시킬 수 있는 “에 대한 적응제어법칙”을 설계하

였다. 또한, [15,17,32,37] 등에서는 불확실성  을 

더욱 효과적으로 상쇄시키기 위한 에 대한 적응법칙을 고

안하였다. 이러한 신경망 기반 적응제어 법칙의 설계 역시 

리아프노브 직접법에 기반하지만, 그 구체적인 방법에 있어

서는 으로 인해 II 장의 설계 예와 차이가 있으며, 수
렴성과 안정도 대신 모든 신호의 유계성과 균등 궁극 유계

성(Uniform Ultimate Boundedness: UUB)에 초점을 맞춘 설

계를 진행한다 (다음절 “강인 적응제어” 참조).
3. 강인 적응제어

초기 적응 제어기들은 외란/노이즈가 고려되지 않은 시

스템을 대상으로 그 연구 및 설계가 진행되었다 (II 장 참

조). 하지만, 실제 상황에서는 외란, 노이즈 및 설계 시 고

려되지 않았던 불확실성이 존재할 수 있고, 또한 불확실성 

이 가정 1을 만족시키지 않는 경우, 본 III 장의 2절
에서 설명한 바와 같이 신경망 근사화로 인한 근사오차 

가 발생한다. 이러한 “외란요소” (외란/노이즈) 와 “오
차요소” (근사오차  /고려되지 않은 불확실성)는 적응 

제어기의 안정성 및 수렴속도에 있어 문제를 야기시키며, 
따라서 이를 해결하기 위한 1) 강인 적응법칙(robust 
adaptation law) [4,13-17]과 2) 우수한 강인성과 수렴속도를 

지닌 SMC와 접목한 “적응 SMC (Adaptive SMC: ASMC) 기
법” [13-17,21-31,33]이 적응제어 분야에서 활발히 연구되었

다. 이러한 강인 적응제어 기법들을 설명하기 위해 본 논문

에서는 비선형 시스템 (1), (15), (3)을 예시로 활용하기로 

한다.

  
   (15)

(15)에서 기존 는 (4)와 (14)로 표현되었고,  는 

외란 ∊R와 노이즈 ∊R, 근사오차 ∊R 및 

추가적인 불확실성 ∊R에 대해 

    (16)

와 같이 정의되는 비구조적(unstructured) 불확실성이다. II 
장의 가정 1은 (16)에 대한 ≡ ,     인 

특수한 형태로 볼 수 있다.
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가정 3:  는 유계함수이다. 즉, 어떤 알려진 상수 

에 대해 항상  ≤  를 만족한다.

현재까지 알려진 강인 적응제어 기법들은 대부분 가정 3
을 만족시키는  에 대해 설계를 진행하였으며, 그 

설계절차는 주어진 리아프노브 함수  의 시스템 

(1), (15), (3)에 대한 미분

   ≡
  

 






   


  









  

  
 ⋅

에 대하여 다음과 같이 서술할 수 있다.

∙ 리아프노브 직접법 기반 강인 적응제어기 설계법: 
와 에 독립적이며, 조건 I 또는 II를 만족시키는 

제어법칙   ⋅ 과 적응법칙    ⋅

의 비선형 함수 ⋅와 ⋅를 설계한다.

조건Ⅰ:  의 미분    이 (17)을 만족한다.

    ≤ (17)

조건 Ⅱ: 적응법칙 
   ⋅ 이 의 유계성을 보

장하며,  의 미분    이 (18)을 만족한다.

    ≤ (18)

여기서  , 는 각각 설계절차에 따라 결정되는 

와 에 대한 양한정 함수이며, 은 양의 상수이다. ■

상기 강인 적응제어 설계법은 비구조적 불확실성 

 의 존재로 인해 ‘0’이 아닌 값 이 발생하게 되며, 
값은 구속상수(bounding constant) 의 크기에 비례한다. 
이러한 의 존재로 인해, 강인 적응제어에서는 II 장의 조

건 (9)와 같은 안정도와 수렴성 대신 주어진 신호의 유계성

만이 증명된다. 조건 I의 경우, (17)과 확장된 리아프노브 

정리 [7, 정리 4.18]를 이용하여 추종오차 와 추정오차 

가 UUB임을 보일 수 있다. 또한, 조건 II의 의 경우, 
적응법칙에 의해 그 유계성이 보장되며, (18)에 의해 추종

오차 가 UUB임을 보일 수 있다. 여기서 어떤 신호 

∊R가 UUB라 함은, ‘0’을 포함하는 어떤 유계집합

  := {∊Rq : ≤ }

안으로 가 유한시간 안에 수렴함을 의미하며, 상수 

  는 에 비례하여 결정된다. 본 절에서 소개하는 강

인 적응제어 설계 방법은 모두 상기 조건 I, II로 소개되는 

기본원리를 확장 ․ 변형한 것으로 여길 수 있으며, 방법론

적으로 다음과 같이 분류된다.

3.1 강인 적응법칙: 수정법과 투영법

상기 외란 및 오차요소에 의한 파라미터 추정치 의 발

산을 방지하기 위한 방법으로 기존 설계된 적응법칙을 외

란 및 오차요소에 대해 강인하게 만드는 방법이다. 크게 수

정법(modification) [6,18,19]들과 투영법(projection) [6,20]으로 

나뉘며, 시스템 (1), (15), (3)에 대한 설계 예로 설명하면 다

음과 같다.
수정법의 대표적인 예로는 -수정법(-modification) 과 

-수정법(-modification)이 있으며 [6,18], 이는 기존 시스템 

(1)~(3)에 대해 설계된 적응법칙 (12)에 대해 다음을 만족시

키는 적응법칙 
   ⋅ 으로 설명할 수 있다.

      -수정법: ⋅ ⋅   (19)

      -수정법: ⋅ ⋅   (20)

여기서   는 상수이며, 는 에 대한 근사값이다. 이

러한 수정법들의 -항은 모두 (17)의 항을 형성하

며, 상기 강인 적응제어 설계법의 조건 I을 만족시켜 추종

오차 와 추정오차 가 UUB가 되도록 한다. 또한, 

≈일 때 그 오차가 가장 작다. [16,17,27,32,35-37,39, 
41]에서는 -수정법을 이용하여 비구조적 불확실성 

 에 대한 강인 적응제어기를 설계하였고, -수정법

을 사용한 예로는 [15]와 같은 강인 적응제어 기법이 있다.

또한, (19), (20)의 -항 없이 의 유계성을 보장하는 대

표적 방법인 “투영법”은 (21)과 같은 적응법칙으로 설명할 

수 있다[6,20].

⋅ Proj⋅ (21)

여기서 Proj 는 충분히 큰  에 대해 다음과 같

이 정의된다.

Proj 









 i f    or   and≤ 


 

i f   and 

위와 같이 정의된 투영법에 기반한 적응법칙 (21)은 불

확실성 파라미터 와 초기 추정치  가 모두 집합 

 :={∊RN : ≤  } 위에 있는 경우, 모든 ≥ 

에 대해  ∊가 되어 추정치 가 유계임이 증명되

었다[6,20]. 또한, [13,14,25,29,47,52] 등에서는 이러한 투영

법을 이용하는 강인 적응제어 시스템을 제안하였고, 이들은 

조건 II와 같은 설계조건을 만족시키도록 설계되었다. 한편, 
상기 방법들의 수렴성능을 동시적응(concurrent adaptation)과 

최소자승법 등을 이용하여 개선한 -수정법(-modifica- 
tion) 방법이 [19]에서 제안되었으며, 이는 아래와 같은 식

으로 설명할 수 있다.

⋅ Proj⋅   

여기서 는 오차 동적방정식과 최소자승법에 의해 주

어지는 항으로, 이를 통해 강인 적응제어 시스템의 수렴성

능과 정확성을 높일 수 있다[19].
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3.2 적응 슬라이딩 모드 제어

3.1절의 수정법 및 투영법이 적응법칙에 대한 강인화 방

법이었다면, ASMC의 경우는 제어법칙에 대한 강인화 방안

이다. 이는 강인 적응제어법칙   ⋅ 을 슬라이딩 평면 

에 대해 

⋅ ⋅ sgn  (  ) (22)

와 같이 설계하여, 이를 통해 접근법칙(reaching law) 

   sgn (23)

을 유도하는 방법으로 설명할 수 있으며, 이를 통해 불확실

성  가 존재하는 상황에서도 상기 강인 적응제어기 

설계법의 리아프노브 안정도 조건 (17) 혹은 (18)을 만족시

키는 제어기 설계가 가능하다[1,13-17,21-31,33]. (22)에서 

⋅는 (11)과 같은 기존 제어 법칙이며, 양의 상수 는 

불확실성 의 구속상수   (가정 3 참조)에 비례하여 결정

되는 값이다. sgn는 부호함수로 sgn    (   ), 
sgn    (   ), sgn     (   )와 같이 정의

된다. SMC에서 슬라이딩 평면 는 일반적으로 동적 평

면 (8)과 같이 정의한다. 또한 [24-28]에서와 같이 시스템의 

오차 동역학(error dynamics)이나 모델 특성에 따라 삼각함

수 혹은 특정 매트릭스와의 내적으로 를 정의하여 그 

안정도와 제어성능 향상을 도모하기도 한다.
ASMC 제어기의 경우, 와 같은 비구조적 불확실성에 

대한 강인성을 확보하기 위한  sgn 항에 의해 채터링

(chattering) 현상이라는 문제가 발생한다[1]. 이를 해소하기 

위해 sgn함수를 sat , tanh (여기서 는 경

계영역(boundary layer)의 두께를 의미한다) 등과 같은 연속

함수로 근사화하는 방법들이[1,16,22,27] 등에서 이용되었지

만, 이는 제어기 수렴성능 저하를 필연적으로 수반하게 된

다. 따라서 이를 보완하기 위한 방안으로 를 불확실성의 

크기에 따라 변화시켜 적절한 경계영역을 찾아 채터링 문

제를 해소함과 동시에 그 성능을 최대로 유지시키는 형태

의 ASMC 기법 연구가 진행되었다[1,21]. 한편, 채터링 현상

을 완화시키기 위한 또 다른 연구로는 F-ASMC (Fuzzy 
ASMC)이 있다[13,29-31]. 이는, 기존 ASMC에 퍼지(fuzzy) 
이론을 접목한 제어 이론으로, 퍼지 로직을 통해 SMC의 

sgn등으로 인한 불연속 제어입력을 연속 제어입력으로 

근사화하여 채터링 현상을 해소하는 방법이다. 
또한 ASMC 제어기 (22)의   값이 지나치게 클 경우 채

터링 현상을 악화시키며, 반대로 가 너무 작을 경우 불확

실성 의 영향을 효과적으로 상쇄시키지 못하게 되어 수

렴성능 및 안정도에 악영향을 미치게 된다. 따라서 ASMC
의 값의 선정은 보통 불확실성 의 크기를 나타내는 값 

  (가정 3 참조)에 따라 결정되거나, 혹은 신경망[13,16,27, 
30]의 사용 등에 따라 값을 사전에 알기 어려운 경우, 적
응법칙을 통해 적절한   값이 결정되도록 설계된다[16]. 
4. 眞-궤환 시스템에 대한 적응제어 

상기 II, III 장의 설계 예에서는 정합조건(matching 
condition)을 만족시키는 (1), (15), (3) (혹은 (1)~(3))과 같은 

비선형 시스템을 대상으로 적응제어 법칙을 유도하였다. 하

지만 진-궤환(strict-feedback) 시스템과 같이 비선형성 및 불

확실성이 정합조건을 만족하지 않는 경우, 상기 II, III 장의 

방법만으로 적응제어 법칙을 설계하기에는 한계가 있다. 이
러한 시스템의 예로 비정합(unmatched) 성분인 비선형 함수 

와 외란  , 노이즈 를 포함하는 다음과 같은 

2차 진-궤환 시스템 (24), (25), (3)을 들 수 있다.

  


 (24)

  
   (25)

(24)에서 는 (4)와 (14)로 표현된 (15)의 와 비슷

하게 (26)과 같이 표현되었고, 비구조적 비정합 불확실성 

∊R는 (16)과 비슷하게 외란 ∊R, 노이즈 

∊R, 근사오차 ∊R에 대해 (27)과 같이 정의되었다. 

 


  (26)

   (27)

여기서 는 어떤   에 대해 항상 ≤ 

를 만족시키는 유계의 함수로 가정한다 (가정 2 참조). 시
스템 (24), (25), (3)은   에 대한 비선형 시스템 (1), (15), 
(3)의 확장판으로 여길 수 있고, 본 장에서는 이러한 2차 

진-궤환 비선형 시스템에 대한 다음과 같은 적응제어 법칙 

설계 방법을 소개한다.
4.1 적응 백스테핑 제어

백스테핑(backstepping) 제어 기법은 비정합 성분을 다루

기 위해 진-궤환 시스템 (24), (25), (3)에 대해 단계적으로 

각 가상제어 입력 ()을 설계하여, 이를 통해 최종적으로 

시스템을 안정화시키는 제어기 를 도출하는 방법이다 

[32-34]. 이를 확장시킨 적응 백스테핑 제어는 상기 2차 진-
궤환 비선형 시스템에 대한 추종문제(  의 안정화)

를 예로 들어 다음과 같이 설명할 수 있다.

• 1단계: 가상제어기 
  설계

추종오차   와   로 정의되는 불확실성 

추정오차에 대한 리아프노브 함수 
가 (24), (3)에 

대한 -가상제어 시스템 

  



 ,   

에 대해 
≡

    

 

 ≤
 (28) 

을 만족하도록 하는 가상 제어 입력 
  와 적응

법칙 
 

 를 설계한다. 강인 적응제어기 설계법 

조건 I의 (17)과 같이, (28)에서 와 
는 양한

정 함수로 주어지며,   은 상수, 과 


는 각각 

와 에 대한 의 편미분이다.

• 2단계: 백스테핑

1단계에서 설계된 가상 제어기 와 상태변수 와의 
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오차를   로 정의하고, (28)을 이용하여, 과 

, 추정오차 에 의존하는 합성 리아프노브 함수 

 
 


   

가 전체 비선형 시스템 (24), (25), (3)에 대해 

  


≡
  

  

  







≤
 









≤ 
 (29) 

를 만족시키는 제어법칙 
 과 두 번째 적응

법칙 
 

  을 최종 도출한다. 1단계에서와 같

이 와 는 양한정 함수로 주어지며, 

  는 상수이다. ■

상기 백스테핑 설계법은 리아프노브 관계식 (29)와 확장

된 리아프노브 정리 [7, 정리 4.18]에 의해 추종오차 와 가

상제어 오차 , 추정오차  , 가 모두 UUB임을 보일 수 

있으며, [22,32-37]에서와 같이 상기 적응 백스테핑 설계방

법을 차수가 더 높은 임의의 차 진-궤환 시스템에 대해 

확장할 수 있다. 또한, 상기 설계법은 불확실성 와 를 

처리하기 위한 조건 I의 식 (17)과 같은 형태를 기준으로 

제시되었다. 이는 투영법 등에 기반한 적응법칙을 사용하는 

경우, 3.1절에서 설명한 바와 같이 (17)과 같은 형태를 띄는 

(28), (29) 대신 조건 II의 (18)과 같은 형태를 띄는 리아프

노브 관계식에 기반하여 적응 백스테핑 제어기 설계를 진

행할 수 있다. 이러한 진-궤환 비선형 시스템에 대한 적응 

백스테핑 제어기 설계는 다른 적응제어 방법과 마찬가지로 

신경망 및 퍼지 등을 이용한 함수 근사화 방법 [32,35-37], 
SMC 기법 [33] 및 강인 적응법칙 [32,35-37]을 응용한 강인

화 방법, 역최적 적응제어 방법 [42,43,45]등을 이용하여 설

계를 진행하였으며, 진-궤환 시스템의 일반화된 형태인 순

수-궤환(pure-feedback) 시스템 [36,37] 및 로봇 매니퓰레이터 

[41], 이동로봇, 자율비행제어 등의 다양한 시스템으로 확장

되어 그 연구가 진행되었다.
4.2 적응 동적표면 제어

상기 소개된 백스테핑 방법은 시스템의 차수가 증가할수

록 가상 제어기의 수와 미분항이 증가하여 최종 설계된 제

어기의 복잡성을 증가시키는 “explosion of complexity”라 불

리는 단점을 지닌다[38]. 따라서 적응 백스테핑 방법의 상

기 “explosion of complexity” 문제를 효과적으로 극복할 수 

있는 동적표면(dynamic surface) 제어이론 [38]에 기반한 적

응제어 기법이 [39-41]에서 제안되었다. 동적표면 제어는 백

스테핑 기법의 각 단계에서 설계된 가상 제어기 ()를 

          

와 같은 1차 저역필터를 통과 시킨 후, 최종 제어입력 에

서   대신 이에 대한 필터신호 를 사용하여, 가상 제

어기의 미분항을 제거하여, 이를 통해 적응 백스테핑의 단

점을 극복한다. 또한 리아프노브 분석에서는 가상제어 오차 

 
  대신 필터신호 에 대한 오차 

 와  

에 대해 리아프노브 함수를

 
 


  

    

와 같이 정의하여 상기 백스테핑 단계와 유사한 절차를 통

해 UUB 및 유계성을 보장할 수 있는 제어기 설계를 진행

한다[39-41].
5. 최적/∞ 적응제어

적응제어기의 제어성능을 향상시키기 위해 비선형 최적/
∞  성능을 고려한 적응제어 설계방법이 현재까지 다양하

게 연구되고 있다[42-57]. 최적 적응제어 설계에 있어서는 

공통적으로 HJB (Hamilton-Jacobi-Bellman) 방정식 혹은 HJI 
(Hamilton-Jacobi-Isaac) 방정식의 해석적인 해법의 부재로 인

해 어려움이 있으며, 따라서 이를 완화시키거나 극복하기 

위한 적응 예측제어(predictive control) [57], 역최적(inverse 
optimal) 적응제어 방법[42-46], 적응 동적계획법(adaptive 
dynamic programming) 기반 설계[48-56] 등이 제안되었다.

5.1 역최적 적응제어 기법

적응제어 법칙이 특정 비용함수(cost function)에 대한 역

최적해가 되도록 설계하는 방법이다. 주어진 비용함수에 대

한 최적/∞  제어법칙을 도출하는 일반 설계와 달리, 역최

적 적응제어에서는 설계된 적응제어 법칙에 따라 최소화되

는 비용함수(cost function)가 결정된다. [42-44] 등에서는 

(31)와 같은 시스템의 역최적 적응제어 방법에 대해 연구하

였다.

  (31)

여기서 ∊Rn와 ∊R×는 비선형 함수, ∊R
는 제어입력, ∊R×는 입력결합 행렬, ∊R는 

불확실성 파라미터이다. 이러한 시스템 (31)에 관한 연구에

서는 모두 제어-리아프노브 함수(control Lyapunov function)
를 이용하여 안정도와 역최적성 [42-44] (역최적 ∞  성능 

[42])이 보장된 제어법칙과 적응법칙을 유도하였다. [44]에
서는 시스템 (31)에 대한 역최적 적응 추종제어 방법을 제

시하였으며, 특히 [42,43,45]에서는 Z-엔진 압축 시스템[42], 
위성/우주선의 자세제어[43], 미사일 자동제어 시스템[45] 
등에 응용된 “진-궤환 시스템에 대한 역최적 적응 백스테핑 

설계법”들을 제안하였다. 또한 [46,47]에서는, 오일러-라그랑

지(Euler-Lagrange) 시스템의 보조 제어법칙을 역최적[46] 및 

최적 적응제어[47] 관점에서 설계하였다.
5.2 적응 동적계획법 기반 최적 적응제어 기법

주어진 비용함수에 대한 최적/∞  적응제어 법칙을 도출

하기 위한 적응 동적계획법 기반의 비선형 최적 적응제어 

방법에 대한 연구가 최근 활발히 진행되고 있다[48-56]. 이
는 상기 역최적 설계에서와 같은 비용함수 선정에 있어 발

생되는 제약사항이 발생하지 않는다는 장점이 있다. 이들은 
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신경망 등을 통하여 주어진 “비용함수 및 제어입력에 대한 

가치함수(value function)”와 “가치함수에 따라 주어지는 제

어입력 함수”을 근사화하고, 이들에 대한 실시간 학습 또는 

적응법칙을 통해 제어성능을 최적에 가깝도록 만드는 방법

이다 [48-50]. 이러한 적응 동적계획법 방법 기반 최적 적응

제어는 그 학습형태에 따라 비용함수와 제어입력함수를 교

대로 학습하는 순차적 방법[50,54-56]과 두 함수를 동시에 

연속적으로 학습하는 적응적 방법 [51-53]으로 나뉠수 있으

며, 전자의 경우 순차적인 리아프노브 분석에 의해, 후자의 

경우 [52,53] (강인) 적응제어 설계법과 비슷한 리아프노브 

직접법에 기반하여 그 안정도와 수렴성, 신호의 UUB를 보

일 수 있다. 이러한 결과 및 제어기의 성능은 학습 및 안정

도 보장을 위한 영속여기조건 및 탐색문제(exploration issue)
와 밀접한 관련이 있으며, 이를 포함한 이론적인 연구

[49,52-56] 및 응용연구 [49]가 현재 진행 중이다.
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