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스펙트럴 그래프 기반 Commute Time 임베딩 특성 분석

한 희 일
†

요 약

본 논문에서는 파형 신호와 이미지 등에서 패치를 추출하고 이를 패치 그래프로 구성한 다음, 이로부터

각 패치 간의 컴뮤트 타임을 구하여 이에 기반한 임베딩 기법을 구현하고, 가장 널리 이용되는 PCA(principal

component analysis) 임베딩 결과와 비교 분석한다. 임베딩에서 차원을 줄일 경우 원 임베딩과 축소된 차원의

임베딩 간에는 오차가 크지 않도록 차원을 결정하는 것이 일반적이다. 하지만 본 논문에서 구현한 임베딩

방식은 삼차원 이하로 줄여 오차가 80～90%를 상회하여도 축소된 차원의 임베딩 공간에서 각 신호 고유의

기하 구조를 생성하므로 패턴 분류나 기계 학습 등의 응용 목적에 활용 가능함을 실험으로 확인한다.

Analysis of Commute Time Embedding Based on Spectral Graph

Hee-il Hahn
†

ABSTRACT

In this paper an embedding algorithm based on commute time is implemented by organizing patches

according to the graph-based metric, and its performance is analyzed by comparing with the results

of principal component analysis embedding. It is usual that the dimensionality reduction be done within

some acceptable approximation error. However this paper shows the proposed manifold embedding method

generates the intrinsic geometry corresponding to the signal despite severe approximation error, so that

it can be applied to the areas such as pattern classification or machine learning.
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1. 서 론

인공지능, 데이터 마이닝, 컴퓨터 비전 등의 분야

에서 기계 학습(machine learning)의 다양한 알고리

즘은 패턴 분류기나 함수 등을 추정하기 위하여 방대

한 양의 데이터 처리를 요구한다. 또한, 알고리즘의

성능을 높이기 위해서는 다양한 예의 데이터를 확보

하여 이를 학습에 활용하여야 한다. 이러한 과정은

알고리즘의 처리 속도를 저하시킬 뿐만 아니라 최적

의 결과를 얻는데 어려움을 초래하기도 한다. 이러한

문제를 해결하기 위하여 다양한 기술이 개발되고 있

다. 수많은 데이터로 구성된, 처리하고자 하는 데이

터 세트를 고차원 공간의 데이터로 간주하고 이를

저차원 공간의 점으로 표현하여 차원을 줄이는 작업

(dimensionality reduction)은 기계 학습에서 가장 중

요하고 필수적으로 해결하여야 할 분야에 속한다. 예

전부터 주어진 데이터의 정보량을 줄이기 위하여 다

양한 압축 방식이 제안되었지만, 데이터를 다양체 위

의 점으로 간주하여 이를 저차원 공간으로 임베딩함

으로써 기하학적으로 차원을 줄이려는 연구는 최근
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들어 활발히 진행되고 있다[1,2].

데이터의 차원을 줄이기 위한 가장 보편적이고 고

전적인 방법으로는 PCA(principal component anal-

ysis)가 있다. 일련의 데이터가 주어지면, PCA는 데

이터 세트가 최대 분산을 갖는 방향을 찾아서 적절한

수의 방향벡터로 구성된 공간에 데이터 세트를 사영

시킴으로써 차원을 줄일 수 있다. 대부분의 데이터가

데이터 세트의 선형 부공간(linear subspace)에 존재

할 때 PCA는 우수한 성능을 보이지만 그렇지 않으면

성능이 급격히 저하되는 단점이 있다. 이를 해결하기

위하여 다양한 알고리즘이 제안되고 있는데, 이를 다

양체 학습(manifold learning)이라고 부른다. 다시 말

해서, PCA가 선형 공간에서 잘 동작하도록 최적화되

어 있듯이 다양체 학습은 비선형 공간에서 데이터의

차원을 효과적으로 줄이도록 설계된 것으로 볼 수

있다. ISOMAP [2]은 다양체 학습 알고리즘 중에서

가장 먼저 제안된 것으로 널리 응용되고 있으며,

MDS(multidimensional scaling) [3]를 확장한 것으

로 볼 수 있다. 이 방식은 우선 주어진 입력 데이터

간의 측지 거리(geodesic distance)를 구하여야 하는

데, k-NN(k-nearest neighbor) 그래프에서 각 노드

간의 최단 거리를 측지 거리로 간주한다. 그런 다음,

MDS를 이용하여 그람 행렬(Gram matrix)을 구함

으로써 저차원 유클리드 공간의 해당되는 점을 찾는

다. 이 방식은 파라미터 공간(local chart)이 컨벡스

(convex)임을 가정하므로 그렇지 않을 때에는 오차

의 크기가 급격히 증가하는 단점이 있다. LLE(lo-

cally linear embedding) [4]는 ISOMAP과 거의 동시

에 제안된 것으로, 다양체가 매우 부드럽고 작은 패

치 내에서는 선형성이 보장된다는 가정을 이용한다.

ISOMAP이 각 점 간의 거리를 보존하는(isometric)

맵인 반면에 LLE는 거리를 보존하지는 않지만 이들

간의 각을 보존하는(conformal) 특징이 있다. LLE는

그래프 라플라시안을 이용하는데, 이를 헤시안

(Hessian) 행렬로 대체한 hLLE(Hessian LLE)는 거

리를 보존함으로써 LLE의 단점을 극복하고 있다

[5]. LE(Laplacian eigenmap) [6,7]는 주어진 데이터

를 각 노드로 하는 그래프를 구성하고 각 노드를 유

클리드 공간으로 임베딩하는 스펙트럴 그래프 방식

을 채택하고 있다. 이 방식은 그래프 라플라시안 행

렬에서 구한 고유치(eigenvalue)와 고유벡터(eigen-

vector)를 이용하여 그래프의 구조적인 특성을 분석

한다. LE는 데이터를 클러스터링하는 기능은 우수하

지만 각 점 간의 거리에 대한 정의가 명확하지 않아

임베딩 방식으로는 널리 활용되고 있지 않다. 본 논

문에서는 거리 개념을 보완하기 위하여 컴뮤트 타임

을 이용하여 거리를 정의하고 임베딩 맵을 구한다.

현재까지 발표된 임베딩 관련 연구에서는 임베딩에

서 구한 거리 정보나 좌표를 응용 목적에 적용하지만

임베딩 공간에서의 기하 구조를 분석하거나 활용한

예는 거의 찾아 볼 수 없다. 또한, 임베딩에서 차원을

줄일 경우 본래의 임베딩과 축소된 차원의 임베딩

간에는 오차가 크지 않도록 차원을 결정한다. 예를

들어, 주어진 데이터에서 구한 공분산 행렬

(covariant matrix)에서 PCA를 이용하여 차원을 줄

일 때에는 오차 에너지가 10-20 % 이내에서 유지되

도록 차원을 결정하는 것이 일반적이다. 이러한 방법

으로는 차원을 크게 줄일 수 없을 뿐만 아니라 축소

된 차원의 임베딩 공간에서의 데이터 분포 등을 시각

화할 수 없는 단점을 노출한다. 이를 개선하기 위하

여 본 논문에서는 이미지나 파형 신호 등에서 서로

겹치도록 패치(patch)를 추출하고 이들을 그래프로

구성한 다음 컴뮤트 타임으로 각 노드 간의 거리를

정의하고 이에 해당되는 임베딩 맵을 구하면, 이차원

이나 삼차원으로 차원을 크게 줄여 오차 에너지가

80-90%를 상회하여도 임베딩 공간에서 각 신호 고

유의 기하 구조로 변환 가능함을 보인다. 즉, 삼차원

이하로 차원을 크게 줄이면 원래의 컴뮤트 타임 거리

정보는 크게 손실되지만 그 신호에 내재한 고유의

기하 구조를 생성해 내므로 클러스터링이나 패턴 분

류 등을 수행하기 위한 기준으로는 정보 압축을 충실

히 수행할 수 있는 장점이 있다.

본 논문의 구성은 다음과 같다. 2장에서는 스펙트

럴 그래프 이론을 리뷰하고 본 논문에서 구현한 패치

그래프를 3장에 설명한다. 4장에서는 그래프로 구성

된 랜덤 워크에서 구한 확산 거리(diffusion dis-

tance) [8]를 이용하여 컴뮤트 타임을 구하는 방법을

간략히 소개하고 이에 따라 저차원 유클리드 공간으

로 임베딩하는 방법을 설명한다. 파형 신호와 이미지

등에서 패치를 추출하고 이를 그래프로 구성한 다음,

이로부터 각 패치 간의 컴뮤트 타임을 구하여 이에

기반한 임베딩 기법을 구현하고, 가장 널리 이용되는

PCA 임베딩 결과와 비교 분석한 결과 등을 5장에

제시한다. 마지막으로 6장에서는 결론을 맺고 향후
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연구 진행방향에 대하여 논의한다.

2. 스펙트럴 그래프 이론

그래프를 기본적으로 이해하기 위해서는 그래프

라플라시안 행렬의 고유값이 중심적인 역할을 한다

고 볼 수 있는데, 이 고유값들을 그래프의 스펙트럼

이라고 부른다. 스펙트럴 그래프 이론의 주 목적은

그래프의 스펙트럼으로부터 그래프의 구조와 주요

특성을 연역해 내는 것이다. 영상 분할, 데이터 클러

스터링 등의 분야에서 널리 이용되고 있는 이 이론은

그래프 라플라시안 행렬에서 구한 고유치와 고유벡

터를 이용하여 그래프의 구조적인 특성을 분석한다.

그래프를 분석하는데 있어서 가장 중요한 일은 각

노드를 연결하는 에지를 통하여 시간에 따라 정보가

어떻게 전파되는지를 파악하는 것이다. 본 논문의 목

적은 데이터를 클러스터링하거나 임베딩하는데 컴

뮤트 타임이 어떻게 이용되는지를 연구하는 것이다.

이를 위하여 이 절에서는 스펙트럴 그래프 이론을

간략히 리뷰한다.

그래프가 주어지면 우선 각 노드 간의 유사도가

결정되어야 한다. 이에 대한 설명은 뒤에서 다시 논

의하기로 한다. 두 노드 와  간의 유사도 를

알면 각 노드의 정도(degree)  


를 구할

수 있다. 여기서  이라고 가정한다.

이 때, 그래프 라플라시안은 다음과 같이 정의된다

[9].

   
 

은 대칭 행렬이고, 이의 수학적 분석 등을 용이

하게 하기 위하여 다음과 같이 정규화하여 이용한다.

 
 




 



 
 




 



여기서 는 를  번째 원소로 정의한 대각 행

렬이다.   이면 노드 는 다른 노드와 연결성을

갖고 있지 않음을 나타내는데, 이 때  으

로 정의한다. 도 대칭 행렬이므로 그 고유값은

모두 실수이고 을 포함한 양수이다. 이를 확인하기

위하여 다음과 같이 레일리 몫(Rayleigh quotient)을

이용할 수 있다[9].

〈 〉
〈 〉

〈 〉
〈   〉

〈   〉
〈 〉














여기서 는 열 벡터로 간주하고   이다. 위

식으로부터 모든 고유값은 을 포함한 양수임을 알

수 있다. 또한  ⋯ 으로 정의하면  은

고유값이 일 때 의 고유벡터임을 확인할 수 있

다. 그래프의 노드 수가 일 때, 의 고유값은

   ≤⋯≤으로 나타낼 수 있다. 이에 더하여,




⊥
min













이고, 이 때의 고유 벡터는    으로 주어지는

데, 이는 리만 다양체(Riemannian manifold)의 라플

라스-벨트라미(Laplace-Beltrami) 작용소의 고유값

에 해당된다[7,9].

 ∞







∇

3. 스펙트럴 그래프 구성

각 쌍의 데이터 간의 거리(또는 유사도 등)가 주어

지면, 동일한 그룹에 속하는 데이터 사이에는 거리가

작고 서로 다른 그룹 간에는 거리가 크도록 데이터를

나누면 간단히 이 데이터들을 클러스터링할 수 있다.

이를 더 정교하게 하기 위하여 각 데이터를 노드로

지정하고, 두 노드 간의 유사도가 주어진 값보다 크

면 두 노드를 연결하고 연결 강도에 양수를 할당하는

그래프를 구성한다.

본 논문에서는 파형 신호나 이미지 등에서 추출한

패치를 그래프의 노드로 이용한다. 패치는 오래 전부

터 패턴 분류, 잡음 제거, 신호 검출 등에 널리 이용되

고 있다[10,11]. 패치는 일반적으로 다음과 같이 신호

에서 추출한 벡터로 정의된다.

       ⋯  ∈  (1)

이미지에서는 × 영역을 추출한 다음 이

를 열로 나열하여 벡터화시킴으로써 패치를 구한다.
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여기서 각 패치는 서로 겹치게 함으로써 이 들 간에

상관관계를 갖도록 한다. 이와 같이 추출한 패치들을

모두 모은 패치세트    ⋯가  차원 상의

비선형 다양체를 이산화한 점의 집합으로 가정할 때,

다양체 위의 두 점이 서로 근방에 위치하면 이 들

간의 측지거리는 유클리드 거리로 근사화할 수 있다.

하지만 두 점이 서로 멀리 떨어져 있으면, 다양체의

곡률로 인하여 측지거리와 유클리드 거리 사이에는

큰 오차가 발생하여 측지 거리를 측정하는 것이 사실

상 불가능하다. 본 논문에서는 이러한 특성을 반영하

여 k-NN(k-nearest neighbor)방식을 택한다. 이 방

식은 가 에 가장 가까운  개의 인근 패치에 속

하거나 가 에 가장 가까운  개의 인근 패치에

속하면  와 를 연결시킨다. 이 때, 패치 그래프에

서 패치 와  간의 가중치 는 다음과 같이

구한다[12].














 

   


   

 

여기서 
∥∥∥


∥∥

 ∥이다.


는 그 크기로 정규화된 두 패치 와 

간의 거리를 나타내고, 는 ·에 따른 의

크기를 제어한다. 패치를 그 크기로 정규화하면

∈ 를  으로 매핑함으로써 차원을  만큼 줄

이는 효과를 얻을 수 있다. 여기서  는  차원

구(sphere)를 나타낸다. 또한 가 ·보다 크면

≈이지만, 그렇지 않으면 는 급속히

으로 감소하게 되므로 결국 는 패치 그래프의 확

산속도를 제어하는 효과가 있다. 반면에 가 매우

작으면 ·가 작은 값을 갖더라도 ≈이므

로 잡음에 매우 민감한 영향을 받는다. 따라서 본 논

문에서는 를 충분히 큰 값으로 지정한다.

3.1 그래프 라플라시안 행렬

그래프는 기본적으로 무향(undirected)이고 가중

행렬  는 대칭 즉,  이라고 가정한

다. 그래프 라플라시안 행렬 은  으로 정의되

는데, 여기서 는 각 원소가  


인 대각행

렬이다. 은 positive semidefinite이고 그 고유치는

항상  이상의 값을 갖는다. 또한, 그래프가 완전 연

결일 때, 의 고유값이 존재하고 이에 해당되는 고유

벡터는  ⋯ 이다. 일반적으로 행렬 을 정

규화하기도 하는데,  또는 다음과 같은 방법으

로 정규화시킨다.

     

의 고유값과 고유벡터가 각각   즉,

  이면 의 고유치는 의 것과 동일한

이고 해당 고유벡터는   즉, 
   

이 성립한다. 또한   이면 의 고유값과 고

유 벡터는 각각  이다. 이러한 특성을 이용하면

정규 또는 비정규 라플라시안 행렬을 이용하여 그래

프를 다양하게 해석할 수 있는 장점이 있다.

4. 컴뮤트 타임 거리

그래프에서의 랜덤워크는 노드에서 노드로 랜덤

하게 이동하는 랜덤 프로세스를 말한다. 여기서 노드

에서 노드 으로 이동할 전이 확률(transition

probability)은  으로 주어질 수 있으므

로 랜덤 워크의 전이 확률 행렬    ⋯
는

다음과 같이 정의된다.

 

따라서, 의 고유값이 이면  의 고유값은

이며, 이 때 와  는 동일한 고유 벡터를

갖는다. 다시 말하면, 의 최소 고유값은  의 최

대 고유값과 일치하고, 이에 해당되는 고유벡터는 그

그래프의 특성을 해석하는데 매우 중요한 역할을 한

다. 그래프 상의 랜덤 워크에서 평균 히팅 타임

(average hitting time) 는 노드 에서 출발

하여 노드 으로 도달하는데 걸리는 평균 시간을

나타낸다. 두 노드  와  간의 컴뮤트 타임

 은 랜덤 워크가 에서 으로 이동한 다음

다시 으로 되돌아오는데 소요되는 평균시간으로

정의된다. 즉,  이다. 그래

프에서 최단 거리(측지 거리)와는 달리, 두 노드 간의

컴뮤트 타임은 두 노드를 연결하는 경로가 많을수록

감소한다. 따라서, 동일한 클러스터에 속한 노드 간
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(a) (b)

(c) (d)

그림 1. chirp 신호의 컴뮤트 타임 임베딩 (a) chirp 신호

(b) 임베딩 결과 (c ) 정렬된 고유값의 변화(d)

축소된 차원 에 따른 근사화 오차의 변화

의 컴뮤트 타임은 작은 값을 갖는 반면에, 서로 다른

클러스터에 속한 노드 사이에는 매우 큰 컴뮤트 타임

을 가지는 특성이 있다. 컴뮤트 타임은 다음과 같이

주어지는 확산거리(diffusion distance)와 밀접한 관

련이 있다.


∥··∥


  




 



여기서 는 의  번째 원소이고 와 는 

의  번째 고유값과 고유 벡터 즉,  이다.

이는 
 를 만족시킨다. 이와 같이 확산

거리가 주어지면, 두 노드 와  간의 컴뮤트 타임

는 다음과 같이 구할 수 있다[12,13].


  

∞


 


  






 




  





 




 


(2)

여기서 는 의 고유벡터 의  번째 원소

이고   ,  이다. 또한, 고유값 는 다

음과 같이 정렬되어 있다고 가정한다.

 ≤
 ≤⋯≤

 (3)

그림 1-(c)는  개의 패치로 구성된 그래프에

서 구한 의 고유값을 오름 차순으로 정렬하여

그린 그림이다. 이 그림을 통하여 식 (3)을 실험적으

로 확인할 수 있다. 여기서 주의할 점은 ≠ 이면

그래프가 완전 연결되어 있지 않은 상태이므로

NN(nearest neighbor)의 수를 늘려   가 되도록

확인하여야 한다.

4.1 컴뮤트 타임 임베딩

컴뮤트 타임은 데이터를 임베딩하는데 활용할 수

있다. 여기서 거리공간 에서 거리공간 의 부공간

으로 매핑하는 위상동형(homeomorphism)이 존재

하면 이를 임베딩이라고 부른다. 즉, 각 노드를 에

서 좌표화하는 작업을 말한다. 위 식 (2)를 관찰하면

는   상의 두 벡터 간의 거리로 해석될

수 있다. 다시 말해서 를 다음과 같이 임베딩하면

  →








⋯

 




(4)

는 그래프의 두 노드 와  간의 유클리

드 거리로 간주될 수 있는데, 이를 컴뮤트 타임 거리

라고 부른다. 여기서, 의 고유벡터  의 인덱스

를 부터 시작하는 이유는 에 해당되는 고유값 

이 의 값을 갖기 때문이다. 그런데 임베딩 공간의

차원은 노드 수에 따라 증가하므로 어느 정도의 오차

를 허용하는 범위 내에서 차원을 으로 줄이면 다음

과 같이 정의된 임베딩을 이용할 수 있다[13].

  →








⋯  

  





(5)

특히, 임베딩 차원 를  이하로 줄이면 시각화가

가능하므로 본 논문에서는   으로 고정하여 임베

딩한다. 예를 들어, 그림 1-(a)에 주어진 바와 같이

 개 샘플 길이의 chirp 신호로부터   인 패

치를 식 (1)과 같이 구성하여 식 (5)의 방식으로 컴뮤

트 타임 임베딩하면 그림 1-(b)의 결과를 얻을 수

있다. 각 패치에서 그레이던트 벡터의 크기를 각각

구하고 이를 오름 차순으로 정렬하여 중간 값보다

작으면 파란 점으로, 크면 빨간 점으로 나타낸다. 즉,

파란 점은 부드러운 저주파 영역의 패치에 해당되는

반면, 빨간 점은 고주파 영역을 나타낸다. 이는 파형

신호를 패치화함으로써 삼차원 공간 상의 곡선 또는
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기하구조로 표현 가능함을 보여 준다. 그림 1-(d)는

식 (5)로 근사화하였을 때의 오차를 나타낸 것이다.

이 그림에서 알 수 있듯이, 임베딩 차원을 으로 줄

이면 오차율이 를 상회하므로 수치적으로는 근

사화된 임베딩이 컴뮤트 타임 거리를 제대로 보존하

지는 못하지만 각 신호에 고유한 기하구조를 생성해

내므로 클러스터링이나 패턴 분류 등을 수행하기 위

한 기준으로는 정보 압축을 충실히 수행할 수 있는

장점이 있다.

4.2 컴뮤트 타임 임베딩의 수학적 분석

컴뮤트 타임 임베딩은 다음과 같은 목적함수를 최

소화하는 매핑을 구하는 것이다[9,12].









∥ ∥

 

 
여기서 은 행렬의 대각 성분을 모두 합한 값을

나타낸다. 임베딩 문제는 다음 식을 만족하는 해를

구하는 것으로 귀결된다.

 arg 

 
위 식에서 괄호 안의 식을   으로 치환

하면



 


  




이므로  가 의 가장 작은 고유값에 대응되는

고유 벡터일 때 

  

 의 최소값

을 얻을 수 있다. 다시 말해서   일 때 은

최소값을 갖는다. 여기서  ⋯   으로 은

의 번째 고유 벡터이다. 이는

 †


(6)

으로 재정의하여도 동일한 결과를 얻는다. 여기서 

는 의 고유값 을 대각 원소로 하는 대각 행렬

이고 
†
는 의 Moore-Penrose 역으로 다음과 같이

정의된다.


†













 ≠

  

즉, 식 (6)을


에 대입하면






†

   †



†


  †



†


†



†


 
†

인데,   이고  이므로






†
†

†


 이다. 따라서, 식 (6)의

는 결국 식 (5)의 벡터 행렬 식과 일치하고, 의

최소값은 를 갖는다.

5. 실험 및 토론

본 논문에서는 파형 신호와 이미지에서 패치를 추

출하고 이들로부터 패치그래프를 구성하여 실험한

다. 모든 패치의 차원은 25차로 고정하고 이러한 고

차원 데이터를 시각화하기 위하여 삼차원 공간으로

사영시킨다. 우선, 신호의 상관관계에 따른 컴뮤트

타임 임베딩의 특성을 알아 보기 위하여 다양한 대역

폭의 저역 필터로 가우시안 잡음 신호를 전 처리한

다음 임베딩의 변화 과정을 그림 2에 제시하였다.

이 그림에서 알 수 있는 바와 같이, 파형 신호의

상관관계가 증가함에 따라 그 신호 고유의 기하 구조

즉, 곡선 형태가 생성된다. 그 원인은 패치들 간의

상관 관계가 낮을 수록 이들의 컴뮤트 타임 거리가

랜덤한 값을 가져 흩트러진 점의 형태로 임베딩되지

만, 상관 관계가 증가함에 따라 이들의 컴뮤트 타임

거리가 비교적 고르게 분포되어 연속적인 임베딩을

갖기 때문이다. 이는 랜덤한 신호일수록 저차원 신호

로 압축할 수 없음을 의미한다.

고차원 데이터 ⋯가 주어졌을 때, 이를 저차

원 공간으로 임베딩하는 가장 보편적인 방법은 주성

분 분석(PCA)을 적용하는 것이다. 그림 3 은  개

의 샘플로 구성된 정현파 신호,  개 샘플의 음성

신호,  개 샘플의 바이올린 음에 대한 PCA 임베

딩과 컴뮤트 타임 임베딩을 각각 보여주고 있다. 여

기서, 정현파 같은 주기 신호는 주기에 따라 패치가

반복되어 나타나므로 파형의 길이는 기본적으로 한

주기를 포함하면 충분하다. 정현파 신호에서는 

차원 벡터 크기의 패치를  개 추출하여 위와 동
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그림 2. 가우시안 잡음 신호의 대역폭에 따른 컴뮤트 타임 임

베딩의 변화. 1행 : 원 신호, 2행 : 차단 주파수 0.1,

3행: 차단 주파수 .05, 4행 : 차단 주파수 0.03

일한 방법으로 실험하였다. PCA 임베딩에서는 새로

운 임베딩 공간에서 랜덤하게 분포하여 삼차원 공간

으로 표현하는 것이 무의미하다. 다시 말하면, 이 패

치들이 놓여 있는 다양체는 선형적인 구조가 아닌,

곡률이 있는 복잡한 기하 구조를 갖고 있어서  차

원 벡터를 삼차원 벡터로 압축하기에는 큰 무리가

있음을 나타낸다. 반면에 컴뮤트 타임 임베딩에서는

부드러운 곡선 구조를 갖고 있는데 파란 점과 빨간

점이 각각 클러스터링되어 있는 모습을 볼 수 있다.

여기서 빨간 점들은 정현파의 단조 증가나 단조 감소

영역에서 추출한 것이고 파란 점들은 극점을 포함하

는 영역에서 추출된 것이다. 컴뮤트 타임 임베딩 결

과를 위에서 아래 방향으로 사영시켜 이차원으로 임

베딩하면 원의 구조임을 충분히 예측할 수 있으므로

이차원 벡터로 압축하여도 기본적인 정보를 그대로

보존하고 있음을 알 수 있다. 그 외의 음성 파형, 바이

올린 악기 음 신호 등에서도 위와 마찬가지로 PCA

임베딩보다 컴뮤트 타임 임베딩에서 단순하고 명확

한 기하 구조를 갖고 있음을 확인할 수 있다.

이 그림에서 특이한 점은 정현파와 바이올린 신호

의 컴뮤트 타임 임베딩은 기본적으로 동일한 기하

구조를 갖고 있는데, 이는 현악기 소리의 특성이 기

본적으로 정현파적이기 때문일 것으로 예상할 수 있

다. 비올라나 첼로 소리에 대해서도 매우 유사한 구

조를 갖고 있음을 확인할 수 있다. 또한, 음성 파형

‘아’와 ‘우’의 임베딩은 서로 다른 고유의 기하 구조를

갖고 있다. 이는 음성 인식, 화자 인식 등의 패턴 분류

를 기하학적으로도 접근 가능함을 예시한다고 판단

할 수 있다.

그림 4는 이미지에서 ×  패치를 추출하여 

차원의 벡터로 변환한 다음 PCA와 컴뮤트 타임 임베

딩을 수행하여 삼차원 공간으로 사영시켜 임베딩

한 결과를 보여 주고 있다. 이 그림에서도 마찬가지

로 파란 점은 부드러운 저주파 영역의 패치에 해당되

는 반면, 빨간 점은 에지나 텍스춰 등의 고주파 영역

을 나타낸다. PCA 임베딩에서 파란 점은 원점 부근

에 집중적으로 나타나지만, 빨간 점은 그 주변에 흐

트러져 있다. 이에 비하여 그림 4의 2행에 제시한 컴

뮤트 타임 임베딩은 파란 점이 어떤 곡면을 따라 정

렬된 반면, 빨간 점은 PCA 임베딩에 비하여 매우 조

밀하게 분포되어 있음을 확인할 수 있다.

이 실험을 통하여 파형 신호나 이미지 등에서 추

출한 패치를 이용하여 컴뮤트 타임 임베딩하면 파형

신호에서 추출한 패치는 일차원 곡선을 따라 임베딩

되고 이미지 패치는 이차원 곡면을 따라 임베딩되어

그 신호에 고유한 기하 구조를 갖고 있음을 알 수

있다. 그리고 컴뮤트 타임 임베딩이 PCA 보다 정보

압축 능력이 탁월하여 데이터의 차원을 크게 줄일

수 있음을 기대할 수 있다. 즉, 임베딩 차원을 급격히

줄여서 오차율이 크게 증가하여도 본 논문에서 제안

한 컴뮤트 타임 임베딩은 각 신호에 고유한 기하구조

를 생성해 내므로 클러스터링이나 패턴 분류 등을

수행하기 위한 기준으로는 정보 압축을 충실히 수행

할 수 있는 장점이 있다.

6. 결 론

본 논문에서는 고차원 유클리드 공간에 임베딩된

저차원 비선형 다양체 위에 놓인 데이터의 차원을

줄이기 위한 다양체 학습 기법에 대하여 알아보았다.
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(a)

(b)

(c)

그림 3. 파형 신호에 대한 PCA 및 커뮤트 타임 임베딩 (a) PCA 임베딩, (b) 컴뮤트 타임 임베딩, (c) 입력 신호

1열: 정현파, 2열: 바이올린 음, 3열: 음성 파형(‘아’), 4열: 음성 파형(‘우’)

그림 4. 이미지에 대한 PCA 및 컴뮤트 타임 임베딩. 1행 :

PCA 임베딩, 2행 : 컴뮤트 타임 임베딩, 3행: 입력

이미지(100×100)

이를 위하여 파형 신호와 이미지 등에서 패치를 추출

하고 이를 그래프로 구성한 다음, 이로부터 각 패치

간의 컴뮤트 타임을 구하여 이에 기반한 임베딩 기법

을 구현하고, 가장 널리 이용되는 PCA 임베딩 결과

와 비교 분석하였다. PCA 임베딩에서는 입력 데이터

가 선형 부공간에 집중되어 분포되어 있으면 이에

해당되는 공분산 행렬에서 구한 주 고유벡터 방향으

로 사영시킴으로써 효과적으로 차원을 줄일 수 있으

나, 그 데이터가 놓여 있는 공간이 비선형이면 저차

원 공간으로의 임베딩은 정보 손실이 커서 사실상

무의미하다. 이를 해결하기 위하여 여러 가지의 다양

체 학습 기법이 제안되고 있는데, 컴뮤트 타임 임베

딩이 가장 우수한 성능을 나타내는 것으로 알려져

있다. 본 논문에서는 파형 신호나 이미지에서 패치를

추출하여 패치 그래프를 구성한 후 컴뮤트 타임 임베

딩하면, 삼차원 이하로 크게 압축하여 근사화 오차가

80～90%를 상회하여도 그 신호에 고유한 기하 구조

를 생성해 내므로 패턴 분류 등의 응용 분야에 효과

적으로 적용 가능함을 보여 주었다.

이 기법을 통하여 입력 데이터 열이 구성하는 다

양체의 기하 구조를 근사적으로 확인할 수는 있으나

이를 응용 분야에 접목시키기에는 해결하여야 할 난

제가 많다. 예를 들어, 그래프의 노드 수에 따라 다양



42 멀티미디어학회 논문지 제17권 제1호(2014. 1)

체의 구조가 변하기 때문에 주어진 신호에 적합한

노드 수를 결정하고, 각 노드에 대한 인근 노드를 지

정하는 방법 등에 대한 개선이 필요하다. 무엇보다도

중요한 것은 신호의 특성에 따라 노드 간의 유사도를

측정하는 기법이 달라져야 하는데 이에 대한 기초 연

구가 선행되어야 할 것이다. 향 후에는 이에 대한 연

구와 함께 계산량을 줄이는 작업을 시행할 계획이다.
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