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Ⅰ. 들어가는 글

모델링 활동은 대안적인 수학 교수 학습 방법

으로 수학교육 연구 공동체에서 폭 넓은 주목을 

받아왔다(English & Sriraman, 2010). 모델링에 대

한 관점은 단일하지 않지만(Lesh & Fennewald,

2010), 여러 연구자들은 공통적으로 학생들이 문

제 상황으로부터 모델을 구축하고, 문제를 해결

하며, 모델을 문제 상황에 비추어 재해석하는 

활동의 교육적 의의를 논의해왔다(Gravemeijer,

1999; Lesh & Doerr, 2003).

이러한 모델링 활동은 학생들의 수학적 사고

를 발달시킬 수 있는 방안으로 논의되어 왔다

(손홍찬 & 류희찬, 2005; 신은주 & 이종희,

2004; Ärlebäck, Doerr, & O'Neil, 2013; Lesh &

Doerr, 2003; Park, Park, Park, Cho & Lee, 2013).

모델링 활동을 통하여 학생들은 자신들의 비형

식적 활동을 형식적 추론으로 발달시킬 수 있고

(Gravemeijer, 1999), 수학적 사고를 점검하고 수

정, 개선할 수 있으며(Lesh & Harel, 2003), 자신

들의 행동을 내면화할 수 있음이 알려져 있다

(Park et. al., 2013).

이처럼 모델링 활동을 통한 학생들의 수학 학

습에 대한 여러 논의가 이루어져 왔음에도 불구

하고, 모델링 활동을 통하여 이루어지는 수학 

학습의 성격은 무엇인지, 그리고 이를 달성하기 

위한 구체적인 방안이 무엇인지에 대한 합의점

은 여전히 도출되지 못한 실정이다(Grootenboer,

2010). 그러므로 모델링 활동이 학생들에게 어떠

한 수학적 탐구의 기회를 제공할 수 있는지, 그

리고 이를 지원하기 위한 방안은 무엇인지를 분

명히 하여, 수학 교수 학습에서 모델링 활동의 

잠재력을 확인하는 연구가 필요하다고 판단된
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다.

선행 연구자들은 인간 활동의 압축과 이에 대

한 조작을 통하여 새로운 수학적 대상이 생성된

다는 점을 논의해온 바 있으며(Sfard, 1991,

2008), Sfard(2008)는 새로운 수학적 대상의 생성

이나, 이에 대한 인간 활동을 규제하는 규칙인 

메타규칙의 변화를 포함하는 학습을 메타수준 

학습으로 정의한 바 있다. 모델링 활동은 학생

들이 자신들의 활동을 조직화하여 압축하는 과

정을 지원하며(Gravemeijer, 1999), 이에 대한 반

성을 통한 활동의 수정, 개선을 촉발함으로서 

압축된 활동에 대한 조작의 기회를 제공한다는 

점에서(Lesh & Harel, 2003) 수학적 대상의 생성

과 이에 대한 새로운 조작의 방법을 학습하는 

과정을 촉진할 수 있을 것으로 기대된다.

이에 본 연구에서는 우선 모델링 활동을 통한 

메타수준 학습 가능성과, 학생들의 메타수준 학

습을 염두에 둔 모델링 과제의 설계 및 수업 실

행 방안을 이론적으로 모색한다. 또한, 본 연구

에서는 이러한 이론적 방안을 구체화한 모델링 

과제와 수업을 실행함으로서, 모델링 활동을 통

한 학생들의 탐구 과정에서 메타수준 학습이 일

어나는지, 일어난다면 어떻게 일어나는지에 대

하여 확인하는 데 목적을 둔다.

Ⅱ. 이론적 배경

이 장의 목적은 크게 네 가지이다. 첫째, 메타

수준 학습에 대한 선행 연구들의 논의를 되짚어 

봄으로서, 본 연구에서 논의하고자 하는 메타수

준 학습의 의미를 분명히 한다. 둘째, 수학 교수 

학습에서 모델링 활동의 잠재력에 대하여 논의

해 온 선행 연구들을 검토함으로서, 모델링 활

동을 통한 메타수준 학습의 가능성을 이론적으

로 타진한다. 셋째, 이상의 선행연구 검토 결과

를 토대로 메타수준 학습을 촉진할 수 있는 모

델링 과제 설계 및 수업 실행 방안에 대하여 이

론적으로 논의한다. 넷째, 본 연구에서 이론적으

로 논의한 사항들을 확인하기 위한 소재로 확률 

영역을 택한 근거와, 확률 영역의 탐구에서 모

델링 활동을 통한 메타수준 학습의 의미를 분명

히 한다.

1. 메타수준 학습 

여러 연구자들은 메타수준 학습에 대하여 주

목해왔다(Nachliele & Tabach, 2012; Sfard, 2008).

Sfard는 메타수준 학습을 메타규칙의 변화와 학

생들이 참여하고 있는 수학적 담론에 대한 메타

수준 담론의 생성을 포함하는 학습으로 정의한 

바 있다(Nachliele & Tabach, 2012; Sfard, 2007,

2008).

Sfard(1991, 2008)에 따르면, 메타수준의 담론은

담론에 대한 담론이다. 예를 들어서, 자연수는 

인간의 세기(counting) 활동이 압축(condensation)

과 물화(reification)의 과정을 거치면서 생성된다

(Sfard, 1991, 2008). 이 가운데 물화의 단계에서

는 압축된 ‘세기’ 활동을 메타적인 관점에서 그 

자체로 ‘수’라는 새로운 조작의 대상으로 고려

하게 되는 바, Sfard(2008)는 이를 존재론적 전환

으로 해석한다. 이러한 점에서, 자연수에 대한 

담론은 ‘세기’에 대한 담론에 비하여 상대적으

로 메타수준의 담론으로 논의된다(Sfard, 2008).

세기 활동으로부터 자연수가 생성되는 과정과 

유사하게, 자연수에 대하여 나눗셈이라는 연산

을 새로이 수행함으로서 생성되는 양의 유리수

에 대한 담론은 자연수에 대한 담론에 비하여 

상대적으로 메타수준의 담론이다(Sfard, 1991).

이처럼 Sfard는 수학적 담론이 위계적인 여러 층

위들로 이루어져 있음을 논의하였다(Sfard, 1991,

2008).
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Sfard(1991, 2008)는 압축된 인간 행동이 새로

운 수학적 대상의 지위를 가지기 위해서는 이에 

대한 조작이 이루어져야 한다는 점을 강조하였

다. 예를 들어, 자연수에 대한 나눗셈 연산이 압

축되는 것에 이어서, 압축된 바에 대한 연산이 

이루어지는 과정에서 양의 유리수가 수학적 대

상으로 고려될 수 있다. 즉, 자연수들 사이에 수

행된 나눗셈 연산의 결과인 양의 유리수에 다시 

연산이 수행되는 시점에서 양의 유리수는 수학

적 대상으로 물화된다(Sfard, 1991, 2008).

또한, Sfard(2007, 2008)는 상위 수준 담론의 

생성 과정에서 인간 주체의 활동이 언제(when),

어떻게(how) 수행되어야 하는지를 규제

(constraint)하는 메타규칙의 변화가 수반된다는 

점을 강조하였다. Sfard는 수학적 담론의 규칙들

을 수학적 대상들의 행위를 규제하는 대상수준

의 규칙과 이에 대한 인간 활동을 규제하는 메

타수준 규칙으로 범주화 한 바 있다(Sfard, 2007,

2008). 예를 들어, ‘2-1=1’은 수학적 대상들 사이

의 관계를 규정하는 바, 대상수준의 규칙이다.

다른 한편으로, ‘자연수 체계 내에서는 큰 수에

서 작은 수를 뺄 수 있다’와 같은 규칙은 인간 

주체가 연산을 수행할 수 있는 조건(when)을 규

정한다는 점에서 메타수준의 규칙이다. 이때, 자

연수에 대한 담론에서는 큰 수에서 작은 수만을 

뺄 수 있으나, 정수에 대한 담론에서는 더 작은 

수에서 큰 수를 빼는 것이 가능한 바, 메타수준

의 학습은 대상수준의 규칙이 아닌, 이러한 메

타규칙의 변화를 수반하는 학습이라는 것이다.

메타수준 학습에 대한 이러한 선행 연구들의 

논의로부터, 메타수준 학습은 한편으로 학생들

로 하여금 자신들의 활동을 압축하고, 이에 대

한 반성을 통하여 자신들의 압축된 활동에 대한 

조작의 생성을, 다른 한편으로 수학적 대상들에 

대한 인간 활동을 규제하는 메타규칙 변화의 의

식을 꾀하는 것이 핵심임을 확인할 수 있다.

선행 연구들에 따르면, 이러한 메타수준의 학

습은 담론적 갈등(discursive conflict)으로부터 촉

발됨이 알려져 있다(Sfard, 2008). Sfard에 따르

면, 담론적 갈등이란 담론의 참여자들이 동일한 

기표(signifier)를 각기 다른 규칙에 기반을 두고,

서로 다른 방식으로 사용함으로서 촉발되는 갈

등이다(Sfard, 2008). 한편으로, 널리 연구되어 왔

던 인지적 갈등(cognitive conflict)이 학생의 오류

에서 비롯한다면, 다른 한편으로 담론적 갈등은 

각 주체가 서로 다른 층위의 담론에서 합의된 

다른 규칙에 기반을 둔 의사소통 과정에서 촉발

된다. 예를 들어서, 자연수에 대한 담론에서는 

‘두 수를 곱한 결과는 원래의 두 수보다 항상 

크다’라는 진술이 참인데 반하여, 양의 유리수에 

대한 담론에서는 이 진술이 거짓인 바, 이처럼 

한 층위의 담론에서는 잘 정의된 규칙이 다른 

층위에서는 상충되는 경우에 담론적 갈등이 발

생할 수 있다(Cobb, 2009).

Nachliele & Tabach(2012)에 따르면, 이러한 담

론적 갈등의 해소와 메타수준 학습은 학생들의 

‘반성적 실천(reflective practice)’을 촉진함으로써 

지원할 수 있다. 이들에 따르면, 반성적 실천이

란 학생들이 서로 다른 층위에 자리한 담론들 

사이의 관계를 반성하는 것이다. 앞서 확인한 

예를 통하여 살펴보면, 자연수에 대한 논의와 

양의 유리수에 대한 논의를 함께 반성하고, 이

러한 상충되는 규칙들을 의식하도록 함으로서,

담론적 갈등을 해소하고 상위 수준의 조작으로

의 이행을 지원할 수 있다는 것이다.

이러한 메타수준의 학습은 학생들에게 새로운 

수학적 대상이나 절차를 학습하도록 하는 과정

과 관련된다는 점에서 수학교육의 핵심적인 이

슈로 논의되어 왔으나, 여전히 도전적인 연구 

분야로 알려져 있다(Nachliele & Tabach, 2012;

Sfard, 2008). 이러한 점에서, 본 연구에서 모델

링 활동을 통하여 메타수준 학습을 시도하는 것
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은 이러한 교수학적 문제 해결의 실마리를 모색

한다는 점에서도 의의를 갖는다.

2. 모델링 활동을 통한 수학 학습

여러 선행 연구자들은 모델링 활동을 통한 수

학적 사고의 발달에 대하여 논의해온 바 있다

(Ärlebäck, Doerr, & O'Neil, 2013; Gravemeijer,

1999; Lesh & Harel, 2003; Park et. al., 2013). 연

구자들은 공통적으로 현실적인 문제 상황으로부

터 학생들의 모델링 활동이 출발한다는 점을 지

적해왔다(Gravemeijer, 1999; Lesh & Doerr, 2003).

Gravemeijer(1999)는 현실적인 문제 상황이 점진

적인 수학화의 출발점이 될 수 있으며, 동시에 

학생들에게 경험적으로 현실적인 맥락의 탐색이 

중요하다는 점을 강조한 바 있다. 또한, 이러한 

문제 상황에 대한 학생들의 모델링 활동은 점차 

수학적인 추론으로 이행할 수 있다(Gravemeijer,

1999; Lesh & Harel, 2003).

선행 연구들은 학생들이 모델을 통하여 문제 

상황을 탐구하고, 모델을 문제 상황에 비추어 

재해석하고 수정하는 과정에서, 자신들의 수학

적 사고에 대한 반성이 촉진될 수 있다는 점을 

확인한 바 있다(Ärlebäck, Doerr, & O'Neil, 2013;

Park et al, 2013). Ärlebäck, Doerr, & O'Neil

(2013)에 따르면, 문제 상황으로부터 모델을 수

립하는 모델 개발 활동은 학생들이 자신의 사고

를 표현하는 과정을 지원하며, 모델을 통하여 

문제 상황을 탐구하는 모델 탐구 활동은 학생들

이 수학적인 사고를 수정, 개선할 수 있는 기회

를 제공함을 확인하였다. 또한, Park et. al.(2013)

은 학생들이 모델을 문제 상황에 비추어 재해석

하는 과정이 학생들의 행동의 반성과 내면화를 

촉진할 수 있음을 확인한 바 있다. 나아가,

Gravmeijer(1999, 2008)는 이러한 탐구과정에 대

한 반성을 통하여, 학생들이 문제 상황에 대하

여 구축한 모델(model of)이 수학적 추론에 대한 

모델로(model for) 이행할 수 있으며, 이 과정에

서 학생들의 활동의 압축과 물화가 일어날 수 

있을 것이라는 점을 이론적으로 논의한 바 있다

(Gravemeijer, 1999).

이러한 연구 결과들은 모델링 활동이 학생들

로 하여금 자신들의 수학적 추론을 반성하여 사

고를 점검하고, 수정하며 개선하는 것을 지원할 

수 있음을 지적한다는 점에서, 학생들이 자신들

의 활동을 사고의 대상으로 삼게 하는 반성적 

사고를 촉발할 수 있는 잠재력을 가지고 있음을 

시사한다(Lesh & Doerr, 2003). 또한, 모델링 활

동과 이 과정에서 구축한 모델이 학생들의 활동

의 압축과 물화, 그리고 메타 수준에서의 조작

을 지원한다는 점에서. 모델링 활동이 학생들로 

하여금 메타 수준의 담론 생성을 경험할 기회를 

제공할 수 있을 것으로 판단된다.

Sfard(2008)에 따르면, 메타수준 학습은 학생들

에게 새로운 수학적 대상과 절차를 학습하도록 

한다는 점에서 중요하면서도 어려운 과정이라는 

점이 논의되어 왔다. 특히, Sfard의 관점에서 메

타수준 담론 생성 과정의 핵심 가운데 하나는,

수학적 활동의 압축과 물화가 이러한 활동에 대

한 상위 수준 조작의 내면화와 함께 이루어진다

는 점이다(Sfard, 1991; 정연준, 2013). 이에 비추

어볼 때, 모델링 활동은 토대 담론에 자리한 문

제 상황에 대한 모델 생성과 더불어, 구축된 모

델에 대한 반복적인 재해석과 수정, 개선을 필

요로 하는 바, 조작의 압축과 압축된 조작에 대

한 반성을 통한 상위 수준 조작을 함께 촉발할 

수 있을 것으로 예상된다(Ärlebäck, Doerr, &

O'Neil, 2013; Park et al, 2013). 이러한 점에서 

모델링 활동은 토대 담론으로부터 학생들의 활

동을 촉발하고, 모델 구축 과정에서 활동의 압축

을 촉진하며 이와 함께 이루어지는 모델의 수정 

개선 과정에서 학생들로 하여금 활동의 반성과 
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상위 수준 조작을 함께 시도하도록 함으로서 메타

수준 학습을 지원할 수 있을 것으로 판단된다.

이상의 선행연구들로부터 연구진은 모델링 활

동이 학생들의 메타수준 학습을 촉진할 수 있을 

것으로 고려하였다. 이하에서는 모델링 활동을 

통한 메타수준 학습을 시도하기 위한 모델링 과

제 및 수업 설계 방안을 도출하고, 이를 실행하

여 모델링 활동을 통한 메타수준 학습이 일어나

는지, 일어난다면 어떻게 일어나는지를 확인하

도록 한다.

3. 모델링 과제 및 수업 설계 방안

모델링 활동은 다음과 같은 단계들을 포함한

다는 점이 알려져 있다(Borromeo Ferri, 2006;

Galbraith & Stillman, 2006): (1) 문제 상황을 단

순화하고 조직화하는 단계, (2) 모델을 구축하는 

단계, (3) 모델을 활용하여 문제를 해결하며, 문

제 해결 결과를 문제 상황에 비추어 해석하고 

모델을 수정, 개선하는 단계.

이에 이 절에서는 메타수준 학습을 촉진하기 

위한 과제 설계와 수업 실행 방안을 이상의 모

델링 활동의 각 단계에 비추어 논의하고자 한

다. 구체적으로, 이 절에서는 모델링 활동의 출

발점이 되는 문제 상황, 이로부터 촉발된 모델

의 구축, 그리고 모델을 활용한 문제 해결과 모

델의 수정 개선을 어떻게 시도하는 것이 메타수

준 학습을 촉진하는 데 적절할 것인가에 대하여 

논의한다.

가. 모델링 문제 상황

모델링 활동을 통한 수학 학습을 꾀한 선행 

연구들에서는 공통적으로 현실적인 문제 상황이 

출발점이 되어야 한다는 점이 강조되어 왔다

(Gravemeijer, 1999; Lesh & Doerr, 2003). 모델링 

활동의 문제 상황은 크게 (1) 문제 해결에 필요

한 정보가 과다하거나 부족한 상황, (2) 문제 해

결에 필요한 정보만이 제공되는 상황으로 범주

화 가능하며(Maaß, 2010), 많은 모델링 관련 논

의들은 주로 학생들로 하여금 첫 번째 유형의 

도전적인 복잡한 문제 상황을 출발점으로 채택

해왔다(e.g., Kaiser & Schwarz, 2006; Lesh,

Middleton, Caylor, & Gupta, 2008). 예를 들어,

Lesh, Middleton, Caylor, & Gupta(2008)는 학생들

에게 문제 상황과 관련된 대량의 자료를 제공하

여 이를 공학 도구를 활용하여 다루면서 자료의 

패턴을 찾고, 문제 상황을 구조화하는 모델링 

활동에 참여하도록 한 바 있으며, 이는 문제 해

결에 필요한 정보가 과다한 과제를 활용한 사례

이다. 다른 한편으로 Kaiser & Schwarz (2006)는 

학생들이 문제 상황과 관련된 여러 정보들을 직

접 탐색하면서 모델링을 수행하도록 한 바 있으

며, 이는 문제 해결에 필요한 정보가 부족한 과

제를 활용한 사례이다. 마지막으로, Van den

Heuvel-Panhuizen(2003)은 우리의 교과서에 일반

적으로 제시되는 문장제 문제와 유사한 형태의 

문제 상황으로부터, 앞서 예로 든 두 연구에 비

해서는 다소 소박한 모델을 수립하여 탐구하도

록 한 바 있으며 이는 문제 해결에 필요한 정보

만을 제공한 과제를 활용한 사례이다.

선행 연구들에 따르면, 문제 상황을 단순화하

고, 구조화하며 이에 포함된 정보가 문제 해결

에 충분한지의 여부를 판단하는 과정은 학생들

에게 대단히 어렵다는 점이 알려져 있으며

(Galbraith & Stillman, 2006), 이는 모델 구축과 

이를 활용하는 탐구에 필요한 수학적 지식의 숙

달만으로는 달성하기 어렵다는 점이 확인된 바 

있다(Blomhøj & Kjeldsen, 2006). 이로 인하여,

일부 연구자들은 이러한 모델 수립에 필요한 역

량의 함양과 수학적 대상, 절차 등의 탐구를 함

께 시도한 바 있으나, 이들을 동시에 추구하는 
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것 또한 쉽지 않다는 점이 확인되었다(Blomhøj

& Kjeldsen, 2006). 특히, 학생들이 주어진 상황

에 대한 모델을 구축하기 위한 선행 지식을 충

분히 갖추고 있더라도, 학생들에게는 문제 상황

을 기술할 수 있는 모델을 수립하는 과정이 대

단히 도전적이라는 점이 확인된 바 있다(박진형,

이경화, 2013). 이러한 선행 연구결과들에 비추

어볼 때, 모델링 활동을 통한 수학 교수 학습의 

출발점인 문제 상황을 복잡하게 구성하는 것은 

학생들로 하여금 수학적 대상이나 절차에 대한 

탐구 이외에 여러 가지 도전적인 국면을 야기할 

가능성이 높다.

Anderson, Reder & Simon(1996)은 설사 복잡한 

현실의 문제를 해결하는 능력의 함양을 목표로 

한 수업을 실행하더라도, 이를 달성하기 위한 

교수 학습이 반드시 복잡한 상황에서 출발할 필

요가 없다는 점을 지적한 바 있다.

Gravemeijer(1999)에 따르면, 모델링 활동을 통한 

수학 학습 과정에서 현실적인 문제 상황의 핵심

적인 역할은 학생들의 비형식적 활동과 능동적

인 참여를 촉발하는 것이며, 학생들의 모델링 

활동은 문제 상황에 대한 모델 구축에서 자신들

의 조직화 활동에 대한 모델 구축으로 옮겨가야 

한다. 이에 본 연구에서는 문제 해결에 필요한 

정보가 과다하거나 부족하여 학생들에게 다소 

복잡한 문제 상황보다는, 문제 해결에 필요한 

정보만이 제공되는 간단한 문장제 문제의 상황

으로부터 출발하는 모델링 과제를 설계함으로서 

학생들의 상위 수준 조작의 배경이 될 수 있는 

비형식적인 활동과 능동적인 참여를 촉발하는 

것이 학생들의 메타수준 학습을 촉진하는 데 적

절할 것으로 판단하였다.

나. 모델의 구축

여러 선행 연구자들은 공통적으로 학생들의 

탐구 과정에서 다루어지는 모델의 중요성을 논

의해왔음에도 불구하고, 이들 연구자들이 사용

하고 있는 모델이라는 용어가 의미화 하는 바는 

각기 다르다(Lesh & Fennewald, 2010). 이러한 

선행 연구자들이 모델이라는 단어를 통하여 의

미화 하는 바는 크게 (1) 문제 상황의 메커니즘

을 기술하는 모델(Blum, Alsina, Biembengut,

Bouleau, Confrey, Galbraith, Ikeda, Lingerfjard,

Muller, Niss, Verschaffel, Wang, Hodgson, &

Henn, 2002; Lesh & Doerr, 2003)과 (2) 학생들의 

조직화된 활동을 의미화 하는 모델(Gravemeijer,

1999)로 범주화할 수 있다.

모델링 활동을 통한 수학 학습을 시도한 여러 

연구자들은 주로 전자의 관점에서 학생들에게 

“문제 상황에 포함된 대상, 자료, 관계, 조건 등

을 수학으로 번역한 것(Blum et. al., 2002, p.

153)”에 해당하는 모델을 수립하는 것을 목표로 

하는 과제를 제공하고, 이 과정에서 수학 학습

이 수반된다는 점을 지적해왔다(e.g., Blomhøj &

Kjeldsen, 2006; Lesh & Harel, 2003).

다른 한편으로, 학생들의 조직화된 활동을 의

미화 하는 모델의 구축과 활용을 강조하는 입장

의 연구자들은, 학생들로 하여금 현실적인 문제

에 대한 자신들의 탐구 과정을 조직화하게 함으

로서, 학생들은 우선 문제 상황에 대한 모델을 

구축할 수 있으며, 교수자는 이를 학생 자신들의

조직화 활동에 대한 모델로 발달시키는 과정을 

지원해야 한다는 점을 강조한 바 있다(Gravemeijer,

1999; Van den Heuvel-Panhuizen, 2003). 예를 들

어, Gravemeijer(1999)는 현실적인 문제 상황에 

대한 학생들의 탐구는 문제 상황에 대한 모델링 

활동에서 출발하여, 점차 자신들의 추론 과정에 

대한 모델로 발달하도록 지원해야 한다는 점을 

강조한 바 있다. 이러한 관점에서 학생들이 탐구

과정에서 수립하게 되는 모델은 한편으로 문제 

상황에 대한 모델이며(model of situation), 다른 
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한편으로 자신들의 조직화 활동과 추론에 대한 

모델(model for reasoning)로서 기능한다

(Gravemeijer, 1999).

주목할 부분은 모델링 활동이 학생들의 활동

의 압축과 물화를 지원하고 상위 수준의 탐구를 

촉진하기 위해서는, 학생들이 구축한 모델이 의

미화 하는 바가 문제 상황보다는 학생들의 탐구 

과정이 되어야 한다는 점이다(Gravemeijer, 1999).

모델링 활동의 교육적 의의를 논의해온 여러 연

구자들은 공통적으로, 학생들이 모델링 과제를 

해결하는 과정에서 구축한 모델이 한편으로 문

제 상황을, 다른 한편으로 문제 상황에 대한 자

신들의 사고와 추론을 함께 의미화 한다는 점을 

지적한 바 있다(Gravemeijer, 1999; Lesh & Doerr,

2003). 복잡한 현실의 문제 상황에 대한 메커니

즘을 기술하는 모델을 수립하는 활동을 강조한 

연구자들 역시, 학생들의 수학적 탐구는 문제 

상황 속에서 도출되는 것이 아니라 학생들이 모

델을 구축하는 과정에서 경험한 사고를 수정하

고 개선하는 과정에서 촉발된다는 점을 강조하

였다(e.g., Lesh & Doerr, 2003). 특히, Gravemeijer

(1999)는 탐구 초기에 학생들이 구축하게 되는 

모델은 문제 상황을 의미화 하게 되나, 점진적

으로 학생들의 수학적 활동, 수학적 사고를 의

미화 하는 모델로 그 기능이 변화하도록 지원할 

수 있다는 점을 강조한 바 있다.

이러한 실증적인 연구 결과와 더불어, 수학 

학습에 대한 수학교육 연구 공동체의 대부분의 

논의가 수학적 대상이나 절차, 규칙 등의 생성

이 문제 상황 그 자체에 내재하던 바를 도출하

는 것이 아니라, 이에 대한 인간 활동의 조직화

로부터 발생한다는 데 동의하고 있으므로(홍진

곤, 2012), 모델링 활동을 통하여 문제 상황을 

최적화된 방식으로 기술하는 모델을 구축하는 

활동보다는, 문제 상황으로부터 촉발된 학생들

의 활동을 조직화하는 과정을 촉진하는 데 초점

을 두는 것이 학생들의 수학 학습을 지원하는 

데 타당하다고 판단된다.

이에 본 연구에서는 학생들로 하여금 문장제 

문제의 형태로 된 확률 탐구 과제를 해결하도록 

하고, 이 과정에서 문제 상황과 더불어 자신들

의 탐구 과정을 조직화하여 모델화 하는 것을 

촉진하는 것이 모델링 활동을 통한 메타수준 학

습을 달성하는 데 중요하다고 판단하였다. 이를 

위하여, 본 연구에서는 교사가 학생들로 하여금 

문제 상황을 조직화하고, 자신들의 풀이과정을 

친구들에게 설명하고, 다양한 방식으로 표현하

고, 자신의 풀이 과정을 정당화 하도록 함으로

서, 학생들로 하여금 문제 상황과 더불어 자신

들의 수학적 사고와 활동을 조직화하여 이에 대

한 모델을 구축하는 과정을 지원하는 것이 적절

할 것으로 판단하였다(Gravemeijer, 1999). 이처럼 

교사가 학생들의 의사소통을 강조한 것은, 인간 

활동의 압축이 의사소통의 효과성 추구로부터 

촉발된다는 Sfard(2008)의 관점을 반영한 것이다.

또한, 본 연구에서 학생들의 탐구 활동 조직화

를 통한 모델 구축은 교사의 개입을 통하여 시

도한다는 점에서, 교사의 역할이 중요하다.

다. 모델을 활용한 문제해결과 모델의 수정,

개선

선행 연구들에 따르면, 메타수준의 학습은 한 

단계의 비약으로 이루어지기 보다는, 점진적으

로 이루어진다는 점이 알려져 있다(Nachliele &

Tabach, 2012). 또한, 학생들이 구축한 모델은 점

진적으로 수정, 개선되는 과정에서 학생들의 반

성적 사고와 활동의 압축을 지원할 수 있다는 

점이 논의되어 왔다(Gravemeijer, 1999; Park, et.

al., 2013). 이러한 점에서 본 연구에서는 단 하

나의 과제를 해결하는 과정을 통하여 메타수준 

학습을 달성하고자 시도하기보다는, 여러 유사
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한 문제를 해결하는 과정에서 학생들이 구축한 

모델이 함께 수정되고 개선되도록 하며, 이를 

통하여 학생들의 활동이 메타 수준의 담론에 자

리한 활동으로 상승하도록 하는 것이 적합하다

고 판단하였다.

상황의 변이(variation)를 통한 학습을 강조한 

Marton(2006)의 논의는 모델링 활동을 통한 메타

수준 학습을 꾀하는 일련의 과제들을 설계하는 

데 시사점을 제공한다. Marton(2006)은 단일한 

상황보다는 각기 다른 여러 상황들을 비교하면

서, 각 상황에서 촉발된 사항들의 차이를 의식

하는 과정에서 더욱 풍성한 학습이 이루어질 수 

있다는 점을 지적한 바 있다. 즉, 학습자로 하여

금 수학적 대상이나 절차와 관련된 일련의 문제 

상황들 사이의 차이를 의식하도록 함으로서, 한

편으로 학습한 바가 적용 가능한 상황들을 연결

하며, 다른 한편으로 학습한 바를 다른 상황에

서 수정하고 개선하여 확장할 수 있다는 것이다

(Marton, 2006). 그에 따르면, 이러한 일련의 문

제 상황들은 서로 고립된 것이 아니라 주요한 

측면들을 공유한 상황들이어야 하며, 학생들은 

각기 다른 상황들 사이의 핵심적인 차이를 명확

히 함으로서, 각 상황과 관련하여 학습한 사항

들의 차이를 분명히 하고, 각각의 학습한 내용

들을 명료화할 수 있다.

이에 본 연구에서는 상황의 변이를 통한 학습

에 대한 Marton의 논의를 토대로 일련의 문제 

상황들을 구성하는 것이 다음과 같은 두 가지 

측면에서 모델링 활동을 통한 메타수준 학습을 

지원하기에 적합하다고 판단하였다. 첫째, 학생

들이 상황의 어떠한 요인들이 변화함에 따라 상

위 수준 조작 방법이 변화하는지를 확인하게 함

으로서 학생들로 하여금 자신들의 압축된 행동

에 대한 상위 수준 조작이 언제, 어떻게 적용할 

수 있는지를 의식하는 과정을 촉진할 수 있을 

것으로 고려하였다. 둘째, 일련의 유사한 상황들

로 문제 상황들을 구성함으로서, 초반부 문제를 

해결하는 과정에서 학생들의 활동을 조직화함으

로서 구축한 모델을 다음 문제를 해결하는 과정

에서 수정, 개선하는 탐구에 참여하도록 하는 

것이 가능할 것으로 판단하였다. 모델을 문제 

상황에 비추어 재해석하고, 모델을 수정, 개선하

는 과정에서 학생들의 반성적 사고와 사고의 수

정, 개선이 촉발될 수 있다는 점이 논의되어 온 

바(Ärlebäck, Doerr, & O'Neil, 2013; Lesh &

Harel, 2003), 상황의 변이를 고려한 과제 설계는 

학생들이 자신들의 압축된 행동들을 반성하여 

상위 수준의 조작을 수행하는 활동으로 자신들

의 탐구를 진전시키는 과정을 지원할 수 있을 

것으로 본다. 지금까지 논의된 모델링 과제 설

계 및 수업 방안을 토대로 한 구체적인 모델링 

활동의 설계는 Ⅲ장에서 상세하게 다룬다.

4. 확률 영역의 메타수준 학습    

우리나라뿐만 아니라 대부분의 학교수학에서 

확률은 시행에 따른 모든 결과들을 체계적으로 

세어 전체 결과의 수와 특정한 사건이 일어날 

결과의 수를 센 후에, 이들 사이의 비율을 구함

으로써 도출하는 고전적인 라플라스의 확률 정

의에 기반을 두고 있다(Chernoff & Zazkis, 2011).

이러한 고전적인 확률의 정의와 담론 발달에 대

한 Sfard의 관점에서, 확률의 덧셈정리와 곱셈정

리는 시행에 따른 결과의 수 사이의 비를 구하

여 도출된 ‘확률’들에 다시 상대적으로 상위 수

준의 연산을 수행하는 것이므로 결과의 수 사이

의 비율을 통하여 확률을 구하는 절차에 비하여 

상대적으로 메타수준의 담론에 자리한 연산을 

포함한다. 즉, 확률에 대한 덧셈정리와 곱셈정리

에 대한 탐구는 학생들로 하여금 시행에 따라 

일어날 수 있는 결과들과 결과의 수를 체계적으

로 구하고, 일어날 수 있는 결과의 수들 사이의 
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비율을 구하는 활동의 결실인 확률을 상위 수준

에서 조작의 대상으로 다루게 되는 과정을 포함

하는 바, 학생들이 이미 참여하고 있는 담론에 

비하여 상대적으로 메타수준의 담론에 참여하도

록 하는 것이다. 또한, 결과의 수들 사이의 비를 

통한 확률 도출은 등확률(equiprobability)을 만족

하는 모든 결과를 구할 수 있을 때에만 수행할 

수 있으나, 확률들 간의 연산이 이루어질 수 있

는 상위 수준의 담론에서는 그 외의 상황에서도 

확률을 구할 수 있으므로, 확률의 연산이 수행 

가능해지는 시점에서는 학생들이 확률을 언제,

어떻게 구할 수 있는지를 규정하는 메타규칙이 

수정된다. 이러한 점에서 학생들로 하여금 확률

들 사이의 연산을 포함하는 확률의 덧셈정리와 

곱셈정리를 탐구하도록 하는 과정은 확률에 대

한 메타수준 학습을 시도하는 것으로 고려할 수 

있다.

이러한 확률 탐구 과정에서 학습자의 활동은 

수형도로 조직화될 수 있다는 점(Chernoff &

Zazkis, 2011; English, 2005; Maher & Ahluwalia,

2014)이 알려져 있으며, 확률 탐구에서 수형도의 

다양한 기능에 대한 논의가 이루어져 왔다

(Ahlgren & Garfield, 1991; English, 2005;

Steinbring, 1991). 즉, 수형도는 학생들이 시행에 

따라 일어날 수 있는 결과들을 파악하고 결과의 

수를 세면서 표본공간을 생성하는 과정의 조직

화로부터 다양한 비형식적인 형태로 구축된다는 

점이 알려져 있으며(English, 2005; Maher &

Ahluwalia, 2014), 수형도는 확률적 상황에 대한 

모델링의 유용한 도구(Ahlgren & Garfield, 1991)

임과 동시에 확률들 사이의 연산 방법을 도출하

는 과정을 지원할 수 있음이 논의된 바 있다

(Steinbring, 1991).

이러한 선행 연구들로부터, 연구진은 학생들

로 하여금 확률 탐구 과정을 조직화하게 함으로

서, 학생들이 문제 상황과 더불어 시행에 따른 

결과의 수와 결과들을 파악하는 과정을 의미화

하는 나름의 모델을 구축할 수 있을 것으로 기

대하였으며(Maher & Ahluwalia, 2014), 학생들은 

일련의 과제들에서 모델을 수정, 개선하면서 상

위 수준의 조작인 확률들 간의 연산에 대한 탐

구에 참여할 수 있을 것으로 예상하였다. 구체

적으로, 선행 연구들에서 확인한 바와 같이 확

률적인 문제 상황에 대한 학생들의 탐구는 수형

도와 유사한 다양한 표상들로 조직화될 수 있다

는 점이 알려져 있는 바, 교사가 학생들로 하여

금 문제 상황을 조직화하고, 자신들의 풀이과정

을 친구들에게 설명하고, 다양한 방식으로 표현

하고, 자신의 풀이 과정을 정당화 하도록 함으

로서, 학생들은 수형도와 유사한 비형식적인 표

상들을 문제 상황과 자신의 수학적 활동에 대한 

모델로서 구축하여 활용할 수 있을 것으로 기대

된다. 또한, 수형도는 한편으로 시행에 따라 일

어날 수 있는 결과와 결과의 수를 체계적으로 

모두 구하는 활동을(English, 2005; Maher &

Ahluwalia, 2014), 다른 한편으로 이에 비해 상대

적으로 메타수준의 담론에 자리한 확률간의 연

산 도출을 지원할 수 있으며(Steinbring, 1991),

학생들로 하여금 확률들 사이의 연산 방식인 확

률의 덧셈정리와 곱셈정리를 탐구하도록 하는 

과정은 확률에 대한 메타수준 학습을 시도하는 

것으로 고려할 수 있음을 확인하였다. 이러한 

점에서, 연구진은 학생들로 하여금 확률적인 문

제 상황과 이에 대한 수학적 활동을 조직화하

여, 각자 나름의 모델을 수립하고, 이러한 모델

을 활용하여 확률적인 문제를 해결함으로서, 확

률의 덧셈정리와 곱셈정리를 언제, 어떻게 적용

할 것인지에 대하여 탐구하도록 하는 것이 모델

링 활동을 통한 메타수준 학습을 시도하는 본 

연구의 소재로 적합할 것으로 판단하였다.
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Ⅲ. 연구 방법

본 연구의 목적은 학생들의 모델링 활동에서 

메타수준 학습이 일어나는지, 일어난다면 어떻

게 일어나는지를 확인하는 데 있다. 사례 연구 

방법은 연구자가 이해하고자 하는 사례나 현상

을 심층적으로 분석하여 최대한의 논점과 시사

점을 도출하는 것을 목적으로 한다는 점에서,

본 연구의 목적에 부합하는 것으로 판단되었다

(Stake, 1995). 이에 본 연구에서는 사례 연구 방

법(Stake, 1995)을 사용하였다. 본 연구에서는 다

음과 같은 절차로 연구 참여자를 선정하고, 사

례에 대한 자료를 수집, 분석하였다.

1. 연구 참여자 

Stake(1995)에 의하면, 사례 연구는 단일한 사

례로부터 최대한의 논점을 이끌어내는 데 그 목

적이 있다. 이에 본 연구에서는 긴 시간의 탐구

적인 활동에 익숙하고, 이 과정에서 의사소통에 

적극적인 연구 참여자를 선정하는 것이 모델링 

활동을 통한 메타수준 학습의 가능성을 확인하

고, 이 과정에 대한 심층적인 이해를 시도하는 

본 연구의 목적에 적합할 것으로 판단하였다.

본 연구에서는 학교 정규과정 이외에 별도의 

탐구 중심 수업에 참여하고 있는 학생들을 대상

으로 수업을 실시하였다. 연구 참여자는 서울시

의 G고등학교 토요과학교실에서 6개월간 격주

로 한 학급에서 수업을 받아온 고등학교 1학년 

학생 15명으로, 중상위권 정도의 수학적 성취를 

보여주었으며 소그룹 활동에서 자신의 의견을 

적극적으로 표현하는 데 익숙한 학생들이었다.

본 연구에서 학생들의 탐구 활동은 3명씩 다섯 

개의 조로 나뉘어 이루어졌다. 이 학생들은 본 

수업에 3시간 동안 참여하였다.

이 수업에 참여한 학생들의 모델링 활동 가운

데, 1조(3명)와 2조(3명) 학생 6명(JH, HJ, EA,

WJ, ES, EL)의 모델링 활동을 본 연구의 사례로 

분석하였다. 각 조별 구성원과 학생들의 성별 

및 전체 연구 참여자(15명) 내에서 이 학생들의 

상대적인 학업 성취도는 다음의 <표 Ⅲ-1>과 같다.

조 학생 성별
상대적인 학업 

성취도 수준

1조

JH 여 상

HJ 여 중

EA 여 상

2조

WJ 남 중

ES 여 중

EL 여 상

<표 Ⅲ-1> 연구 참여자 정보

Sfard(2008)에 따르면, 메타수준의 학습은 담론 

참여자들 간의 활발한 의사소통으로부터 촉발되

는 바, 조별 구성원들 사이의 의사소통이 활발

히 이루어진 두 조의 학생들의 탐구 과정을 본 

연구의 사례로 선정하는 것이, 모델링 활동을 

통하여 이루어진 메타수준 학습에 대한 이해를 

도모하는 본 연구에 가장 적합할 것으로 판단하

였다. 본 연구에서는 1조와 2조 학생들의 모델링

활동을 사례로, 모델링 과정에서 메타수준 학습

이 어떻게 이루어지는지에 대하여 확인하였다.

이 학생들은 중상위권 수준의 수학적 성취를 

보여주었으며, 평균적인 사회 경제적 배경을 가

졌다. 연구 참여자들은 토요과학교실 수업을 받

으면서 다양한 과학 및 수학 수업을 통해 새로

운 내용의 수학수업에 거부감이 없었다. 또한 6

개월 동안 격주로 한 학급에서 과학 실험과 수

학 수업에 참여해왔으며, 조별 활동에서 자신의 

의견을 자유롭게 표현하는 데 익숙한 학생들이

었다. 이 학생들은 독립인 두 사건 A, B가 동시

에 일어날 확률을 곱셈정리를 통하여 구할 수 

있다는 점과, 배반인 두 사건 A, B에 대하여 A

또는 B가 일어날 확률을 덧셈정리를 통하여 구



- 419 -

할 수 있다는 점을 중학교에서 학습하였다. 중

학교 수학에서는 독립사건과 배반사건에 대하여 

명시적으로 다루지 않으며, 독립이거나 배반이 

아닌 복합 사건은 다루지 않는다. 또한, 확률의 

덧셈정리와 곱셈정리를 확률 간의 연산으로 다

루기보다는, 경우의 수 단원의 덧셈정리, 곱셈정

리와 관련지어 비형식적이고 직관적인 수준에서 

간단하게 다룬다. 또한, 학생들은 두 정리를 함

께 적용하는 문제는 다룬 바 없다. 다시 말해서,

덧셈정리나 곱셈정리를 한번 활용하면 되는 문

제들만 비형식적으로 다루어 보았다. 이로 인하

여, 이들 학생들은 확률을 곱하거나 더하는 정

리가 존재한다는 점은 기억하고 있으나, 이들 

정리가 왜 성립하는지, 이들은 언제 적용할 수 

있는지에 대해서는 명확히 파악하고 있지 못함

을 담당 수학교사와의 면담을 통하여 확인할 수 

있었다.

2. 자료의 분석

본 연구에서는 학생들의 수학적 모델링 활동

을 분석하기 위하여 다음과 같은 절차로 사례 

연구 방법(Stake, 1995)을 사용하였다. 우선 연구

진과 수업을 진행하는 교사가 함께 과제를 설계

하고, 이를 바탕으로 2013년 10월 12일에 3시간

의 수업을 실시하였으며, 연구진에 포함되지 않

은 6년 경력의 교사가 수업을 진행하였다. 연구

진은 학생들의 활동에 개입하지 않고 탐구과정

을 관찰하였다.

활동지에는 자신들의 생각을 최대한 자세히 

표현하도록 하였으며, 생각을 수정할 필요가 있

을 때는 이전의 기록한 내용을 지우지 않도록 

볼펜을 제공하였다. 또한 Maaß(2006)에 의하면,

학생들을 몇 개의 소그룹으로 나누어 각 조별로 

과제에 대하여 논의하도록 하고 각자 논의를 반

영하여 개별적으로 과제를 수행하는 것이 모델

링 수업에서 효과적임이 알려져 있으므로, 학생

들의 모델링 활동은 3명이 1조를 이루어 토론하

며 이루어졌으며 각 학생별로 활동지를 제공하

여 모델링 활동을 기록하도록 하였다.

또한 본 연구에서는 학생들의 수학적 사고와 

학생들의 대화, 그림, 식, 제스쳐 등의 다양한 

표상체와의 밀접한 관련성을 가정하고, 연구진

의 현장노트, 비디오 자료와 녹취록, 학생들의 

대화, 제스쳐, 그리고 학생들의 활동지에 기록된 

그림, 식 등을 분석하였다. 연구진은 이러한 다

면적인 자료 수집이 본 연구의 내적인 타당도와 

신뢰도를 높일 수 있을 것으로 판단하였다

(Creswell, 2009; Stake, 1995).

본 연구에서는 위와 같은 절차에 따라 수집한 

자료들과 함께 학생들이 구축한 모델의 기능과 

기능의 변화를 확인하는 데 초점을 두었다. 본 

연구는 모델링 활동을 통한 메타수준 학습의 가

능성을 확인하고 이는 어떻게 일어나는지를 확

인하는 데 목적을 두는 바, 연구진은 학생들이 

구축한 모델의 기능과 기능의 변화를 확인함으

로서 모델링 활동이 학생들의 탐구와 어떻게 관

련되는지를 확인하고 구축된 모델이 어떠한 방

식으로 학생들의 탐구를 지원하는지를 확인할 

수 있을 것으로 판단하였다. 구체적으로, 연구진

은 학생들이 탐구 과정에서 구축한 수형도들을 

확인하고, 이들이 확률 탐구에서 어떠한 역할을 

수행하는지를 범주화하는 과정을 거쳐 범주들 

간의 관계로부터 각 장면에서 드러난 수형도의 

기능과 그 변화를 확인하였다(Creswell, 2009;

Stake, 1995).

또한 본 연구에서는 학생들이 구축한 모델의 

기능과 그 변화에 대한 연구자 해석의 내적 타

당도와 신뢰도를 높이기 위하여 연구자 삼각측

정(Stake, 1995)과 동료 점검(Creswell, 2009)을 활

용하였다. 연구자 삼각측정은 학생들이 구축한 

모델의 기능과 변화에 대한 해석을 확증하고,
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동시에 부가적인 해석을 얻기 위하여 여러 명의 

연구자가 검토하는 방식으로 이루어졌으며, 동

료점검은 다른 연구자들에게 해석 결과에 대한 

의견을 구하는 방식으로 이루어졌다(Creswell,

2009; Stake, 1995). 또한, 본 연구는 서울대학교 

생명윤리심의위원회(Institutional Review Board)로

부터 심의면제 승인(No. E1309/001-011)을 받고 

진행되었다.

3. 과제 설계 및 수업의 주안점

본 연구에서 설계한 과제의 목표는 학생들로 

하여금 항아리에서 공을 꺼내는 확률적인 맥락

에 기반을 둔 4개의 복합사건의 확률 문제를 해

결하는 과정에서 확률의 덧셈정리와 곱셈정리를 

언제, 어떻게 적용할 것인지에 대하여 탐구하도

록 하는 것이다.

우선, 확률의 덧셈정리와 곱셈정리는 주로 복

합사건에 대한 확률을 구하기 위하여 활용되며,

학교수학에서의 복합사건은 대부분 주사위 두 

개를 던지는 것과 같은 두 차원(two-dimensional)

의 문제나, 하나의 동전을 두 번 던지는 것과 

같은 두 단계(two-stage)의 문제와 관련된다

(Polaki, 2005). 복합사건의 확률은 한편으로 시

행에 따라 일어날 수 있는 모든 결과의 수와,

해당 사건이 일어날 결과의 수 사이의 비율을 

통하여 도출하는 것이 가능하며(e.g., English,

2005), 다른 한편으로, 복합사건을 몇 개의 단순 

사건(simple event)들로 범주화한 후, 여기에 확

률의 덧셈정리나 곱셈정리를 적용하여 구하는 

것이 가능하다(e.g., Polaki, 2005). 이에 본 연구

에서는 확률의 덧셈정리와 곱셈정리에 대한 학

생들의 탐구를 위한 소재로 복합사건의 확률을 

선정하였다.

이러한 복합사건의 확률과 관련된 문제 상황

들 가운데, 항아리와 관련된 문제 상황은 다소 

인위적이라는 비판을 받아왔지만 (Borovcnik &

Bentz, 1991), 학생들의 확률적 사고와 관련하여 

항아리 문제 상황을 활용한 다양한 연구들이 이

루어져 왔다(see, Falk, Yudilevich-Assouline, &

Elstein, 2012). 특히, Steinbring(1991)은 항아리에

서 공을 꺼내는 문제 상황이 수형도의 구축으로 

이어질 수 있다는 점을 언급한 바 있으며,

Biehler(1991)는 항아리 문제 상황이 확률에 대한 

연산의 출발점이 될 수 있다는 점을 주장하였

다. 또한, 항아리 문제 상황은 항아리의 개수와 

이에 포함된 공의 구성에 변화를 주면서 다양한 

유형의 확률적인 문제 상황을 구성할 수 있음이 

확인된 바 있다(Falk, Yudilevich-Assouline, Elstein,

2012; Steinbring, 1991). Steinbring(1991)은 이처럼 

확률 문제의 수치에 변이를 주면서 탐구하도록 

하는 것이 학생들의 모델구축을 이끌 수 있음을 

주장한 바 있다. 이러한 논의로부터, 연구진은 

항아리에서 공을 꺼내는 맥락을 기반으로 항아

리에 포함된 공의 구성에 변화를 줌으로서, 서

로 고립되지 않고, 공통점을 갖는 일련의 문제

들을 개발하는 것이(Marton, 2006), 학생들로 하

여금 문제 상황의 변이를 통하여 확률의 곱셈정

리와 덧셈정리에 대한 적용 방안을 의식적으로 

탐구하게 하고자 하는 본 연구의 목적에 적합할 

것으로 판단하였다. 이상의 논의로부터 본 연구

에서 개발한 과제는 다음의 <표 Ⅲ-2>와 같다.

선행 연구들에 따르면 확률적인 문제 상황에 

대한 학생들의 탐구는 수형도와 유사한 다양한 

표상들로 조직화될 수 있다는 점이 알려져 있는 

바(Maher & Ahluwalia, 2014), 연구진은 위 <표 

Ⅲ-2>의 과제들을 해결하는 과정에서 학생들이 

수형도와 유사한 여러 비형식적인 표상들을 문

제 상황과 자신의 수학적 활동에 대한 모델로서 

구축하여 이를 수정, 개선하며, 이에 비추어 문

제 상황을 재해석하면서 확률 문제에 대한 탐구

가 이루어지게 하고자 하였다. 선행 연구들에 
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따르면, 학생들은 모델을 구축하는 과정에서도 

수학적인 탐구에 참여할 수 있으며(Lesh &

Doerr, 2003), 학생들은 확률적 탐구 과정에서 각

기 나름의 방식으로 수형도와 유사한 모델을 구

축하고 이를 활용하여 문제를 탐구할 수 있음이 

알려져 있다(Maher & Ahluwalia, 2014). 이에 본 

연구에서는 교사가 수형도를 제공하여 학생들이 

활용하게 하기보다는, 교사의 개입을 통하여 학

생들이 자신들의 탐구를 조직화하고, 이 과정에

서 각자 나름의 모델을 구축하여 이를 활용하게 

하고자 하였다. 이를 위하여, 교사는 학생들로 

하여금 자신의 풀이 과정을 상세하게 표현하고 

정당화하도록 하며, 시행에 따른 결과들을 조직

화하고 이로부터 확률을 도출할 수 있는 방안의 

모색을 촉구하고자 하였다. 이러한 교사의 개입

은 한편으로 학생들의 모델 구축과 이를 활용한 

탐구를 촉진하고, 다른 한편으로 학생들의 활동

의 조직화와 이에 대한 반성을 촉진할 것으로 

예상하였다.

우선, 과제 1에서는 학생들이 덧셈정리와 곱

셈정리를 함께 활용할 수 있도록 하는 과제를 

설계하였다. 즉, 학생들은 과제 1과 같은 두 차

원의 문제 상황에서 덧셈정리와 곱셈정리 가운

데 하나를 한 번 적용하는 문제만을 다루어보았

으므로, 연구진은 두 차원의 시행에서 이들 두 

정리를 함께 활용하게 하는 과제 1을 출발점으

로 고려하였다. 학생들은 이 두 정리를 함께 적

용한 경험이 없으므로, 연구진은 학생들이 과제 

1에서 각 정리를 언제, 어떻게 활용할 것인가에 

대하여 탐구하게 될 것으로 기대하였다. 연구진

은 학생들이 덧셈정리와 곱셈정리가 무엇인지를 

이미 학습하였으므로, 교사가 학생들에게 다양

한 해법을 탐색하게 함으로서 학생들이 덧셈정

리와 곱셈정리를 활용하는 탐구에 참여할 수 있

을 것으로 판단하였다. 또한, 학생들 사이의 의

사소통을 통하여 이 정리들을 어떻게 적용하는 

것이 적절할 것인가에 대해 논의하게 할 계획이

었으며, 교사는 이러한 정리들을, 결과의 수를 

세어서 확률을 구하는 접근 방식에 비해 상대적

으로 고등의 절차로 다루고, 학생들이 과제 1~3

에 이르는 동안 덧셈정리와 곱셈정리들을 활발

히 활용하도록 격려하고자 하였다. 학생들이 이

러한 덧셈정리와 곱셈정리를 전혀 상기하지 못

하는 경우에는 교사가 학생들이 중학교에서 배

운 사항들을 간단히 상기하도록 하고, 이를 토

대로 탐구에 참여하도록 할 계획이었다.

1. 항아리 A에는 흰 공 3개, 검은 공 2개가 들어있고, 항아리 B에는 흰 공 1개, 검은 공 3개가 들어있다.

두 항아리에서 동시에 공을 하나씩 꺼낼 때, 항아리에서 꺼낸 두 공의 색이 같을 확률이 얼마인지 구

하고, 풀이가 성립하는 이유를 설명하시오.

2. 항아리에 흰 공 3개, 검은 공 2개가 들어있다. 이 항아리에서 공을 하나씩 2번 꺼낼 때, 흰 공과 검은 

공이 각각 1개씩 나올 확률이 얼마인지 구하고, 풀이가 성립하는 이유를 설명하시오. (단, 항아리에서 

꺼낸 공은 항아리에 다시 넣는다.)

3. 항아리에 흰 공 3개, 검은 공 2개가 들어있다. 이 항아리에서 공을 하나씩 2번 꺼낼 때, 흰 공과 검은 

공이 각각 1개씩 나올 확률이 얼마인지 구하고, 풀이가 성립하는 이유를 설명하시오. (단, 항아리에서 

꺼낸 공은 항아리에 다시 넣지 않는다.)

4. 항아리 A에는 흰 공 3개, 검은 공 2개가 들어있고, 항아리 B에는 흰 공 1개, 검은 공 3개가 들어있다.

동전을 한 번 던져서 앞면이 나오면 항아리 A에서, 뒷면이 나오면 항아리 B에서 공을 하나 꺼낸다.

동전을 던졌을 때, 항아리에서 흰 공을 꺼내게 될 확률을 구하고, 풀이가 성립하는 이유를 설명하시오.

<표 Ⅲ-2> 확률 과제 
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과제 2에서는 두 단계의 복원문제로 문제 상

황을 변화시켰다. 특히, 이러한 두 단계의 시행

에서 시행에 따른 결과들의 대칭성으로 인한 확률

도출의 어려움이 알려져 있는 바(see, Borovcnik

& Kapadia, 2014), 이에 대한 논의가 집중적으로 

이루어질 것으로 예상하였다. 즉, 과제 2에서는 

공1, 공2의 순으로 두 공을 꺼내게 되는 결과와 

공2, 공1의 순으로 두 공을 꺼내게 되는 결과를 

중복된 결과로 볼 것인가의 문제가 이슈가 될 

것으로 예상하였다. 연구진은 학생들이 이러한 

문제적인 상황을 해결하기 위하여 시행에 따른 

모든 결과들을 확인해야 하며, 이 과정에서 학

생들이 수형도와 같은 모델을 적극적으로 활용

하여 탐구할 것으로 예상하였다.

또한, 선행 연구에서는 학생들이 복원문제보

다 비복원 문제에서 더 어려움을 겪는다는 점이 

알려져 있는 바(Jones, Langrall, Thornton, &

Mogill, 1997), 과제 2에서는 복원 문제를, 과제 

3에서는 두 단계의 비복원 문제에 대하여 탐구

하도록 설계하였다. 이 과제에서는 또한 표본공

간 변화로 인한 조건부 확률과 관련된 논의가 

이루어질 수 있을 것으로 예상하였다. 그리고 

이어지는 과제 4의 문제 상황은 동전을 던진 후

에 항아리에서 공을 꺼낸다는 점에서 두 단계의 

시행이며, 항아리에서 공을 꺼내는 두 번째 단

계에서는 두 항아리 가운데 한 쪽에서 공을 꺼

내는 두 차원의 시행을 포함한다.

이처럼 문제 상황들이 조금씩 변화하는 가운

데, 학생들이 새로운 유형의 확률 문제 상황에 

덧셈정리와 곱셈정리를 적용하는 과정에서 겪는 

어려움이 수형도와 같은 모델로 조직화된 결과

들의 세기 과정에 대한 반성을 통하여 해결 가

능할 것으로 판단하였다. 즉, 연구진은 학생들이 

각 정리를 적용하기 위하여 복합사건을 단순사

건으로 범주화하고, 각 단순사건의 확률들 사이

에 어떠한 연산을 수행할 것인가를 판단하는 과

정에서 결과들을 조직화해야 하는 바, 이 과정

에서 학생들이 구축한 모델이 탐구의 생산성을 

증가시키는 데 기여할 수 있을 것으로 예상하였

다. 또한, 연구진은 학생들에게 익숙한 두 차원

의 시행에서(과제 1), 두 단계의 시행으로(과제 

2), 복원 사건에서 비복원 사건으로(과제 3), 이

어서 두 차원이면서 동시에 두 단계의 시행으로

(과제 4) 조금씩 심화되는 문제들을 설계함으로

서, 학생들이 선행하는 문제의 해결 과정에서 

구축하고 활용한 모델을 이어지는 문제를 해결

하는 과정에서도 수정, 개선하여 적용할 것으로 

예상하였다. 즉, 연구진은 모델의 구축과 수정,

개선이 단일한 문제 내에서 뿐만 아니라, 선행

하는 문제의 해결 과정에서 구축한 모델을 다음 

문제에 유사하게 적용하는 과정에서도 이루어질 

수 있을 것으로 판단하였으며, 이는 학생들이 

자신들의 활동을 반성하고 상위 수준의 조작을 

수행하는 것을 촉진할 수 있을 것으로 판단하였

다. 이를 위하여 학생들이 어려움을 겪는 경우

에는, 교사가 학생들로 하여금 시행에 따른 결

과들을 조직화하고 이로부터 덧셈정리와 곱셈정

리의 적용 방안을 도출하게 하고자 하였으며,

이는 수형도와 같은 모델을 활용한 탐구를 촉발

할 것으로 예상하였다.

과제 4에서 연구진은 의도적으로 학생들이 담

론적 갈등에 직면하도록 하는 과제를 설계하였

다. 즉, 학생들의 탐구 과정에서 상위 수준의 조

작으로의 이행은 쉽사리 이뤄지지 않는 다는 점

이 논의되어 온 바(Sfard, 2007, 2008), 연구진은 

학생들로 하여금 담론적 갈등에 직면하도록 함

으로서, 상대적으로 메타수준의 담론에 자리한 

확률 연산으로서의 확률의 덧셈정리와 곱셈정리

에 대한 탐구를 촉발할 것으로 예상하였다. 구

체적으로, 과제 4에서는 시행에 따른 모든 결과

들 가운데 A항아리에서 흰 공이 나오는 결과들

과 B항아리에서 흰 공이 나오는 결과들이 각기 
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일어날 정도가 다르므로, 시행에 따라 일어날 

수 있는 전체 결과의 수와 흰 공이 나오는 결과

의 수들 사이의 비율을 구하는 방식으로는 올바

른 확률을 도출하기 어렵다. 다른 한편으로, 확

률의 곱셈정리를 활용하여 A항아리에서 흰 공

이 나올 확률과 B항아리에서 흰 공이 나올 확률

을 각기 구하고, 확률의 덧셈정리를 활용하여 

이들 사이의 확률을 더하면 올바른 확률을 도출

할 수 있다. 이러한 점에서, 연구진은 과제 4에 

대한 탐구 과정에서 확률의 덧셈정리와 곱셈정

리가 확률에 대한 연산으로서, 시행에 따른 결

과의 수 사이의 비를 구하는 활동에 비해 상대

적으로 메타수준의 담론에 자리한 활동으로서 

탐구될 수 있을 것으로 기대하였다. 즉, 학생들

은 중학교에서 경우의 수 단원의 덧셈정리와 곱

셈정리를 활용하여 확률의 덧셈정리와 곱셈정리

를 조합적 증명(combinatorial proof)을 통하여 학

습하였으며, 이러한 관점에서는 확률의 덧셈정

리와 곱셈정리가 결과의 수 사이의 비를 통한 

확률 도출에 비해 메타수준의 담론에 자리한다

고 보기 어렵다. 그러나 과제 4에 대한 탐구 과

정에서는 확률의 덧셈정리와 곱셈정리가 단순히 

시행에 따른 결과를 다른 방식으로 세는 대안적 

세기 활동이 아니라, 각 결과가 일어날 정도가 

같지 않더라도 확률을 도출하는 것을 가능하게 

하는 확률에 대한 연산으로 다루어짐으로서, 시

행에 따른 결과의 수 사이의 비를 통한 확률 도

출 활동에 비해 메타수준의 수학적 활동으로 논

의될 수 있을 것으로 연구진은 예상하였다. 연

구진은 학생들이 과제4에 대한 탐구 과정에서 

시행에 따른 결과의 수 사이의 비를 통하여 도

출할 수 있는 확률 

와 확률의 연산을 통하여 

올바르게 도출한 확률 


가운데 어떠한 해법

이 타당한가에 대하여 논의할 것으로 예상하였

으며, 이러한 두 확률들은 각기 다른 층위의 담

론에 자리한 활동을 통하여 도출된 상반된 결과

이므로, 연구진은 본 과제가 학생들로 하여금 

담론적 갈등에 직면하도록 함으로서, 상대적으

로 메타수준의 담론에 자리한 확률 연산으로서

의 확률의 덧셈정리와 곱셈정리에 대한 탐구를 

촉발할 것으로 예상하였다.

이와 더불어, 위의 과제를 활용한 수업 전반

에서 교사는 학생들로 하여금 자신의 풀이 과정

을 상세하게 표현하고 정당화하도록 함으로서,

학생들의 활동의 조직화와 이에 대한 반성을 촉

진하고자 하였다. 또한, 학생들의 탐구 과정에서 

시행에 따른 결과들을 조직화하고 이로부터 확

률을 도출할 수 있는 방안을 모색하게 하였으

며, 이 과정에서 학생들이 수형도와 유사한 여

러 비형식적인 표상들을 문제 상황과 자신의 수

학적 활동에 대한 모델로서 구축하여 탐구에 활

용할 것으로 판단하였다. 또한, 학생들이 구축한 

모델은 과제 1~과제 3에 이르는 각기 다른 유형

의 확률적인 문제 상황들을 의미화하면서 수정

될 것으로 예상하였다.

또한, 교사는 각 문제의 풀이 방법을 비교하

게 하여 각 수학적 절차들이 언제 적용 가능한

지의 여부를 분명히 파악하도록 하고자 하였다.

또한, 결과의 수를 세어서 이들 사이의 비율을 

도출하여 확률을 구하는 접근에 비하여 확률의 

덧셈정리와 곱셈정리를  좀 더 상위의 접근 방

식으로 다룸으로서 학생들에게 이미 익숙한 접

근방식 뿐만 아니라, 확률의 덧셈정리와 곱셈정

리를 활발히 활용함으로서 익숙해지게 하고자 

하였다. 이와 더불어, 교사는 이상의 두 가지 접

근 방법의 관련성을 파악하는 것이 중요하다는 

점을 학생들이 의식하고자 하는 데 초점을 두었

으며, 학생들 사이의 의사소통이 활발하게 이루

어지는 분위기를 조성하고자 하였다.
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Ⅳ. 연구 결과

연구 결과, 학생들의 탐구 활동이 수형도로 

조직화되는 장면이 확인되었다. 또한, 학생들은 

수형도를 문제 상황과 자신들의 조직화 활동에 

대한 모델로서 활용하면서, 시행에 따른 전체 

결과의 수를 체계적으로 세는 활동에서 출발하

여, 확률들 간의 연산을 수행하는 과정에 대한 

탐구에 참여할 수 있었다. 특히, 확률의 덧셈정

리와 곱셈정리를 처음으로 함께 활용하게 한 과

제 1과, 담론적 갈등을 촉발할 수 있을 것으로 

기대하였던 과제 4에서 학생들이 모델을 활용하

여 확률의 덧셈정리와 곱셈정리의 적용 방안 탐

색과 관련된 메타수준 학습에 참여하는 과정이 

확인되었다. 구체적으로, 과제 1에 대한 탐구 과

정에서는 학생들이 문제 상황과 체계적인 세기

의 조직화로부터 모델을 구축하는 과정과, 모델

을 활용하여 학생들 사이의 의사소통이 활성화

되는 장면이, 과제 4에 대한 탐구 과정에서는 

학생들이 구축한 모델이 의미화 하는 활동의 수

준이 상승하는 장면이 확인되었다. 이에 이 장

에서는 학생들이 모델링 활동을 통하여 메타수

준 학습을 시도하는 과정을 (1) 모델을 구축하는 

장면 (과제 1), (2) 모델을 통하여 덧셈정리가 언

제, 어떻게 적용 가능한지에 대하여 의사소통하

는 장면 (과제 1), (3) 모델이 확률의 덧셈정리와 

곱셈정리에 대한 모델로 발달하는 장면(과제 4)

의 순으로 제시한다.

1. 에피소드 1 : 모델의 구축

학생들은 과제 1을 해결하기 위하여 두 가지 

전략으로 접근하였다. 첫 번째 전략은 시행에 

따른 모든 결과들을 체계적으로 나열하고, 모든 

결과의 수와 두 항아리에서 같은 색의 공이 나

올 결과의 수 사이의 비를 구하여 확률을 도출

하는 것이었다. 두 번째 전략은 확률의 덧셈정

리와 곱셈정리를 활용하여 확률을 구한 것이었

다. 본 연구에서는 첫 번째 전략은 학생들의 조

합적 추론과 밀접하게 관련되어 있다는 점에서

(English, 2005) 조합적 전략으로, 두 번째 전략

은 확률에 연산을 수행하였다는 점에서 확률적

인 전략으로 부르도록 한다. 이 장에서는 과제 

1을 조합적 전략을 활용하여 해결한 학생들의 

탐구 과정을 분석하는 데 초점을 둔다. 본 연구

에서는 학생들이 자신들의 탐구 과정을 조직화

하여 각자 나름의 모델을 구축할 수 있을 것으

로 고려하였으며, 이를 통하여 학생들의 탐구가 

더욱 촉진될 수 있을 것으로 예상하였다. 과제 

1에 대한 탐구 과정에서는 학생들의 탐구가 조

직화되는 과정이 확인되었으며, 이 과정에서 구

축된 모델이 학생들의 확률 탐구를 어떻게 지원

할 수 있는지가 부분적으로 확인되었다. 이에 

이 장에서는 학생들의 탐구 과정에서 문제 상황

과 체계적인 세기 활동에 대한 모델로서 수형도

가 구축되는 과정을 분석하고, 수형도가 과제 1

에 대한 탐구 과정에서 어떠한 역할을 하는지 

확인한다.

과제 1에 대한 해결 과정에서 각 학생들이 

활용한 전략은 다음의 <표 Ⅳ-1>과 같다.

조 학생 전략

1조

JH

조합적 전략
HJ

EA

2조

WJ

ES
확률적 전략

EL

<표 Ⅳ-1> 과제 1에 대한 학생들의 풀이 전략

확률적 전략을 활용한 학생들은 확률의 덧셈

정리와 곱셈정리만을 활용하여 과제 1을 적절히 

해결하였다. 이들의 탐구 과정에 대해서는 다음 
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절에서 상세하게 다룬다. 다른 한편으로, 조합적 

전략을 활용한 학생들의 탐구 과정에서는 문제 

상황과 체계적인 세기 활동에 대한 모델로서의 

수형도가 구축되는 장면이 포착되었다. 교사는 

학생들이 자신들의 탐구 과정을 조직화하도록,

학생들로 하여금 각자의 풀이 과정을 상세하게 

작성하고, 정당화하며, 탐구 과정을 서로 의사소

통하도록 하였다(<표 Ⅳ-2>).

위의 <표 Ⅳ-2>는 학생들의 풀이과정 조직화

와, 문제 상황과 학생들의 탐구 과정에 대한 모델

수립을 촉진하기 위하여 교사가 학생들의 탐구 

과정에 개입한 부분들 가운데 일부를 제시한 것

이다. 교사는 학생들로 하여금 풀이를 상세하게 

작성하고, 서로 의사소통하게 하며, 풀이를 정당

화 하도록 함으로서 학생들이 자신의 탐구 활동

을 조직화하는 과정을 지원하였음이 확인된다.

이러한 교사의 적극적인 개입 과정에서 조합

적 전략을 활용한 학생들의 풀이가 조직화 되는 

장면이 확인되었다. 이들은 항아리를 나타내는 

다이어그램을 그리고, 이에 포함되어 있는 공을 

문자로 라벨링한 후에 모든 결과들을 체계적으

로 나열하였다([그림 Ⅳ-1], [그림 Ⅳ-2]). 학생들

은 시행에 따른 결과들을 나열하는 과정에서 반

복되는 항과 패턴을 확인하고 전체 결과들을 범

주화하였으며, 이 과정에서 학생들이 시행에 따

른 결과들을 세는 활동이 조직화되는 장면이 확

인되었다([그림 Ⅳ-1], [그림 Ⅳ-2]).

[그림 Ⅳ-1] WJ의 풀이

번호 화자 전사

17 교사 각자 풀이가 어떤지, 여기 적기도 했지만 친구한테 설명을 해주는 거야, 알았죠?

50 교사
나와서 발표 하는 건 쓰는 것뿐만 아니라 왜 그렇게 계산하는지도 설명해야 하니까 알았

지? 그런 설명까지도 다 준비 하는 거야~

52 교사 셋이 서로 이야기 끝났어?

54 교사 그러면 셋이 조금씩 다른가?

56 교사 [서로의 풀이가] 똑같은 건 왜 어떤 부분이 같은 거 같아?

58 교사 어떻게? 설명 좀 해줄래? 어디까진 똑같아?

75 교사
음~그 예시에서 밑에 좀 적어줄래? 그 20가지가 어떻다, 방금 선생님한테 설명한 것 있잖

아, 그럼 다 비슷한 건가?

91 교사
음…그러면 지금 이게 항아리에서 공을 뽑는 거잖아, 자세히 설명해볼래? 이 그림이 그걸 

어떻게 설명하는지

<표 Ⅳ-2> 학생들의 탐구 조직화를 위한 교사의 개입
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[그림 Ⅳ-2] EA의 풀이

[그림 Ⅳ-1]에서는 WJ가 모든 결과를 나열하

는 과정에서 반복되는 항들이 ‘〃’ 기호를 통하

여 대체되면서, 세기 활동이 조직화되는 과정이 

확인되었다. WJ는 (A항아리에서 꺼낸 공, B항아

리에서 꺼낸 공)으로 순서쌍을 나열하였으며, 첫 

여섯 개의 결과를 나열하면서 패턴을 확인하여,

일곱 번째부터는 중복되는 항을 ‘〃’기호로 대

체하였다. 이를 통하여, WJ는 일어날 수 있는 

모든 결과의 수가 20이며, 이들 가운데 두 항아

리에서 꺼낸 공의 색이 같은 결과의 수는 9임을 

확인하고 


라는 확률을 도출하였다.

위 문제를 해결하는 과정에서, 결과를 세는 

과정을 표상하는 방식과, 조직화 한 정도는 학

생에 따라 달랐다. 예를 들어, EA의 세기 과정

과 이에 대한 표상은 WJ에 비하여 더 조직화되

어 있음이 확인된다([그림 Ⅳ-1], [그림 Ⅳ-2]).

WJ는 모든 공의 번호와 공의 색을 함께 작성한 

반면([그림 Ⅳ-1]), EA는 공의 번호만을 작성하

였다([그림 Ⅳ-2]). 또한, WJ는 모든 결과들을 나

열하였고, 이들 가운데 중복되는 항들을 ‘〃’기

호로 대체한 반면, EA는 시행에 따른 모든 결과

들을 A항아리에서 꺼낸 공에 따라 크게 5가지 

경우로 범주화하고, 각 범주별로 B항아리에서 

나올 수 있는 결과를 제시하였다. 즉, EA는 WJ

가 ‘〃’기호로 대체한 반복되는 항들을 세는 과

정을 압축하여(condensed), 범주화하고, 각 범주

별로 결과들을 수형도로 표현하였다. 이러한 점

에서 EA의 수형도는 WJ의 수형도에 비하여 더

욱 압축되고 조직화되었으며 탈맥락화 되었다.

확률 탐구에서 모델과 문제 상황의 맥락 사이의 

관련성이 갖는 의미와 역할에 대해서는 세 번째 

절에서 자세히 논의한다.

WJ와 EA의 세기 활동이 표상되는 방식과 조

직화 된 정도에는 각기 차이가 있었으나, 조합

적 전략을 활용한 WJ와 EA가 구축한 수형도는 

확률 문제 해결에서 공통적으로 두 가지 역할을 

수행하였다. 첫째, 수형도는 학생들의 표본공간 

구축을 지원하였다(English, 2005). 구체적으로,

수형도는 학생들이 시행에 따른 모든 결과를 체

계적으로 나열하고, 범주화하는 과정을 지원함

으로서(See, Tarlow, 2010) 표본공간의 구축을 지

원하였다. 둘째, 수형도는 학생들이 시행에 따른 

모든 결과의 수와 더불어 결과가 무엇인지를 함

께 파악하는 과정을 지원하였다. 즉, 학생들은 

수형도에 작성된 결과들을 문제 상황에 비추어 

해석함으로서, 각 순서쌍이 문제에서 무엇을 의

미하는지를 파악하고, 이를 토대로 각 경우에 

해당하는 결과의 수를 파악하였다. 예를 들어,

WJ는 전체 결과의 수를 파악하기 위하여 작성

한 수형도에서 각 순서쌍을 문제의 상황에 비추

어 해석하고, 두 공의 색이 같은 결과들만을 별

도로 표시하여 그 결과의 수를 구하였다([그림 

Ⅳ-1]). EA역시 풀이의 오른쪽 위에 작성된 수형

도에서, 각 순서쌍들 가운데 두 숫자가 모두 같

은 색의 공을 의미하는 순서쌍들만을 확인하고 

이들의 개수를 구하여 확률을 도출하였다([그림 

Ⅳ-2]).

요약하면, 이 절에서는 조합적인 전략을 활용

한 학생들의 탐구 과정에서 문제 상황과 학생들

의 세기 활동에 대한 모델로서의 수형도가 구축

되는 장면이 확인되었다. 문제 상황과 학생들의 
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활동에 대한 모델인 수형도는 학생들의 세기 활

동을 압축된 형태로 의미화하고 있음이 확인되

었으며, 학생들은 자신들이 구축한 모델을 문제 

상황에 비추어 해석함으로서, 전체 결과들 가운

데 두 공의 색이 같은 결과들을 확인하고 확률

을 도출하였음이 확인되었다. 다음 절에서는 1

번 과제에서 확률적인 전략을 활용한 학생들의 

탐구를 확인한다. 특히, 조합적 전략을 활용한 

학생들에 의해 제기된 모델이 학생들의 의사소

통을 지원하고, 확률의 덧셈정리가 적용되는 방

식에 대한 탐구를 지원하는 장면을 확인한다.

2. 에피소드 2 : 모델을 통한 의사소통

이 장에서는 과제 1에서 확률적 전략을 활용

한 학생들의 탐구과정과 더불어 두 조의 학생들

이 모델을 활용하여 의사소통하는 과정을 확인

한다. 특히, 이 과정에서 학생들이 수형도를 활

용하여 각기 다른 두 전략의 관련성을 파악하

고, 확률의 덧셈정리가 성립하는 근거를 확인하

는 장면에 초점을 둔다.

2조의 EL과 ES는 확률적 전략을 활용하여 1

번 과제를 다음과 같이 해결하였다([그림 Ⅳ-3]).

[그림 Ⅳ-3] EL의 풀이

[그림 Ⅳ-3]에 드러난 바와 같이, EL은 두 공

이 모두 흰 색일 확률과 모두 검은 색일 확률을 

각각 확률의 곱셈정리를 활용하여 구한 후, 확

률의 덧셈정리를 적용하여 이들을 더하였다. 그

러나 EL과 ES는 풀이 과정에서 확률의 덧셈정

리를 적용한 과정에 의문을 제기하였다(<표 Ⅳ

-3>).

이상의 조별 탐구에 이어서 교사는 전체 토론

을 진행하였다. 교사는 조합적 전략을 적용한 

학생들의 풀이가 확률의 덧셈정리 적용 과정에 

대해 2조 학생들이 제기한 의문을 해소하는 데 

단서를 제공할 수 있을 것으로 기대하고, 우선 

조합적 전략을 적용한 학생들부터 풀이를 발표

번호 학생 전사

25 EL 이거 더하는 게 맞아?

26 ES 뭐가?

27 ES 몰라, 이렇게 해야 하는 거 아니야? 곱하고 더하고?

28 EL 응 나도 그렇게 했어

29 ES 그치?

30 EL 응  

31 EL 근데 왜 더해??

32 ES 답은 다 같아(조합적 전략의 풀이와 확률적 전략의 풀이가)

33 WJ 그거 맞는 거지 왜?

34 EL (속삭인다)왜 더해~?

35 ES 그건….

36 EL 상세하게 적어야 해

37 ES 딱히…난 몰라 이거 왜 그런지

<표 Ⅳ-5> 확률의 덧셈정리 적용 과정에 대한 논의
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하도록 하였다. 또한, 확률적 전략에서 활용된 

확률의 덧셈정리와 곱셈정리가 상위 수준의 절

차임을 강조하고, 다른 학생들이 이를 활용하는 

활동에 의례적으로(ritualized) 참여하는 것을 촉

구하기 위하여 연구 참여자 가운데 가장 수학적 

역량이 뛰어난 EL로 하여금 확률적 전략을 적

용한 탐구 결과를 발표하게 하였다.

우선, JH와 HJ가 조합적 전략을 활용한 풀이

를 발표하였으며, 이들은 자신들이 구축한 수형

도를 활용하여 풀이를 설명하고 정당화하였다

([그림 Ⅳ-4]).

[그림 Ⅳ-4] HJ의 풀이

흥미로운 점은 이상의 조합적 전략에 대한 ES

와 EL의 반응이다. EL은 자신의 풀이과정을 HJ

의 풀이 왼편에 작성하며 풀이를 제시하였는데,

이 과정에서 두 전략 사이의 관련성이 논의되면

서 덧셈정리의 적용 과정에 대한 정당화가 시도

되었다([그림 Ⅳ-5]).

[그림 Ⅳ-5] EL의 풀이(①, ②번 사각형 내부)

EL은 1조의 HJ의 풀이([그림 Ⅳ-4])에 자신의 

풀이를 추가하였다([그림 Ⅳ-5], ①, ②번 사각형 

내부). EL은 HJ의 풀이 가운데, 각 항아리에서 

꺼낸 공의 색이 모두 흰 색인 결과의 수(3)와 모

두 검은 색인 결과의 수(6)를 더하는 단계를 주

목하였다([그림 Ⅳ-5], 3+6, ③번 타원 내부). 이

어서 EL은 HJ의 풀이 과정으로부터 확률적 전

략이 조합적인 전략에 비추어 결국 더하고 나누

는 순서의 차이가 있을 뿐이라는 점을 도출하고 

다음과 같이 설명한다(<표 Ⅳ-4>, [그림 Ⅳ-6]).

번호 학생 전사

210 EL

그러니까 그게 헷갈려서 이렇게 생각해봤어요, 경우의 수로, 그런데 경우의 수 이거이거 

따로 따지고 이거이거 따로 따졌을 때 이게 나와서 , 그냥, 이걸 먼저 더하고([그림 Ⅳ-6],

(첫 번째 그림의 타원)) 이렇게 하나 ([그림 Ⅳ-6], 두 번째 그림의 타원 전체경우-20으로 

나눔), 20분의 3해서 둘이  따로 구해서(3/20, 6/20)더한 값이 똑같아서…([그림 Ⅳ-6], 마지

막 그림의 타원)

여기서 경우의 수 구했을 때, 1에서 몇 가지 하고, 2에서 몇 가지 해서 더했잖아요, 근데 

여기서 똑같이 하면 따로 구해보면 이게 똑같이 나와요  경우가 세 개 해서 6 더해서 그

거처럼 따로 (확률을) 구해서 20분의 9를 하나, 확률을 구해서 똑같이 더해도 똑같아요.

<표 Ⅳ-4> EL의 발표 내용
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[그림 Ⅳ-6] 확률의 덧셈정리에 대한 정당화와 

함께 확인된 EL의 제스쳐

<표 Ⅳ-4>와 [그림 Ⅳ-6]에서, 모든 결과들을 

체계적으로 세기는 활동을 조직화한 HJ의 수형

도가 EL의 탐구 과정에서는 확률의 덧셈정리가 

성립하는 근거를 모색하는 과정을 지원하였음이 

확인된다. 즉, EL은 자신의 풀이에 포함된 


과 


이라는 확률이, 두 공의 색이 같은 결과

들을 서로소인 두 경우(두 공이 모두 흰 경우,

두 공이 모두 검은 경우)로 분할하여 각기 구한 

확률임을 HJ의 수형도를 통하여 확인할 수 있었

으며([그림 Ⅳ-5], ③번 타원 내부), 이를 활용하

여 <표 Ⅳ-4>와 같은 정당화를 시도하였다. 다

시 말해서, EL은 HJ의 수형도를 통하여 세기 활

동의 압축을 통한 결과의 조직화 및 범주화 과

정과, 자신의 확률적 전략의 적용 과정을 함께 

관련지음으로서, 확률의 덧셈정리에 대한 정당

화를 시도였음이 확인된다.

그렇지만 연구진은 [그림 Ⅳ-5]의 수형도가 확

률의 연산에 대한 모델로 발달하였다고 보기는 

어렵다고 판단하였다. 이는 EL이 위와 같이 덧

셈정리의 적용 과정을 비형식적으로 정당화 하

였지만 확률 자체를 연산의 대상으로 보는 탐구

에 참여하였다고 보기는 어려웠기 때문이다(<표 

Ⅳ-4>). 구체적으로, 위의 <표 Ⅳ-4>와 [그림 Ⅳ

-6]에서 이루어지는 EL의 정당화는 확률의 덧셈

정리가 두 배반사건 가운데 적어도 하나가 일어

날 확률을 구할 때 적용 가능하다는 점에 초점

이 맞춰지기 보다는, 조합적 증명(combinatorial

proof)의 형태를 보이고 있다. 이러한 점에서 [그

림 Ⅳ-5]의 수형도가 확률간의 연산에 대한 모델

로 발달하였다고 해석하기는 어렵다.

또한, 위와 같은 두 학생의 풀이로부터([그림 

Ⅳ-4], [그림 Ⅳ-5]), 동일하게 표상된 모델이더라

도, 이를 인식하는 주체의 추론 과정에 따라 모

델이 다른 방식으로 해석되고 기능할 수 있었다

는 점이 확인된다. 즉, [그림 Ⅳ-4]에 제시된 모

델은 HJ에게는 주로 조합적 전략의 모델로 기능

하였으나, EL에게는 주로 확률적 전략의 모델로 

기능하였다. 조합적 전략을 적용한 학생들은 수

형도의 각 잎(leaf)에 주목하고 이를 시행에 따른 

결과들로 해석하였지만, 확률적인 전략으로 접

근한 학생들은 몇 개의 결과(잎)를 범주화한 경

우(수형도의 가지)에 주목하고, 수형도로부터 확

인되는 각 경우의 확률에 초점을 두었다.

요약하면, 문제 상황과 체계적 세기 활동을 

압축적으로 의미화 하는 모델인 HJ의 수형도는 

HJ가 자신의 풀이를 다른 학생들과 공유하는 과

정을 지원하고, EL이 두 전략 사이의 관계를 파

악하는 과정을 지원하였다. HJ의 수형도에서는 

전체 결과를 각 항아리에서 도출된 공의 색에 

따라 4가지 경우(검은 공/흰 공, 검은 공/검은 

공, 흰 공/검은 공, 흰 공/흰 공)로 재범주화 하

는 과정과, 이들 각 경우가 서로 배반임이 분명

하게 확인되는 바, EL이 확률의 덧셈정리가 성

립하는 배경을 탐색하는 과정을 지원하였다.

또한, 이상의 과정을 통하여 본 연구에서 상

대적으로 상위 수준의 조작으로 고려된 확률의 

덧셈정리와 곱셈정리의 적용 과정을 수형도를 

통하여 조합적 전략의 적용 과정에 비추어 탐구

하는 것이 가능하다는 점이 부분적으로 확인되

었다. 이러한 탐구 과정에서 선행 연구들이 논



- 430 -

의해온 바와 같이 수형도가 표본공간의 생성 과

정과 체계적인 세기 활동을 의미화 할 뿐만 아

니라(English, 2005), 확률의 덧셈정리의 적용 과

정 또한 부분적으로 의미화 할 수 있음이 확인

되었다.

본 연구에서 이루어진 수업의 목표는 복합사

건의 확률 문제를 해결하는 과정에서 확률의 덧

셈정리와 곱셈정리를 언제, 어떻게 적용할 것인

지에 대하여 탐구하는 것인 바, 교사는 이어지

는 과제 2와 과제 3에서 상위 수준의 접근 방식

인 확률의 덧셈정리와 곱셈정리의 활용을 학생

들에게 권장하였다. 그럼에도 불구하고, 1조의 

학생들은 과제 2와 과제 3에서 위의 확률적 전

략을 적극적으로 활용하지는 않았다. 과제 2와 

과제 3의 탐구 과정에서는 조합적 전략을 활용

해서도 충분히 올바른 해답을 도출할 수 있었던 

바, 1조의 학생들은 자신들이 익숙하지 않은 상

위 수준 전략을 적극적으로 활용하기보다는 주

로 조합적 전략을 취하였다. Sfard(2007, 2008)와 

Nachliele & Tabach(2012)은 이처럼 수학적 탐구

의 메타수준으로의 이행은 쉽게 이루어지지 않

는다는 점을 지적한 바 있다. 오히려, 두 가지 

접근 방식이 상충되는 결과를 도출하게 되는 과

제 4에서 1조 학생들의 탐구 과정에서도 확률의 

덧셈정리와 곱셈정리를 적극적으로 활용하는 장

면이 확인되었다. 다음 에피소드에서는 학생들

이 구축한 모델이 확률적 전략의 모델로 본격적

으로 해석되면서 수형도가 의미화 하는 수학적 

탐구의 수준이 상승하는 장면이 확인된다.

3. 에피소드 3 : 모델의 기능 변화 및 수준

상승

이 에피소드에서는 과제 4에 대한 탐구 과정

에서 수형도가 확률들 사이의 연산에 대한 모델

로 발달하는 장면에 초점을 둔다. 또한, 학생들

이 이를 활용하여 확률의 덧셈정리와 곱셈정리

에 대한 탐구에 본격적으로 참여하는 장면을 확

인한다. 과제 4에 대한 탐구 과정에서 두 조의 

학생들이 구축한 모델이 의미화하는 활동의 수

준 상승이 확인되었으나, 모델이 의미화하는 활

동의 수준이 상승하게 된 배경은 각 조별로 달

번호 학생 전사

544 JH
일단 5분의 3, 2분의 1, 아까 이거랑 똑같은데요? 그러면, 이것도 4분의 1이고, 이거 뒤 

나오려면 2분의 1있어야 하니까 곱했더니 이게 나왔어요, 더해야겠죠? 80분의 34, 똑같네.

545 JH 아닌 거 같아~

546 JH 40분의 17

547 JH 뭔가 이상한데,

548 교사 답이 똑같은 거에요?

549 JH 뭐지 이거?

550 교사 뭐가 찜찜한 거에요?

551 JH
동전에 항아리까지 나왔는데 달랑 9개 밖에 없잖아요, 그래서 그냥 이렇게 할 수 밖

에 없었어요.

552 JH 동전까지 나오니까 한 스물 몇 개는 더 있을 줄 알았죠,

...

648 JH
[조합적 전략으로 풀어서] 확률이 9분의 4라고 하면 걍 얘네 둘이 같이 있는 경우 아

니에요? 같은 공간, 항아리가 있으면 다 같이 있는게 9분의 4고, 얘는 갈라지니까…

649 EA 9분의 4는 한 항아리에 9개가 있을 때, 거기서 흰색 공이 4개가 있으니까 

<표 Ⅳ-5> 과제 4의 풀이 과정에 대한 1조 학생들의 논의
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랐다. 우선, 1조에서 이루어진 탐구 과정을 확인

한다.

조합적 전략을 사용해오던 1조의 학생들은 과

제 4에서 확률적 전략으로 접근 방식을 수정하

였다. 1조 학생들이 전략을 수정한 이유와 수정

된 풀이과정은 다음의 <표 Ⅳ-5>에서 확인된다.

위의 <표 Ⅳ-5>의 551번째 전사에서 확인되는 

바와 같이, JH는 문제 상황에 비추어 시행에 따

른 결과가 9개에 불과하다는 사실로 인하여, 접

근 방식을 바꾸었다. 특히, 이 과정에서 학생들

이 조합적 전략을 통하여 도출되는 확률인 


와 대응되는 문제 상황을 재구성하는 과정이 확

인되었다(<표 Ⅳ-5>, 648, 649). 즉, 학생들은 


를 자신들이 지금까지 다룬 항아리와 공 상황에 

비추어 해석한 결과, 과제 4의 문제 상황과 전

혀 다르므로 

가 잘못된 답이라고 추론하였다

(<표 Ⅳ-5>, 648, 649).

이에 1조 학생들은 확률적 전략으로 접근을 

바꾸어서 과제 4를 해결하였다. 다음의 [그림 Ⅳ

-7]은 과제 4를 확률적 전략으로 해결하는 과정

에서 JH가 초기에 구축한 수형도이다.

[그림 Ⅳ-7] JH의 풀이 (좌우는 같은 그림)

JH는 세기 활동에 대한 모델로서 구축한 수형

도를 확률적 전략과 연결 지었다([그림 Ⅳ-7]).

JH는 확률적 전략이 단순 사건들의 확률들을 각

기 구하여 곱하거나 더하는 전략임을 파악하고 

있었던 바, 수형도에서 각 단계의 단순 사건의 

확률을 도출하였다([그림 Ⅳ-7], 왼쪽 그림의 사

각형 내부). 우선, JH는 수형도에서 시행의 첫 

단계인 동전을 던지는 시행에서, 동전의 앞과 

뒤가 나올 확률이 각각 

임을 확인하였다([그

림 Ⅳ-7], 왼쪽 그림, 첫 번째 사각형 내부). 이

어서, JH는 수형도에서 시행의 두 번째 단계인 

항아리에서 공을 꺼내는 시행에 주목하여, 각 

항아리에서 흰 공이 나올 확률을 도출하였다.

구체적으로, JH는 A항아리에서 일어날 수 있는 

5가지 결과들 가운데 흰 공이 나오는 3가지 결

과들(a, b, c)을 둥글게 묶어서 범주화하고, 전체 

결과의 수에 대한 이들의 개수의 비율을 구하여 




이라는 확률을 도출하였다([그림 Ⅳ-7], 왼쪽 

그림, 두 번째 사각형 내부). 유사한 방식으로,

B항아리에서 흰 공이 나올 확률은 

임을 확인

하였다.

이러한 [그림 Ⅳ-7]의 왼쪽 그림에 드러난 모

델 구축 과정에서 주목할 부분은 크게 두 가지

이다. 첫째는 수형도에서 시행에 따른 모든 결

과들과 이를 세는 활동이 첫 번째 시행의 결과

를 기준으로 압축된 형태로 의미화 되고 있었으

며, 이는 위와 같은 JH의 각 단계별 확률 도출

을 지원하였다는 점이다. 즉, [그림 Ⅳ-7]의 왼쪽 

그림에서는 시행에 따른 결과들이 첫 번째 시행

의 결과를 기준으로 압축된 형태로 의미화 되었

던 바, 결과들이 {(앞, a), (앞, b), (앞, c), (앞,

d), (앞, e), (뒤, ㄱ), (뒤, ㄴ), (뒤, ㄷ), (뒤, ㄹ)}

과 같이 모두 나열되어 있는 상태에 비하여, 각 

단계별 확률에 주목하여 동전을 던지는 시행에 

따른 확률 도출이 용이하다. 이처럼 모든 결과

들이 나열되어 있는 상태에서는 위 [그림 Ⅳ-7]

과 같이 A항아리에서 꺼낸 공의 결과들과 B항

아리에서 꺼낸 공의 결과들이 서로 다른 범주임
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이 분명하게 드러나지 않는 바, 두 번째 시행에

서 각 항아리별로 흰 공이 나올 확률을 도출하

는 활동 또한 함께 이루어지기 어렵다. 그렇지

만 JH의 수형도에서는 전체 결과들이 동전의 앞

면이 나올 때 일어날 수 있는 결과들과 뒷면이 

나올 때 일어날 수 있는 결과들로, 크게 두 범

주로 압축되어 조직화되어 있었던 바 각 단계별 

확률 도출이 용이하였다.

둘째는 첫 번째 절에서 확인한 바와 같이 수

형도가 문제 상황에 대한 모델로서도 기능하고 

있었다는 점이다. JH는 수형도에서 항아리에서 

공을 꺼내는 시행의 각 결과들을 문제 상황에 

비추어 해석하면서 두 번째 시행에서 각 항아리

에서 흰 공이 나올 확률을 도출할 수 있었다.

예를 들어, [그림 Ⅳ-7]의 왼쪽 그림의 두 번째 

사각형에서 JH는 동전의 앞면이 나왔을 때 일어

날 수 있는 다섯 가지 결과들(a, b, c, d, e)을 문

제 상황에 비추어 해석하여 이 가운데 흰 공인 

결과들(a, b, c)을 둥글게 묶어서 범주화하여 A

항아리에서 꺼낼 수 있는 공의 개수 5와 흰 공

의 수 3 사이의 비를 구하여 

이라는 확률을 

도출하였다. 이러한 점에서 수형도의 오른쪽에 

작성된 확률인 

과 

은 수형도에 작성된 결

과들인 (a, b, c, d, e)와 (ㄱ, ㄴ, ㄷ, ㄹ)을 문제 

상황에 비추어 재해석하여, 이들을 다시 (a, b,

c)와 (d, e), (ㄱ)과 (ㄴ, ㄷ, ㄹ)로 재범주화 함으

로서 도출된 결과의 수 사이의 비율을 구하는 

과정이 압축된 결과임이 확인된다. 이처럼, [그

림 Ⅳ-7]의 왼쪽 그림에서 JH가 산출한 확률들

(


, 


, 


)은 수형도를 활용한 탐구 과정을 

압축한 값들인 바, 수형도와 함께 작성된 확률

들 역시 학생들이 구축한 모델의 일부로 해석하

는 것이 타당하다고 판단된다. 이러한 과정을 

통하여 학생들이 구축한 모델은 각 단계별 확률 

도출 과정을 압축된 형태로 의미화하고 있음이 

확인된다.

이어서 [그림 Ⅳ-7]의 오른쪽 그림의 사각형 

내부에 표시된 바와 같이, JH는 A항아리에서 흰 

공이 나오는 결과들을 동전의 앞면이 나오는 결

과와 둥글게 묶어서 범주화하고(‘앞’과 a, b, c),

B항아리에서 흰 공이 나오는 결과들을 동전의 

뒷면이 나오는 결과와 둥글게 묶어서 범주화하

였다(‘뒤’와 ㄱ). 이를 통하여, JH가 과제 4에서 

이루어지는 두 단계의 시행에 따른 모든 결과들

을 수형도에서 4가지 경우(앞면/A항아리의 흰 

공, 앞면/A항아리의 검은 공, 뒷면/B항아리의 흰 

공, 뒷면/B항아리의 검은 공)로 재범주화 하였음

이 확인된다. 이러한 재범주화는 수형도에 작성

된 결과들을 과제 4의 두 단계의 시행이라는 맥

락에 비추어 재해석한 결과이다. 이러한 재범주

화로부터, JH의 수형도는 확률들 사이의 관계를 

의미화하게 된 바, 확률들 간의 연산에 대한 모

델로 발달할 잠재력을 가지게 되었다. 즉, 앞서 

각 단계별 확률 도출 과정에서 위의 4가지 각 

경우들을 이루는 요소들(예. 동전을 던져서 앞면

이 나올 확률, A항아리에서 흰 공이 나올 확률 

등)에 대한 확률이 이미 도출되었던 바, 이러한 

전체 결과의 4가지 경우로의 범주화는 각 단순 

사건의 확률들 사이의 관계로 전이될 수 있는 

잠재력을 가지게 되었다.

지금까지의 분석을 통하여, [그림 Ⅳ-7]의 수

형도는 압축된 세기 활동에 대한 모델임과 동시

에, 각 단계별 단순 사건들의 확률 도출 과정에 

대한 모델이며, 나아가 각 단순 사건들의 확률 

사이의 관계에 대한 모델로 발달하고 있음이 확

인된다. 즉, 첫 번째 절의 [그림 Ⅳ-1]과 [그림 

Ⅳ-2]에서 구축된 수형도는 조직화된 세기 활동

에 대한 모델이었던 반면에, [그림 Ⅳ-7]의 수형

도는 단순 사건의 확률 도출 과정과 확률들 사

이의 관계를 의미화 하는 모델이므로 이전의 수
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형도에 비하여 메타 수준의 활동을 의미화하고 

있음을 확인할 수 있다.

이어서 JH는 이러한 단순 사건들로부터 도출

된 확률들 사이에 연산을 수행함으로서 전체 확

률을 도출하였다([그림 Ⅳ-8]). HJ와 EA 역시 JH

와 유사한 방식으로 과제 4에 대한 확률을 도출

하였으며, 이들 가운데 EA의 풀이는 다음의 [그

림 Ⅳ-9]와 같다.

[그림 Ⅳ-8] JH가 [그림 Ⅳ-7]을 수정한 풀이 

[그림 Ⅳ-9] EA의 풀이

[그림 Ⅳ-8]의 수형도에서 JH는 [그림 Ⅳ-7]에

서 도출한 단순 사건들의 확률들을 곱하거나 더

하고 있음이 확인된다(참고, <표 Ⅳ-4>, 544). 즉,

JH는 [그림 Ⅳ-7]의 수형도에서 도출한 단순 사

건의 확률들 사이에 연산(덧셈정리와 곱셈정리)

을 수행하였다. 이러한 연산의 방법은 [그림 Ⅳ

-7]의 수형도에서 모든 결과에 대한 재범주화 과

정을 통하여 간접적으로 도출되었다([그림 Ⅳ-7],

사각형 내부). 예를 들어, A 항아리에서 흰 공이 

나오려면, 우선 동전이 앞면이 나온 후에 흰 공

을 A에서 꺼내야 한다. 그러므로 

의 확률로 

앞 면이 나왔을 때, 가능한 5가지의 결과들 가

운데 3가지가 A 항아리에서 흰 공이 나오는 결

과들에 해당하므로 

과 

를 곱하여 그 확률

을 구한 것이다([그림 Ⅳ-8]). 마찬가지로, B 항

아리에서 흰 공이 나올 확률 역시 

에 

를 

곱하여 구하였다. 그리고 두 경우는 각기 다른 

범주로서 배반사건인 바, 이들의 확률 더하여 

최종적인 답을 도출하였다(에피소드 1). 이러한 

점에서 위 [그림 Ⅳ-8]의 수형도는 확률들 간의 

연산에 대한 모델이다. 즉, [그림 Ⅳ-8]의 수형도

에서 이루어지는 탐구에서는 단순 사건에 대한 

조직화의 결과로부터 도출된 확률이 다시 조작

의 대상이 되었다. 이러한 점에서 [그림 Ⅳ-8]의 

수형도는 [그림 Ⅳ-7]의 수형도에 비하여 메타 

수준의 활동을 의미화하고 있음이 확인된다. 또

한, HJ와 EA 역시 지금까지 확인한 JH와 같은 

수준의 유사한 탐구를 통하여 [그림 Ⅳ-9]와 같

은 풀이를 작성하였다.

2조에서는 EL과 ES는 확률적인 전략을 활용

하여 해법을 도출하였으나, WJ는 여전히 조합적 

전략을 고수했던 바, 이로 인하여 두 가지 답이 

제기되었다. 이러한 상반된 결과에 대한 논쟁 

과정에서 2조 학생들의 탐구에서도 수형도가 확

률들 간의 연산에 대한 모델로 발달하였다([그

림 Ⅳ-10], [그림 Ⅳ-11]).



- 434 -

[그림 Ⅳ-10] WJ의 풀이

[그림 Ⅳ-11] EL의 풀이 

즉, 2조의 학생들은 두 가지 전략이 각기 다

른 해답을 도출한 부분에서 갈등에 직면하였고,

이에 조합적 전략의 적용 과정에서 구축된 수형

도를 확률적 전략으로 재해석하였다([그림 Ⅳ

-10], [그림 Ⅳ-11]). [그림 Ⅳ-10]에서 확인되는 

바와 같이, WJ는 초기에 조합적 전략을 시도하

여 

라는 확률을 도출하였으나, 같은 조 학생

들과 풀이를 비교한 후 잘못되었음을 파악하고 

이를 지웠음이 확인된다([그림 Ⅳ-10], 사각형 내

부). 이후, WJ는 1조 학생들과 유사하게 시행에 

따른 결과들을 범주화하고, 각 범주들이 일어날 

확률을 도출하여 이들 사이에 연산을 수행함으

로서 수형도를 확률적 전략으로 재해석하여 올

바른 확률을 도출하였다([그림 Ⅳ-10]). 또한, 오

른쪽의 [그림 Ⅳ-11]은 EL이 WJ의 조합적 전략

이 올바르지 않다는 점을 입증하기 위한 탐구 

과정에서 구축한 수형도이다. 즉, 조합적 전략이 

올바르게 적용되기 위해서는 시행에 따른 각 결

과가 일어날 정도가 같아야 하는 바, EL은 수형

도를 작성하여 이에 확률의 곱셈정리를 적용함

으로서 과제 4의 시행에 따른 9가지 결과들이 

일어날 정도가 같지 않다는 점을 확인한 것이다

([그림 Ⅳ-11]). 이러한 점에서 [그림 Ⅳ-11]에서 

EL 역시 조합적 전략의 모델이었던 수형도에 

확률적 전략을 부분적으로 적용하여 재해석하였

음이 확인된다. 조합적 전략의 적용을 위해서는 

시행에 따라 일어날 수 있는 정도가 같은 결과

들을 도출해야 한다는 점은 근본적으로 표본공

간의 등확률성과 관련된다. 그렇지만, 위의 9가

지 결과가 일어날 정도가 같지 않다는 점이 표

본공간의 등확률성과 관련된 논의로 이어지는 

과정은 쉽지 않았으며, 이러한 탐구 과정은 본 

연구에서 분석하고자 하는 모델링 활동을 통한 

메타수준 학습의 범위를 넘어서므로 이에 대한 

상세한 논의는 후속연구를 통해서 전개하고자 

한다.

요약하면, 과제 4에 대한 탐구 과정에서 학생

들이 구축한 모델이 이전 과제에 대한 탐구 과

정에서 구축한 모델에 비하여 상대적으로 메타 

수준의 수학적 활동을 의미화 하는 모델로 발달

하는 장면이 확인되었다. 첫 번째와 두 번째 절

에서 확인한 수형도는 학생들이 시행에 따른 결

과를 체계적으로 세는 과정을 의미화하고 있었

다. 다른 한편으로, [그림 Ⅳ-7]의 모델은 단순 

사건의 확률 도출 과정과 각 확률들 사이의 관

계를 의미화하고 있었으며, [그림 Ⅳ-8]에서는 

이로부터 도출된 확률들 사이의 연산을 의미화
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하고 있었다. 즉, [그림 Ⅳ-7]과 [그림 Ⅳ-8]은 각

기 이전의 수형도들에 비하여 상대적으로 메타 

수준의 수학적 활동을 의미화하고 있음이 확인

되었다.

특히, 학생들이 구축한 모델이 학생들의 활동

을 압축된 형태로 의미화 한다는 점이 상위 수

준의 조작의 수행에 핵심적인 역할을 한다는 점

이 확인되었다. 예를 들어, [그림 Ⅳ-7]에서 학생

들이 구축한 모델은 체계적인 세기 활동을 압축

된 형태로 의미화 하고 있었던 바, 각 단계별 

확률 도출을 가능하게 함이 확인되었다. 또한,

[그림 Ⅳ-8]에서 확인된 바와 같이, 학생들이 구

축한 모델은 각 단순 사건의 확률 도출 과정과 

확률을 모두 의미화 하고 있었던 바, 학생들은 

이를 전체 결과의 4가지 경우로의 재범주화 과

정과 연결 지음으로써 단순 사건의 확률들 사이

의 관계를 파악할 수 있게 되었다.

이와 함께, 학생들이 탐구 과정에서 구축한 

모델을 문제의 맥락에 비추어 재해석하면서, 모

델에서 초점을 두는 부분이 변화하고, 이 과정

에서 상위 수준의 조작이 이루어지는 장면이 확

인되었다([그림 Ⅳ-7]). 학생들은 시행에 따라 일

어나는 결과들을 각 단계별로 범주화하였다가

([그림 Ⅳ-7], 왼쪽 그림), 두 단계의 시행의 결과

에 따라 재범주화 하였다([그림 Ⅳ-7], 오른쪽 그

림). 또한, 수형도를 문제의 맥락에 비추어 해석

하는 과정에서 학생들은 수형도를 구성하는 각 

요소들 사이의 관계를 파악할 수 있었으며, 이

를 통하여, 학생들은 단순 사건의 확률을 도출

하고([그림 Ⅳ-7], 왼쪽 그림), 단순 사건의 확률

들 사이의 관계를 파악하였다([그림 Ⅳ-7], 오른

쪽 그림). 다시 말해서, 학생들은 자신들의 활동

을 압축적으로 조직화한 수형도를 문제의 맥락

에 비추어 재해석하면서, 압축된 행동들 사이의 

관계를 파악하고 이들 사이에 어떠한 연산을 수

행할 것인지를 모색하였다.

또한 이전의 과제 1~3에서 확률적인 전략의 

적용에 상대적으로 소극적이었던 1조의 학생들

이 이에 대한 집중적인 탐구에 참여하는 과정이 

확인되었다. 이러한 탐구는 1조 학생들이 이전 

과제의 문제 상황을 현 과제의 문제해결 과정에 

비추어 반성함으로서 촉발되었다. 학생들은 


라는 확률을 지금까지 다루어 온 항아리 문제 

맥락에 비추어 보았으며, 그 결과 과제 4의 문

제 상황과 큰 차이가 있음을 파악하였다. 이로

부터, 1조의 학생들은 자신들의 전략을 확률적

인 전략으로 전환하였다. 이에 비추어볼 때, 본 

연구에서 모델링의 문제 상황에 변이를 주면서 

탐구를 지속하게 한 점이 학생들로 하여금 항아

리 문제 상황을 확률에 대한 상황모델(situation

model) (Van den Heuvel-Panhuizen, 2003)로 고려

하게 하는 것을 촉진한 것으로 판단된다. 이에 

학생들은 확률에 대응되는 문제 상황을 재구성

하여 과제 4와 비교함으로서 자신들의 풀이가 

잘못되었다고 판단하였다(<표 Ⅳ-5>). 구체적으

로, <표 Ⅳ-5>에서 학생들은 조합적 전략을 통

하여 도출되는 확률인 

로부터 항아리에 흰 

공이 4개, 검은 공이 5개 들어있는 문제 상황을 

재구성하고, 이에 비추어 이 확률이 잘못되었을 

것이라는 추측을 제기하는 장면이 확인되었다

(<표 Ⅳ-5>, 648, 649).

다른 한편으로 2조 학생들의 탐구에서 수형도

가 의미화 하는 활동의 수준 상승은 지금까지 

동일한 결과를 산출하던 두 전략이 각기 다른 

확률을 도출하면서 촉발되었다. 특히, 이러한 두 

전략은 앞서 논의한 바와 같이 각기 다른 층위

의 담론에 자리하는 바, 이들 사이의 상충되는 

결과로 인하여 학생들이 겪은 문제적 상황은 

Sfard가 논의하였던 담론적 갈등으로 풀이될 수 

있다.

이러한 두 조의 학생들이 직면하게 된 문제적
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인 상황은 조합적인 전략의 주된 도구로 작동하

였던 수형도를 확률적인 전략으로 재해석하면서 

해소될 수 있었다([그림 Ⅳ-7]~[그림 Ⅳ-11]). 즉,

학생들이 구축한 모델이었던 수형도는 한편으로 

조합적 전략의 풀이 과정을, 다른 한편으로 확

률적 전략의 풀이 과정을 모두 의미화 할 수 있

었던 바, 수형도를 통한 조합적 전략의 확률적 

전략으로의 재조명은 문제적 상황을 해결하고,

학생들의 탐구 수준을 상위 수준으로 발달하도

록 하였다. 이러한 점에서 학생들이 수형도를 

통하여 조합적 전략을 확률적 전략을 통하여 재

해석하는 과정은 상위 수준의 담론에 자리한 활

동을 통하여 상대적으로 낮은 수준의 담론에 자

리한 활동을 재해석함으로써, 낮은 수준의 담론

에 자리한 활동만으로는 해결하기 어려웠던 문

제적 상황에 대한 탐구를 지원할 수 있었던 것

으로 풀이될 수 있다,

마지막으로, 모델을 활용한 수학적 탐구의 수

준에 대한 Gravemeijer(1999)의 논의에 비추어볼 

때, 위 사례의 학생들은 모델을 활용하여 확률

의 덧셈정리와 곱셈정리에 대한 탐구에 참여하

고 있으며, 모델의 지원 없이도 다른 맥락에서 

상위 수준 조작을 원만하게 수행할 수 있는지의 

여부는 분명하게 확인되지 않는다는 점에서 형

식적인 수준의 활동에 참여하였다고 판단하기는 

어렵다. 이러한 점에서 위 사례의 학생들은 확

률의 덧셈정리, 곱셈정리와 관련된 메타수준 학

습을 완전히 달성하였다기보다는, 이에 활발히 

참여하고 있는 과정이라고 해석하는 것이 적합

하다. 그렇지만, 위와 같은 학생들의 탐구 과정

과 모델이 의미화 하는 활동의 수준 상승 과정

에 비추어볼 때, 학생들이 구축한 모델과 이를 

활용한 탐구 과정이 학생들의 메타수준 학습을 

촉진하였다는 점은 분명하게 확인된다.

Ⅴ. 논의 및 결론

본 연구는 문제 상황과 학생들의 조직화 활동

에 대한 모델을 구축하고, 모델을 활용하여 문

제를 해결하며, 모델을 문제 상황에 비추어 재

해석하면서 수정, 개선하는 모델링 활동을 통한 

확률 탐구에서 학생들의 메타수준 학습이 어떻

게 일어나는지를 확인하는 데 목적을 두었다.

연구 결과, 학생들은 문제 상황과 자신들의 탐

구 활동에 대한 모델로서 구축된 수형도를 활용

하여 메타 수준의 담론에 자리한 활동들에 대한 

탐구에 참여하게 되는 장면이 확인되었다(에피

소드 3).

구체적으로, 학생들은 확률적인 문제 상황으

로부터 수형도를 문제 상황과 자신들의 체계적

인 세기 활동에 대한 모델로서 구축하였으며

([그림 Ⅳ-1]), 학생들이 이를 문제의 맥락에 비

추어 수정, 개선하며 재해석하는 과정에서 수형

도가 확률에 대한 연산의 모델로 발달하는 장면

이 확인되었다([그림 Ⅳ-8]). 수형도는 체계적인 

세기 활동이 조직화되면서 구축되었으며, 이는 

초기에 조합적 전략에 대한 모델이면서 동시에 

문제 상황에 대한 모델로서 제기되었다. 이러한 

수형도는 표본공간의 생성 과정을 지원하였으며

(에피소드 1), 확률적 전략을 활용한 학생들에 

의하여 재해석되면서 시행의 각 단계와 결과의 

각 범주에 따른 확률 도출과 이 확률들 사이의 

연산을 통한 확률 도출 과정을 지원하는 장면이 

확인되었다(에피소드 2, 에피소드 3). 또한, 수형

도가 조합적 전략에 대한 모델에서 확률들 사이

의 연산에 대한 모델로 발달하는 과정에서 학생

들이 서로의 풀이를 공유하고, 두 전략 사이의 

관계를 파악하는 과정을 지원함이 확인되었다

(에피소드 2). 이상의 연구 결과를 통하여 확인

되는 논점들은 다음과 같다.

첫째, 메타수준 학습 과정에서 모델링 활동의 
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핵심은 여러 층위의 담론에 자리한 활동들을 함

께 의미화 하며, 이들을 중재하는 모델의 수립

과 이를 통한 활동의 반성임이 확인되었다. 선

행 연구들에서는 수학적 탐구 과정에서 학생들

이 구축하는 모델의 다양한 역할들을 논의해온 

바 있다. 한편으로, Fischbein(1987)은 모델이 학

생들로 하여금 지각적으로 접근할 수 없는 영역

에 접근하는 것을 가능하게 한다는 점을 지적한 

바 있으며, 다른 한편으로 Gravemeijer(1999)는 

문제 상황으로부터 도출되는 모델이 학생들의 

상황 참조적인 비형식적 활동을 지원할 수 있다

는 점을 강조한 바 있다. 이러한 선행 연구 결

과들의 연장선에서, 본 연구에서는 학생들이 구

축한 모델이 한편으로 확률적인 문제 상황(에피

소드 1, 3)을, 다른 한편으로 이에 대한 조직화 

활동(에피소드 1, 세기 활동)과 더불어 압축된 

활동에 대한 상위 수준 조작(에피소드 2, 3, 확

률 간의 연산)을 함께 의미화 할 수 있음이 확

인되었다. 즉, 학생들이 구축한 모델인 수형도는 

여러 층위의 담론에 자리한 활동들을 함께 의미

화 할 수 있었던 바, 학생들은 모델링 활동에서 

수형도를 통하여 이러한 여러 수준의 담론에 자

리한 활동들 사이의 관계를 탐구할 수 있었다

(에피소드 2, 3).

구체적으로 학생들의 메타 수준 활동을 의미

화 하는 수형도는, 이 보다 낮은 층위의 담론에 

자리한 활동도 함께 의미화하고 있었던 바, 학

생들이 수형도를 매개로 자신들의 메타 수준의 

활동을 낮은 층위의 담론에 자리한 활동에 비추

어 재해석하고 수정하는 것을 지원하였다. 예를 

들어, 에피소드 3의 [그림 Ⅳ-7]에서 확인되는 

바와 같이, 학생들은 수형도를 통하여 단순 사

건의 확률을 도출한 후에, 수형도를 통하여 확

률들 사이의 관계를 체계적인 세기 활동의 결과

와 문제의 맥락에 비추어 확인하였다([그림 Ⅳ

-7], 오른쪽). 이를 통하여 학생들은 자신들이 도

출한 단순 사건의 확률들에 어떠한 연산을 수행

할 것인지를 판단할 수 있었다. 이처럼 수형도

가 메타 수준 담론에 자리한 활동과 이에 비해 

상대적으로 낮은 층위의 담론에 자리한 활동을 

함께 의미화 한다는 점은, 이를 활용한 탐구 과

정에서 메타적인 수준에서 학생들의 압축된 활

동들에 어떠한 조작을 수행할 것인가를 판단하

는 과정을 지원하였다.

다른 한편으로, 수형도는 학생들의 조직화되

고 압축된 활동을 의미화 하였던 바, 메타 수준

의 조작이 이루어질 수 있는 수학적 대상의 생

성을 지원하였다. 에피소드 1과 3에서 확인되는 

바와 같이, 수형도는 학생들의 체계적인 세기 

활동, 확률 도출 과정, 확률 사이의 연산 수행 

과정을 압축된 형태로 의미화 하였다. 수형도에

서 압축된 형태로 의미화 된 조작들은(세기 활

동, 확률 도출 과정), 앞서 확인한 바와 같이 상

대적으로 낮은 층위의 담론에 대한 재해석을 통

하여 메타 수준에서 새롭게 조작될 수 있었다.

이러한 점에서 모델이 학생들의 압축되고 조

직화된 활동을 의미화 한다는 점은 메타 수준의 

조작이 수행될 대상의 생성을 가능하게 하였으

며, 모델이 이에 비해 상대적으로 낮은 층위의 

담론에 자리한 활동을 함께 의미화 한다는 점은 

메타 수준에서 이루어지는 새로운 조작의 규칙

에 대한 단서를 제공하였음이 확인된다. 이러한 

과정을 통하여, 수형도는 확률에 대한 조작이 

자리한 담론과 결과의 수를 체계적으로 세는 활

동이 자리한 담론의 관계에 대한 반성을 지원하

였으며, 이러한 수형도가 의미화 하는 두 측면

들 사이의 관계 파악을 통하여 확률 과제에 대

한 학생들의 탐구가 메타적인 수준으로 상승할 

수 있었다(에피소드 3).

둘째, 선행 연구들에서 논의되어 온 바와 같

이, 학생들의 확률 탐구 과정에서도 상위 수준 

조작으로의 발달은 간단히 일어나지 않았으며
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(Nachliele & Tabach, 2012; Sfard, 2007, 2008), 한 

층위의 담론에서 해결될 수 없는 문제 상황이나

(에피소드 3, <표 Ⅳ-5>), 두 층위의 담론에 자리

한 활동들이 상반된 결과를 산출하는 갈등 상황

에서(에피소드 3, 2조 학생들의 탐구), 각기 다른 

층위에 자리한 활동들 사이의 관련성을 파악하

고 상위 수준 조작에 대한 면밀한 탐구가 수행

될 수 있음이 확인되었다. 구체적으로, 과제 1에 

대한 전체 토의 과정에서 확률의 덧셈정리와 곱

셈정리를 적용하는 방법이 논의되고(에피소드 

2), 교사는 이를 활용한 탐구를 장려하였음에도 

불구하고 과제 2와 과제 3에 대한 탐구 과정에

서 조합적 전략을 활용한 학생들의 탐구가 상위 

수준의 탐구로 좀처럼 발달하지 않았다. 이러한 

1조 학생들의 탐구는 과제 4에서 조합적 전략이 

적절하게 작동하지 않는 문제적 상황에 직면하

면서 상위 수준 조작 방법에 대한 탐색으로 변

화할 수 있었다(에피소드 4). 다른 한편으로, 확

률의 덧셈정리와 곱셈정리를 확률 간의 연산보

다는 조합적 증명으로 논의하던 2조 학생들 역

시(에피소드 2), 두 전략이 다른 결과를 산출하

는 갈등적인 상황에 직면함으로서, 확률의 덧셈

정리와 곱셈정리를 수형도를 통해 재해석하면서 

확률 연산의 적용 과정을 집중적으로 탐구하게 

되었다([그림 Ⅳ-11]). 이러한 점에서, 학생들로 

하여금 한 층위의 담론에서 해소할 수 없는 문

제적 상황에 직면하도록 하는 것이 상위 수준 

조작을 활용한 탐구에의 활발한 참여를 촉진할 

수 있음이 확인되었다.

셋째, 복합사건의 확률이 문제 상황의 해석으

로부터 단선적으로 도출되는 것이 아니라, 여러 

차례의 조직화와 문제 상황 해석을 통한 재범주

화의 과정을 통하여 도출되는 것임이 확인되었

다. 여러 선행 연구들에서는 확률이 현실의 맥

락과 밀접하게 관련되어 있다는 점이 논의되어 

왔으나, 이들은 주로 확률을 문제 상황에 비추

어 해석하면서 그 의미를 탐구하는 데 초점을 

두어 왔다(e.g., Gal, 2005). 다른 한편으로 본 연

구에서는 복합사건의 확률이 문제 상황에 대한 

조직화와 압축(에피소드 1), 그리고 그 결과를 

문제 상황에 비추어 여러 차례 재해석하고 재범

주화 하는 과정을 필요로 한다는 점이 확인되었

다(에피소드 3). 이러한 점에서, 학생들의 복합사

건 확률 도출 과정을 좀 더 면밀하게 이해하고,

그 어려움을 경감시켜줄 수 있는 다양한 논의가 

후속적으로 필요할 것으로 판단된다. 특히, 본 

연구에서는 이러한 복합사건의 확률을 도출하는 

과정에서 수형도가 문제 상황을 조직화하고 재

해석하는 과정을 지원할 수 있다는 점을 확인한 

바, 주로 조합적 추론(English, 2005)이나 표본공

간 생성(Maher & Ahluwalia, 2014)과 관련하여 

논의되어 온 수형도를 확률의 연산에 대한 탐구

와 관련지어 추가적으로 논의될 필요성이 제기

된다.

넷째, 교사가 학생들로 하여금 자신의 풀이 

과정을 조직화하고, 설명하며, 정당화하도록 하

는 과정은, 학생들의 탐구 과정이 조직화되고 

이로부터 모델이 구축되는 과정을 지원하였음이 

확인되었다(에피소드 1, <표 Ⅳ-2>). Sfard(2008)

에 따르면, 인간 활동 압축의 가장 큰 동인은 

의사소통의 효과성 추구인 바, 학생들로 하여금 

풀이 과정을 설명하게 하고, 이를 활용하여 의

사소통하게 하는 과정은 자신들의 탐구 과정을 

조직화하고 압축하는 과정을 지원하였을 것으로 

판단된다(에피소드 1, [그림 Ⅳ-1]).

다섯째, 학생들이 모델링하는 상황의 일관성

은 학생들로 하여금 항아리와 공이라는 문제 상

황을 일종의 상황모델(Van den Heuvel-Panhuizen,

2003)로 활용하는 탐구를 촉발하였다(에피소드 

3). 구체적으로, 에피소드 3에서 1조의 학생들이 

조합적 전략을 통하여 도출된 확률로부터 문제 

상황을 재구성하여 이와 과제 4의 문제 상황의 
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비교를 통한 풀이 점검 과정이 확인되었다(<표 

Ⅳ-5>). 특히, 이러한 상황모델의 구축은 본 연

구에서 대부분의 요소들을 공유하고 있는 일련

의 문제 상황들을 다루었다는 점에서 촉발되었

을 것으로 예상된다. 이로 인하여, 학생들은 확

률로부터 문제 상황을 재구성하고, 상황들 사이

의 차이점을 비교함으로서(Marton, 2006) 접근 

방식의 타당성을 검토한 것으로 판단된다.

또한, 이미 알고 있는 문제해결 방법을 활용

하여 유사한 문제를 해결하는 과정에서 학생들

의 유추적 사고가 촉진될 수 있다는 점이 논의

되어 온 바(박미미, 이동환, 이경화, 고은성,

2012; 이경화, 2009), 본 연구에 참여한 학생들이 

선행하는 과제에서 구축한 모델인 수형도를 수

정, 개선하여 다음 과제의 해결에 적용한 탐구 

과정은 학생들의 유추적 사고가 촉발된 것으로 

해석할 여지가 있다. 문제 상황에 대한 모델의 

구축과 수정, 개선 과정 및 이러한 모델의 다른 

상황에의 적용에서 유추적 사고가 밀접하게 관

련되어 있다는 점이 알려져 있는 바(Clement,

2009), 학생들의 모델링 활동과 이 과정에서 촉

발될 수 있는 유추적 사고의 역할과 기능을 관

련지어 추가적으로 분석하고 논의할 필요성이 

제기된다. 또한, 일련의 유사한 문제를 해결하는 

과정에서 촉발될 수 있는 학생들의 유추적 사고

와 본 연구에서 확인된 메타수준의 학습 사이의 

관련성에 대한 추가적인 논의의 필요성 또한 제

기된다.

여섯째, 본 연구에는 학생들의 탐구를 메타수

준 학습의 측면에서 분석함으로서 모델링 활동

의 진전을 분석할 수 있었다는 점에서 의의를 

갖는다. 선행 연구들에서는 학생들의 모델링 활

동을 한편으로 문제 상황으로부터 모델을 구축

하고, 이를 활용하여 문제를 해결하며, 모델을 

수정, 개선하는 일련의 모델링 주기(cycle)에 따라

분석하거나(e.g., Blum & Borromeo Ferri, 2009),

다른 한편으로 학생들의 탐구가 문제 상황으로

부터 탈맥락화되는 정도에 따라 과제 세팅(task

setting), 상황 참조적(referential), 일반적(general),

형식적(formal) 수준으로 범주화하고 이에 따라 

학생들의 모델링 활동을 분석해왔다(e.g., Gravemeijer,

1999). 모델링 활동에 대한 이상의 분석에서는 

각각 학생들에 의해 생성되는 모델의 발달에 초

점을 두거나(Blume & Borromeo Ferri, 2009), 학

생들의 활동이 형식화되는 데 초점을 두고 있음

이 확인된다(Gravemeijer, 1999). 다른 한편으로,

본 연구에서는 모델링 활동에서 학생들의 활동

이 조직화되고 상위 수준의 담론에 자리한 활동

으로 발달하는 과정을 분석함으로서 학생들의 

탐구가 진전되는 과정을 확인할 수 있었으며,

이는 모델링 활동을 통하여 새로운 수학적 대상

이나 절차를 학습하는 과정에 대한 분석에 활용

될 수 있을 것으로 판단된다.

또한, 수학 학습에 대한 Sfard의 참여 담론적 

관점을 토대로 수행된 연구들은 주로 교실 내에

서 이루어지는 의사소통에 대한 초점분석을 통

하여 학생들 사이에서 이루어지는 의사소통과 

학생들과 교사 사이에서 이루어지는 의사소통의 

효과성을 분석하였음이 알려져 있다(Sfard, 2001,

2007, 2008). 이에 비하여, 본 연구에서는 모델링 

활동이 메타수준 학습을 지원할 수 있는지, 이

를 통한 메타수준 학습은 어떻게 일어나는지를 

확인하는 데 목적을 두었던 바, 주로 학생들이 

구축한 모델의 기능 변화에 초점을 두고 학생들

의 활동이 어떠한 수준의 담론에 자리하는지,

학생들의 활동이 상위 수준 담론에 자리한 활동

으로 발달하는지를 분석하였다. 특히, 본 연구에

서는 모델링 활동을 통하여 메타수준 학습을 지

원하는 방안을 도출하고, 이를 적용한 결과 학

생들의 탐구에서 메타수준 학습이 일어나는지의 

여부를 확인하는 데 더욱 초점을 두었던 바, 학

생들 사이의 의사소통, 학생들과 교사 사이의 
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의사소통, 이 과정에서 학생들이 구축한 모델과 

연구진이 개발한 일련의 과제들 사이의 복합적

인 상호작용을 면밀히 분석하지는 못하였다는 

점에서 한계를 갖는다. 본 연구에서는 모델링 

활동을 통한 메타수준 학습 지원 방안을 도출하

고 그 적용 가능성을 확인한 바, 후속연구에서는 

모델링 활동을 통한 메타수준 학습 과정에서 앞

서 언급한 여러 요인들이 어떻게 상호작용하면

서 학생들의 학습을 지원하는지에 대한 면밀한 

분석이 필요하다고 판단된다.

본 연구에서는 모델링 활동과 메타수준 학습

에 대한 선행 연구 검토로부터, 모델링 활동이 

메타수준의 수학적 담론 생성과 메타규칙의 변

화를 포함하는 메타수준 학습을 촉진할 수 있을 

것으로 판단하였다. 이로부터, 본 연구에서는 메

타수준 학습을 촉진할 수 있는 모델링 과제 설

계와 수업 실행 방안을 도출하고, 실행하여 수

학 교수 학습에서 모델링 활동의 잠재력을 분명

히 확인하는 데 목적을 두었다. 연구 결과, 학생

들이 구축한 모델인 수형도는 한편으로 문제 상

황을, 다른 한편으로 학생들의 활동을 압축적으

로 의미화하고 있었던 바, 학생들은 모델을 통

하여 문제를 해결하고, 모델을 문제 상황에 비

추어 재해석하는 과정에서 압축된 행동들에 대

한 상위 수준의 활동과 관련된 메타수준 학습에 

참여할 수 있음이 확인되었다.

지금까지 선행 연구들에서는 모델링 활동을 

통하여 주로 학생들의 문제 해결력 함양(Lesh &

Doerr, 2003)이나 모델링 역량의 함양(Blum &

Borromeo Ferri, 2009)을 시도하여 왔으며, 수학

적 대상이나 절차의 학습은 이러한 문제 해결력

이나 모델링 역량의 함양을 꾀하는 가운데 수반

될 수 있는 사항으로 논의되어 온 경향이 있었

다. 본 연구에서 주장하고자 하는 바는, 한편으

로 문제 해결이나 수학적 응용을 위한 모델링의 

핵심은 문제 상황을 최적화된 형태로 기술하는 

모델의 개발에 있으나, 다른 한편으로 수학적 

대상이나 절차의 학습을 위한 모델링 활동의 핵

심은 학생들의 활동을 조직화하고 압축하여 이

를 상위 수준에서 조작하도록 하는 데 있다는 

것이다. 이러한 점에서, 본 연구에서는 수학이 

의사소통의 효과성을 추구하는 인간 활동의 압

축과 물화를 통한 메타담론 생성과 메타규칙 변

화를 통하여 생성된다는 Sfard(2008)의 관점을 

토대로 모델링 활동을 통한 메타수준의 수학 학

습을 시도하였다. 본 연구에서는 모델링 활동을 

통한 메타수준 수학 학습의 가능성을 확률 영역

에서 확인하였으며, 확률적 문제 상황과 이에 

대한 학생들의 탐구 활동은 수형도와 유사한 형

태의 모델로 모델링되고, 이를 활용한 탐구를 

통하여 학생들은 메타수준 학습에 참여할 수 있

음이 확인되었다.

본 연구는 모델링 활동을 통한 메타수준 학습

에 대하여 이상의 제한된 내용 영역에서 연구를 

수행했다는 점에서 제한점을 갖는다. 또한, 본 

연구에서는 메타수준 학습에 적합한 문제 상황

으로 간단한 문장제 문제 상황만을 다루었으나 

학습자의 수준이나 특성에 따라 이에 변화를 줌

으로서 학습을 촉진할 수 있을 가능성에 대한 

추가적인 논의가 필요하다. 예를 들어, Park et.

al.(2013)은 영재학생들을 대상으로 한 모델링 활

동을 시도하였으며, 다소 복잡한 문제 상황에서

도 학생들이 활동의 반성과 내면화를 달성할 수 

있음을 확인한 바 있다. 학습자의 수준이나 특

성에 따라 과제의 성격이 변화될 필요성이 논의

되어왔으므로(이경화, 2003), 다양한 학습자의 특

성을 고려한 모델링 과제와 활동의 구성 방안이 

마련될 필요가 있다. 이와 더불어, 문제 상황과 

학생들의 탐구 활동에 대한 조직화로부터 다른 

내용 영역에서는 어떠한 모델이 수립될 수 있는지,

그리고 이는 학생들의 학습을 어떻게 촉진할 수 

있는지에 대한 후속 연구를 통하여, 대안적인 
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을 더욱 분명히 할 수 있게 되기를 기대한다.
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There have been many discussions of teaching

and learning mathematics through modeling

activities in mathematics education research

community. Although there has been some

agreement regarding modeling activity as an

alternative way to support mathematics teaching

and learning, there is still no clear consensus on

these issues. This paper reports a case study which

aims to identify ways to design modeling tasks

and instruction to foster meta-level learning, and

investigate how modeling activities can facilitate

meta-level learning. From the results of teaching

experiment, this study examines the potential of

modeling activities in mathematics teaching and

learning.
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