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기본대칭다항식으로의 매개를 통한

부등식의 생성 및 증명에 대한 연구
A Study on Generating and Proving Inequalities using Parameterization

to Elementary Symmetric Polynomials

고 대 현․박 정 민․백 은 하․김 문 섭․한 인 기1)

ABSTRACT. In this paper we study generating and proving methods of

symmetric inequalities. We analyze various literatures related with proofs of

symmetric inequalities. As a result, we can describe generating method of

symmetric inequalities, and suggest some symmetric inequalities that are

generated by using parameterization to elementary symmetric polynomials.

And we are able to classify some proving methods, and show proofs of

symmetric inequalities.

1. 서론

수학의 역사에서 보면, 수학의 탐구는 크게 도형 영역을 주제로 연구를 수행하

는 기하학, 수와 식에 대한 연구를 수행하는 대수학을 바탕으로 하고 있다. 중등

학교에서 배우는 수학교육의 내용도 기하학과 대수가 중심을 이루며, 여기에 17

세기 이후에 새롭게 발전한 수학 영역의 내용들이 추가된 것으로 이해될 수 있

다.

러시아의 수학자 Kolmogorov는 복잡한 문자식을 변형하고 일반적인 방법으로

접근할 수 없는 방정식의 풀이를 위해 성공적인 방법을 찾아내는 것과 같은 대

수적인 조작의 수행 능력은 수학자의 진지한 학문 탐구에 요구되는 재능에 상당

히 접근해 있다고 주장했다([12]). 실제로 중등 수학교육에서 문자식을 원하는 형

태로 변형시키는 인수분해, 전개, 방정식, 부등식 등은 수학의 다른 주제들을 탐
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구하는 도구일 뿐 아니라, 그 자체로도 중요한 문제가 된다. 특히 부등식은 역사

적으로 많은 수학자들이 수학 연구의 주제로 삼았으며, 산술-기하-조화 평균에

대한 부등식, Cauchy 부등식, Bernoulli 부등식, Jensen 부등식, Schur 부등식 등

다양한 부등식이 연구되었으며, 지금도 활발하게 연구되고 있는 수학 분야이다.

중등학교 수준에서 다룰 수 있는 부등식에 대한 연구들은 대부분 다양한 증명

방법에 대한 것이며([8], [11], [13], [17]), 수학 경시대회에서 다루어질 수 있는

부등식들의 다양한 증명이 제시되어 있는 연구들([3], [7], [10], [14])도 있다. 그

러나 중등학교 수준에서 부등식을 어떻게 생성하는가에 대해 체계적으로 기술된

연구는 많지 않다. 본 연구에서는 중등학교 수준에서 논의될 수 있는 부등식의

한 생성 방법을 살펴보고, 이에 관련된 부등식들의 증명 방법을 체계적으로 분

석, 정리한다.

최근 들어 국내에서 대칭에 관련된 다양한 책들(대칭, 아름다움은 왜 진리인

가?, 대칭과 아름다운 우주, 우주의 탄생과 대칭 등)이 출판되었다. 대칭에 대한

연구는 역사가 오래되었지만, 국내에서 수학이나 과학 분야의 대칭에 관련된 책

들은 그리 많이 소개되지는 못했다. 대칭은 수학적 탐구의 방향을 제시할 뿐만

아니라, 수학적 아름다움의 원천이 되기도 한다([15], [16]). ‘대칭’하면 ‘기하학적

대칭’만을 생각하는 경우가 있지만, 대칭식, 대칭함수, 대칭군(symmetric group)

등의 용어에서 알 수 있듯이, 대칭은 수학의 모든 영역과 관련된다고 할 수 있

다.

본 연구에서는 대칭형태의 다항식(대칭다항식)으로 만들어진 부등식의 생성 방

법 및 증명 방법을 탐구할 것이다. 즉 본 연구에서는 첫째, 부등식들로부터 기본

대칭다항식       ,        ,   에 대한 부등식을 만들고, 얻

어진  ,  , 에 대한 부등식을 바탕으로 다양한 부등식을 생성할 것이며, 둘

째 대칭다항식으로 된 부등식을 기본대칭다항식  ,  , 를 이용하여 증명하

고, 이를 바탕으로 기본대칭다항식을 이용한 증명방법들을 체계화시킬 것이다.

본 연구의 결과는 중등학교 수준의 수학 심화학습 자료로, 그리고 수학교사의 전

문성을 향상시킬 수 있는 기초 자료로도 활용될 수 있을 것으로 기대된다.

2. 이론적 배경

(1) 대칭다항식의 매개

수학을 비롯한 학문의 탐구에서 매개(媒介)는 중요한 역할을 한다. 포털사이트

를 검색해 보면, ‘매개’라는 단어를 포함하는 다양한 단어결합을 찾아볼 수 있다.

예를 들어, 수학에서는 잘 알려진 ‘매개변수’가 있으며, 다른 학문 영역에서는 ‘매
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개모음’, ‘매개체’, ‘동물매개’, ‘매개효과’, ‘매개변인’, ‘매개이론’ 등과 같은 다양한

단어결합이 사용되고 있다.

국어사전([2])에서 ‘매개’는 ‘둘 사이에서 양편의 관계를 맺어 줌’, ‘[논리] 서로

떨어져 있는 두 명사 사이에서 두 명사의 관계를 맺어 주는 중간 항의 명사를

부여하는 작용’, ‘[철학] 헤겔의 변증법에서, 어떤 사물이 존재할 조건이 되는 일.

모든 사물이 따로 독립하여 존재하는 것이 아니고 타자(他者)와의 관계 속에서

존재한다고 보았다.’고 기술되어 있다. 즉 ‘매개’는 두 개념 사이의 관계를 맺어주

는 작용을 하는 것, 개념들 사이의 관련성을 표현한 것으로 생각할 수 있다. 한

편 수학([4])에서 매개변수는 ‘몇 개의 변수 사이에 함수관계를 정하기 위해서 사

용되는 또 다른 하나의 변수로 ... ＝, ＝에서 를 소거한 식을 만들면

되며, 를 매개로 하여 와 의 함수관계가 정해진다. 이 를 매개변수라고 한

다.’고 기술되어 있다.

고등학교 수준의 수학에서도 매개변수를 활용한 수학 문제들, 문제해결의 사례

들을 어렵지 않게 접할 수 있다. 예를 들어 미분 단원에서 ‘     ,

     일 때 


를 구하여라’와 같이 매개변수로 표시된 함수에 대한 문

제가 제시되며, 연립방정식의 해결에서 매개변수를 이용한 치환으로 문제를 해결

하는 사례들을 종종 접할 수 있다. 식      ,       에서  , 는 로

매개되어 있으며, 본 연구에서는 이러한 의미로 ‘매개시킨다’, ‘매개되다’ 등의 표

현을 사용할 것이다.

다양한 형태의 대수적인 식들이 있는데, 본 연구에서는 대칭다항식을 기본대칭

다항식인       ,        ,   으로 매개시켜 부등식의 생성,

증명을 탐구할 것이다. 즉 본 연구에서는 주어진 부등식을 기본대칭다항식  ,

 , 으로 치환하여 부등식을 증명하는 것뿐만 아니라, 얻어진  ,  , 에 대

한 부등식을 기반으로 새로운 다항식을 생성하는 것까지를 다룰 것이다. 그러므

로 본 연구에서는 ‘부등식을 기본대칭다항식  ,  , 으로 치환’한다는 표현보

다는 ‘부등식을 기본대칭다항식  ,  , 으로 매개’한다는 표현을 사용할 것이

다.

[5]에 의하면, 대칭다항식은 두 개 이상의 문자를 포함하는 식에서 그 중의 어

떤 두 문자를 교환하여도 항상 본래의 식과 항등적(恒等的)으로 같은 식을 의미

한다. 예를 들어           는 ,  , 에 관한 대칭식이다.

기본대칭다항식  ,  , 를 이용한 대칭다항식인 부등식을 매개시키는 것을

살펴보기 위해, 부등식 1, 부등식 2를 예로 살펴보자.
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부등식 1.       ≥  .

부등식 2.         ≥  .

부등식 1, 부등식 2는 변수 ,  , 로 표현된 서로 다른 형태의 부등식이다. 외

형적으로 보면, 부등식 1은 세 식  ,   ,   의 곱과 의 대소 관

계를 표현하고 있으며, 부등식 2는 세 항  ,   ,   의 합과

의 대소 관계를 표현하고 있다. 즉 외형적으로 부등식 1과 부등식 2는 모두

변수 ,  , 로 표현되었으며, 3차식이라는 것, 그리고 부등식의 우변에  항이

있다는 것 이외에는 어떤 공통점도 찾아보기 어렵다.

이제 부등식 1과 부등식 2를 기본대칭다항식  ,  , 로 매개시켜보자. 즉

부등식 1과 부등식 2의 식을       ,        ,   를 이용하

여 변형시키자.

부등식 1에서 를 좌변으로 넘기면,        ≥ 이며,

             ,        ,       이므로, 부등식

       ≥ 을         ≥ 로 변형시킬

수 있다. 이제 부등식의 좌변을 전개하여 정리하면, 
     

 

        이 된다. 이제 여기에       ,        ,

  을 다시 대입하여 정리하면,    ≥ 이 얻어진다. 결국 부등식 1

을  ,  , 를 이용하여 매개시키면,    ≥ 가 된다는 것을 알 수 있

다. 특히 부등식 1은 3차식이었지만,  ,  , 를 이용하여 매개된 부등식

   ≥ 은 2차식으로 차수가 줄어들었다.

한편 부등식 2도  ,  , 를 이용하여 다음과 같이 매개시킬 수 있다.

        ≥  ,

         ≥  ,

               ≥  ,

         ≥  ,    ≥  .

결국, 부등식 2를  ,  , 를 이용하여 매개시키면,    ≥ 이 된다.

즉 부등식 1과 부등식 2는 같은 식    ≥ 으로 매개된다는 것을 알 수

있다. 변수 ,  , 로 표현되었을 때에 부등식 1과 부등식 2는 비슷한 점이 별로

없는 다른 부등식이었지만,  ,  , 를 이용하여 매개시키니 같은 부등식임을

알 수 있었다.

부등식 1과 부등식 2가  ,  , 로의 매개 측면에서 같은 부등식이므로, 이

두 부등식의 타당성을 각각 증명할 필요가 없이, 이들 중에서 한 부등식이 성립
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하면 나머지 부등식은 당연히 성립한다는 것을 알 수 있다.

(2) 기본대칭다항식을 이용한 대칭다항식의 표현

대칭다항식을 기본대칭다항식으로 표현하는 것은 그 자체로 흥미로운 문제일

뿐만 아니라, 수학적 문제해결의 도구가 될 수 있다. [1]에는 대칭다항식

      을  ,  , 으로 표현하면    ,   
   ,   

 

   ,             (이때  ≥ )이 된다는 것이 소개되

었다.

본 연구에서는       인 꼴의 대칭다항식,      

    과 같은 형태의 대칭다항식들을 다루고 있다. 이들 대칭다

항식에 관련된 성질들을 살펴보자. [9]에서 대칭다항식      

    를  로 나타내었다. 이때 ,  , 에 대한 대칭다항

식  는           이 된다. 한편 ,

 , 에 대한 대칭다항식에서  는           이 된다.

이제 [9]에 제시된 ,  , 에 대한 대칭다항식  의 몇 가지 성질을 살펴

보자.

성질 1. ≠ 에 대하여,          이 성립한다.

증명.              이다. 한편   

   를 정리하면,                         

        이 된다. 이로부터          이

증명된다. □

성질 2.    
  

    이 성립한다.

증명.        이다. 한편 

  
     

  

               이 된다. □

성질 3.  ≥   ≥ 에 대하여,         이 성립한다.

증명.              이다. 등식의

우변에서  을 꺼내면, 다음을 얻을 수 있다.
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      .

이로부터 성질이 증명된다. □

증명한 성질 1, 2, 3을 이용하면,   꼴의 대칭다항식은 와 을 이

용하여 표현할 수 있다. 예를 들면     에 대하여, 다음이 성립한다.

                    

 
             .

한편 [1]과 [9]에 의하면,  ≥ 에 대해             이 성립

하므로, 결국 대칭다항식  은  ,  , 와  을 이용하여 표현될 수 있

다. 그리고    ,   
   ,   

    임을 감안하면,

 으로 표현되는 모든 대칭다항식은  ,  , 으로 나타낼 수 있음을

알 수 있다.

대칭다항식  을  ,  , 로 표현하는데 중요한 역할을 하는 등식

            에 대해 [1]과 [9]에 제시된 것과는 다른 증명을

살펴보자.

성질 4.  ≥ 과       에 대하여,             이

성립한다.

증명.  ,  , 를 근으로 하는 에 관한 삼차방정식은         이

며, 이를 전개하면   
       이 된다. 이 방정식이 를 근으로 가지

므로   
      이다. 양변에   을 곱하면   

   


    

    이 되며,   
    

    
  이 성립한다. 마찬가

지로,  , 에 대하여 다음이 성립한다.

  
    

    
   ,   

    
    

   .

이제 얻어진 세 식을 더하면,                   이

성립함을 알 수 있다. □

성질 4를 이용하면,          
       

 

  이 되며, 이를 정리하면   
  

  
  이 됨을 알 수

있다. 같은 방법으로   
  

  
  

  와 같이 나타낼 수

있다.
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(3) 기본대칭다항식을 이용한 대칭다항식의 탐구

[1]에는 기본대칭다항식  ,  , 을 이용하여 몇몇 인수분해, 방정식 문제를

탐구한 예들이 제시되어 있다. 예를 들어, 다음 문제를 살펴보자([1], pp.599-600).

예제 1.   




 

 


 





가 방정식         의 해가 된다는

것을 보여라.

풀이. 대칭다항식을 이용해서 가 방정식의 해임을 보이기 위해, ,  , 를 각

각   




,   


 


,   





라고 하자. 그러면, 다음이 성립한다.

      


 


 


 


,   



  

 
   



      

 


 

 


 





 

 

 




 

 


 




  

 


⋅

      
    이므로, 


   


 


  


이 얻어진다. 이

식을 정리하면         이므로 는 주어진 방정식의 근이다. □

살펴본 예제 1에서   




 

 


 





가 주어진 방정식의 근이 된다는

것을 보이기 위해,      가 되도록 적당히 ,  , 를 잡아,  ,

    ,     의 값을 구하고, 등식       
    을 이

용하여 를 포함하는 등식         을 유도하여 문제를 해결하였다.

기본대칭다항식  ,  , 을 이용한 수학탐구의 다른 예로 [6]에서는

      ,        ,   가 근이 ,  , 인 삼차방정식의 근과 계

수의 관계를 나타낸다는 것에 착안하여, ,  , 를 포함하는 대칭다항식을 인수

분해 하는 방법을 제시하였다.

한편 기본대칭다항식  ,  , 를 이용하여 부등식을 증명하는 예들이 최근에

전문 서적들에 소개되기 시작하였다([9], [11], [17]). 여기에 제시된 한 예를 하나

살펴보자([11], p.125).

예제 2. ,  , 는 합이 3인 실수이다. 다음 부등식을 증명하여라.
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               ≥     .

증명.       ,       ,   라 놓자. 가정에 의해   이며,

주어진 부등식을 다음과 같이 쓸 수 있다.

      


   


  


  

 


 


    ≥ 

⇔                        ≥ 

⇔                  ≥ 

⇔             ≥  .

얻어진 마지막 부등식은 자명하다. 등호는    ,    또는       인

경우에 성립한다. □

예제 2에서는 ,  , 에 대한 주어진 부등식을 간단하게 정리하기 위해 기본대

칭다항식을       ,       ,   와 같이 놓았다. 그 결과 ,  ,

에 대한 부등식이  ,  , 에 대한 부등식으로 변형되었으며, 이로부터 쉽게 부

등식이 증명되었다.

대칭다항식으로 된 부등식이 기본대칭다항식으로 치환한다고 하여, 예제 2와

같이 모든 부등식이 쉽게 해결될 수는 없다. 그러나 예제 1과 예제 2의 탐구를

통해, 대칭다항식을 기본대칭다항식으로 치환하는 것이 문제해결을 위한 새로운

탐구 방향은 될 수 있음을 알 수 있다.

3. 기본대칭다항식으로의 매개에 통한 부등식들의 생성

,  , 에 대한 부등식           ≥ 을 기본대칭다항식  ,

 , 를 이용하여 나타내자. 이를 위해, 주어진 부등식의 좌변을 전개하면,

           ≥  ,            ≥ 이 성립한다.

이로부터            ≥     이 유도된다. 이제   

   ,        ,   라 놓자. 그러면  ,  , 에 대한 부등식


 ≥ 이 얻어진다.

부등식 3. 
 ≥  .

이제 기본대칭다항식에 대한 부등식 
 ≥ 로부터 부등식을 만들어 보자. 부

등식 
 ≥ 에       ,       를 대입하자. 그러면, ,  , 에
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대한 부등식     ≥     가 생성된다. 이 부등식의 양변을 전개

하여 정리하면,      ≥     이며, 양변을 로 나누면 







 


≥ 


 


 


이 얻어진다. 결국 부등식 3으로부터 다음 부등식 3-1,

3-2, 3-3이 생성된다.

부등식 3-1. ,  ,  ≥ 에 대하여,     ≥     .

부등식 3-2. ,  ,  ≥ 에 대하여,      ≥     .

부등식 3-3. ,  ,  ≥ 에 대하여, 


 


 


≥ 


 


 


.

처음의 원시부등식           ≥ 을 부등식 3으로 매개하여,

몇몇 부등식을 생성하는 과정을 정리하면, [그림 1]과 같다.

[그림 1] 매개화를 통한 부등식의 생성

[그림 1]에서 생성된 부등식     ≥     에서    ,    ,

  를 대입하자. 그러면 부등식      ≥      ,

     ≥     가 얻어진다. 이것을  ,  , 로 표현하면,


 ≥ 가 얻어진다.

부등식 4. 
 ≥  .
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이제 
 ≥ 에서       ,       ,   를 대입하면,

          ≥  ,           

   ≥ 이며, 정리하면      ≥    이 생성된다. 이제 양

변을 로 나누면, 부등식 


 


 


≥    이 생성된다. 결국, [그림 1]

의 매개화를 통한 부등식 생성의 순환을 계속 수행하면서, 다양한 부등식들이 생

성될 수 있다.

부등식 4-1. ,  ,  ≥ 에 대하여, 


 


 


≥     .

부등식 3, 4를 이용하여,  ,  , 에 대한 새로운 부등식 5를 얻을 수 있다.

부등식 5.  ≥  .

증명. 부등식 3, 4에서 
 ≥  , 

 ≥ 이 성립한다. 이 부등식들을 서로

곱하면, 


 ≥ 이 된다. 이제 부등식의 양변을 로 나누면, 구하는 부

등식  ≥ 이 얻어진다. □

이제  ≥ 에서       ,       ,   를 대입하면,

         ≥  ,                

  ≥ 이 되며, 이 부등식을 정리하면            ≥

가 생성된다.

부등식 5-1. ,  ,  ≥ 에 대하여,            ≥  .

부등식 5-1은  ,  , 로 표현된 부등식 3, 4를 적당히 대수적으로 변형시켜

부등식 5를 얻고, 이것을 ,  , 에 대한 부등식으로 표현하여 얻어진 식이다. 이

러한 방법을 통해 ,  , 에 대한 다양한 부등식들을 얻을 수 있다.

부등식 6. 
 ≥  .

증명. 부등식 3에서 
 ≥ 가 성립한다. 양변에 을 곱하면, 

 ≥ 이

된다. 한편, 부등식 5의 양변에 3을 곱하면,  ≥ 이 성립한다. 얻어진 두

부등식을 연립하면, 부등식 
 ≥ 가 얻어진다. □
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이제 
 ≥ 에       ,   를 대입하면,       ≥ 

이 얻어진다. 이 부등식을 전개하면, 다음을 얻을 수 있다.

                           

        ≥  .

이제 부등식을 정리하면,                  ≥

가 생성된다.

부등식 6-1. ,  ,  ≥ 에 대하여,              

    ≥  .

부등식 7. 
 ≥ 

 .

증명. 부등식 6에서 
 ≥ 가 성립한다. 여기에  , 를 ,  , 로 표현하

면,     ≥ 가 된다. 이제 이 부등식에서    ,    ,   로 치

환하면     ≥ 이 된다. 다시        ,   를 대

입하여, 
 ≥ 

을 얻을 수 있다. □

이제 
 ≥ 

에       ,   를 대입하여 정리하자. 그러면, 부

등식        ≥ 으로부터 다음을 얻을 수 있다.

                    

          ≥  .

                 ≥  .

부등식 7-1. ,  ,  ≥ 에 대하여,           

      ≥  .

부등식 8. 
     ≥  .

증명. 부등식 1에서       ≥ 이며, 이것을  ,  , 로 나타

내면    ≥ 가 된다. 그런데 이 부등식은 부등식 5에서 증명되었다.

부등식 1을 변형시키기 위해,     ,      ,     라 놓으면,

 
    

,  
    

,  
    

가 된다.        ,    
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   ,   라 하면   


 ,  

 
  

,  

 
    

가

된다. 이를 부등식 5에 대입하면, 




 
    

 
     ≥ 이

되고, 이 부등식을  ,  , 로 표현하여 정리하면, 
     ≥ 이 얻어

진다. □

부등식 8은 부등식 18에서   인 경우의 Schur 부등식이다. 이제 증명된 부

등식 
     ≥ 을 ,  , 로 나타내면, 다음을 얻을 수 있다.

              ≥  ,

               ≥  ,

                  ≥  .

결국, 부등식 8로부터        ≥           가 생

성된다.

부등식 8-1. ,  ,  ≥ 에 대하여,        ≥        

  .

부등식 9. 
  

 ≥  .

증명. 부등식 8의 
     ≥ 로부터          

    ≥ 이 얻어진다. 이제   ,    ,   로 치환하면

                 ≥ 이 된다. 이제  

     ,        ,   로 치환하면, 부등식 
  

 ≥ 이

얻어진다. □

부등식 7-1, 8-1을 얻는 방법과 유사하게 다음 부등식을 생성할 수 있다.

부등식 9-1. ,  ,  ≥ 에 대하여,           

≥        .

부등식 10. 
 ≥ 

   .

증명. 부등식 4의 
 ≥ 에서 양변에 를 곱하면, 

 ≥ 
이 된다.
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그리고 부등식 3의 
 ≥ 에서 양변에 를 곱하고 

를 더하면


 ≥ 

  이 성립한다. 이제 두 부등식을 연립하면, 
 ≥ 

 ≥


  가 되므로, 부등식 

 ≥ 
  이 얻어진다. □

이제 
 ≥ 

  에       ,       ,   를 대입하

면, 다음이 얻어진다.

                 ≥  ,

            ≥     .

이로부터          ≥     이 얻어진다.

부등식 10-1. ,  ,  ≥ 에 대하여,          ≥  

  .

한편, 부등식 10의 
 ≥ 

  에 ‘만약      ’이라는 조건을

추가하면, 부등식 
 ≥ 

  를 얻을 수 있다. 그러면  , 를 ,  , 로

바꾸면, 다음을 얻을 수 있다.

                   ≥  ,

                       ≥ 

         ≥     ,

           ≥     .

부등식 10-2. ,  ,  ≥ 에 대하여,   일 때,

           ≥     .

부등식 10-2의 모든 항을 좌변으로 넘겨 로 나눈 후 정리하면, 다음이 얻어

진다.



  


   


   
≥  ,




   




    




   
≥  ,




  




  




 
≥ 


 


 

 .
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부등식 10-3. ,  ,   에 대하여,   일 때,




  




  




 
≥ 


 


 

 .

부등식 11. 
     ≥  .

증명. 부등식 8의 
     ≥ 에서 양변에 2를 곱하면, 

 

   ≥ 가 된다. 다시 양변에   를 더하면 
   

 ≥   가 된다. 이제 부등식 5의    ≥ 를 생각하면, 부등식


     ≥ 이 얻어진다. □

이제, 부등식 
     ≥ 을 ,  , 에 대한 부등식으로 바꾸자.

              ≥  ,

               ≥  ,

                 

         ≥  ,

      ≥        .

이제 부등식의 양변을 로 나누면 


 


 


≥
  


  


 

가 생성된다.

부등식 11-1. ,  ,   에 대하여, 


 


 


≥
  


  


 

.

부등식 12. 
  

 ≥ 
 .

증명. 부등식 8에서 부등식 
     ≥ 의 양변에 을 곱하자. 그러

면 
 ≥ 

  가 되며, 이 부등식의 양변에 
을 더하면


  

 ≥ 
  

  이 된다. 부등식 4에서 
 ≥ 이므로


   ≥ 이다. 이들 두 부등식으로부터 

  
   ≥ 

이 성

립하며 
  

 ≥ 
가 얻어진다. □

이제 부등식 12의 
  

 ≥ 
를 ,  , 로 나타내면, 다음과 같다.

                   ≥  ,
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                          ≥ 

                 ≥  ,

           ≥    .

부등식 12-1. ,  ,  ≥ 에 대하여,            ≥ 

  .

부등식 13. 
   ≥ 

 .

증명. 부등식 8의 
 ≥   에서 양변에 를 곱하고, 

를 더하자.

그러면 
  

 ≥      
가 된다. 부등식의 우변을 전개하

면 
    

이 되고, 
     

    ≥ 이므로


    

 ≥ 
이 성립한다. 이로부터 부등식 

  
 ≥


을 얻을 수 있다. 이제   이므로 양변을 으로 나누면, 

 

 ≥ 
이 증명된다. □

부등식 13의 
   ≥ 

을 ,  , 로 나타내면, 다음과 같다.

                   ≥  ,

                    ≥  ,

                    

    ≥  ,

                

               ≥  ,

            ≥      .

양변에     을 더하여 정리하면,         ≥      

부등식 13-1. ,  ,  ≥ 에 대하여,         ≥       .

한편, 
   ≥ 

에서        이라는 조건을 추가하면,

    
 ≥ 이 된다. 이제 ,  , 로 나타내면,       

     ≥ 이며, 양변을 로 나누어 
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≥ 를 얻을 수 있다.

부등식 13-2. ,  ,   에 대하여,      일 때,


  


  


  

≥  .


   ≥ 

에서         라는 조건을 추가하면, 
 

 ≥ 을 얻을 수 있다. 이것을 ,  , 로 나타내면,        

   ≥ 가 되며, 이로부터             

     ≥ 가 된다. 이제       를 이용하면,    

         ≥ 가 얻어진다.

부등식 13-3. ,  ,  ≥ 에 대하여,        일 때,

          ≥  .

부등식 13-2, 13-3에서 보았듯이,  , 에 대한 조건을 첨가하면, 쉽게 새로운

부등식들을 얻을 수 있다. 이러한 부등식의 생성도 본 연구에서 다루는 방법의

한 장점이라고 할 수 있다.

부등식 14. 
  

  
   ≥  .

증명. 부등식 4에서 
 ≥ 가 성립한다. ,  , 에 관한 식으로 표현하면,

     ≥    이고, 부등식 1을 변형시키기 위해,     ,

     ,    라 놓으면,  
    

,  
    

,  
    

가 된

다.        ,        ,   라 하면   


 ,  



 
  

,  

 
    

가 된다. 이들을 부등식 4에 대입하면,



 
   



≥ 




 
      가 되고, 이 부등식을  ,  , 로

표현하여 정리하면, 
  

  
   ≥ 가 얻어진다. □

이제 
  

  
   ≥ 를 이용한 부등식의 생성을 알아보자.
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            ≤           에서 양변에  

  을 더하여 정리하면,      ≥ 을 얻을 수 있고,     이

라는 조건을 추가하여 부등식      ≥ 을 ,  , 로 나타내어 정리

하면, 다음과 같다.

                   ≥  ,

                      ≥  ,

            ≥            ,

          ≥
  


  


  

,


  


  


  

≥
  


  


  

.

부등식 14-1. ,  ,   에 대하여,   일 때,


  


  


  

≥
  


  


  

.

,  , 에 대한 부등식을  ,  , 로 매개시켜  ,  , 에 대한 부등식을

만들었다. 그런 다음,  ,  , 에 대한 부등식들을 대수적 조작을 통해  ,  ,

에 대한 새로운 부등식들을 얻었으며, 이들을 ,  , 로 나타내 원래의 부등식

들과 같은 ,  , 에 대한 부등식들을 생성하였다. 이 과정에서 변수들의 치환,

변수를 적당한 값으로 제한하는 등의 방법들이 사용되었다.

4. 기본대칭다항식으로 표현된 부등식의 증명방법

기본대칭다항식  ,  , 으로의 매개화가 새로운 부등식의 생성을 위한 의미

있는 도구가 될 수 있다는 것을 기술하였다. 이제 부등식의 증명 도구로써 기본

대칭다항식  ,  , 의 활용에 대해 살펴보자. 본 연구에서는 기본대칭다항식

 ,  , 를 활용한 부등식의 증명 방법을 다섯 가지로 나누었다.

(1)  ,  , 에 대한 부등식의 직접 적용을 통한 방법

증명해야 할 부등식을 기본대칭다항식  ,  , 로 표현한다. 그런 다음, 앞에

서 생성한  ,  , 로 표현된 다양한 부등식들을 이용하여,  ,  , 로 표현

된 부등식을 증명하는 방법이다. 이 방법은  ,  , 를 이용한 부등식 증명의
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가장 전형적인 방법이라고 할 수 있으며, 다양하게 이용할 수 있는 방법이기도

하다. 이미 이 방법으로 많은 부등식을 증명하였다. 한 예를 더 살펴보자.

부등식 15. ,  ,  ≥ 에 대하여,


 


 


 

 


≤   ≤
   

.

증명. 증명할 부등식을  ,  , 을 이용하여 표현하여 정리하면,









≤  ≤ 




이 된다. 즉 주어진 부등식을 증명하기 위해, 







≤  ≤ 




을 증명하면 된다. 부등식 6에서 
 ≥  이 성립하며, 양변을 27로 나누면

 ≤ 




가 얻어진다. 한편 부등식 7에서 
 ≥ 

 이 성립하며, 양변에 를

곱한 후 
을 나누면 







≤ 이 얻어진다. 이로부터 증명하려는 부등식









≤  ≤ 




이 유도된다. □

부등식 15에서   ≤

   
는   인 경우의 Cauchy 부등식이다. 부등

식의 증명에 관련된 다양한 문헌들([7], [9], [10], [11], [13], [14], [17])을 조사했

지만, 기술한 것과 같은 방법으로   인 경우의 Cauchy 부등식을 증명한 사례

는 찾지 못했다.

부등식 16. ,  ,  ≥ 에 대하여,  ≥           .

부등식 15의 증명에서 했던 것과 유사한 방법으로, 부등식 16을  ,  , 을

이용하여 정리하자. 이를 위해, 부등식 16의 우변을 좌변으로 이항하여 정리하면,

다음을 얻을 수 있다.

                     ,

  
     

         , 
     .

결국 부등식 16을 증명하려면, 
     ≥ 을 증명하면 된다. 부등식

3에서 
   ≥ 의 양변에 을 곱하면, 

   ≥ 가 얻어진다. 그리고

부등식 5에 의해  ≥  ,     ≤ 가 성립한다. 이제 
   ≥  ,
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    ≤ 를 서로 더하면, 좌변에 구하는 부등식의 좌변인


    가 얻어진다. 그러나 부등식 

   ≥  ,     ≤ 의

부등호의 방향은 같지 않아서 부등식 15와 같은 방법을 사용할 수 없다. 부등식

16과 같은 경우에 어떻게 부등식을 증명할지 다음 방법을 통해 알아보자.

(2) 문자의 치환을 이용한 방법

부등식에 제시된 문자들을 다른 문자들로 치환하면, 주어진 부등식이 다른 모

습으로 변형되며, 이를 증명하여 문제를 해결하는 방법이다. 앞에서    ,

   ,   와 같은 치환을 이용하여 부등식을 변형시키는 예를 살펴보았다.

여기서는              와 같은 치환을 이용하여 부등식을 증명하

는 예들을 살펴보자.

부등식 16. ,  ,  ≥ 에 대하여,  ≥           .

증명. 이 부등식을 증명하기 위해, 우선 부등식       ≥ 를

증명하자.       ≥ 를  ,  , 로 나타내면,    

   ≥ 가 된다. 이 부등식의 좌변을 전개하여 정리하면, 
 

   
         ≥  , 

  
     ≥ 가 되며, 결

국  ≥ 를 얻게 된다. 결국 이 부등식은 부등식 5이므로, 그 타당성이 증

명되었다.

이제              라고 치환하면,  
    

,  
    

,

 
    

가 된다. 이것을 부등식       ≥ 에 대입하면, 다

음 부등식을 얻을 수 있다.

 ≥ 
     

     
     ,

 ≥             .

증명하고자 하였던 부등식이 성립하는 부등식으로부터 유도되었으므로 성립한

다. □

부등식 17. 삼각형의 세 변 ,  , 에 대하여,

         ≥       .

부등식 17의 모든 항을 좌변으로 넘겨,  ,  , 로 표현하여 정리하면, 부등
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식의 좌변은 다음과 같다.

               ,

 
    

     ,  
     .

결국 부등식 17을 증명하기 위해,  
     ≥ 을 보이면 된다. 부

등식  
     ≤ 와    ≥ 의 좌변들을 더하면  

 

  이 얻어지지만, 이 두 부등식의 부등호 방향이 일치하지 않아

 
     ≥ 을 증명할 수 없다. 이제 적당한 치환을 이용하여 부등식

17을 증명하자.

부등식 17의 증명. ,  , 가 삼각형의 세 변의 길이를 의미하므로, 삼각부등

식에 의해       ,        ,      가 성립한다. 이제      ,

     ,     로 치환하면,  
   

  ,  
   

  ,

 
    

 가 되어,  ,  , 에 대한 기본대칭다항식을 이용할 수 있다. 증

명하려는 부등식의 우변을 좌변으로 이항하여,      ,      ,     로

치환하여 정리하면, 부등식의 좌변에서 다음을 얻을 수 있다.

               ,

          

               

               .

 
    

         .

이제 식을 정리하면, 
         , 

   

   
    

     , 
    를 얻을 수 있다. 그

런데 부등식 8에서 
     ≥ 의 타당성을 증명하였으므로, 부등식 17

이 증명된다. □

부등식 17의 증명과정에 복잡한 식들의 연산이 포함되어 있지만, 이들은 적당

한 치환을 이용하여 문제해결의 실마리를 찾은 후에 식의 정리 과정에서 나타나

므로, 증명과정의 큰 장애물이라고 할 수는 없을 것이다.

(3) Schur 부등식을 이용한 방법

Schur 부등식은 그 자체로도 중요하지만, 다양한 부등식을 증명하는 과정에서
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도 자주 사용된다. Schur 부등식에서 유도되는 기본대칭다항식으로 표현된 식들

을 이용하면 많은 부등식을 증명할 수 있다.

부등식 18 [Schur 부등식].               

 ≥  .

증명. 일반성을 잃지 않고  ≥  ≥ 라고 가정하면,       

                       이다. 이

때   ≥  ,  ≥  ,   ≥    ,       ≥ 이므로 부등식 18이 성

립함을 알 수 있다. □

한편, Schur 부등식을 기본대칭다항식으로 표현해 보면, 다음과 같다.

               

                        

         

                      

                         .

성질 4에 의하여             이므로,        

            이 된다. 결국 Schur 부등식을 기본대칭다항식

으로 표현하면,          ≥ 이다.

부등식 18-1.          ≥  .

앞에서 이미 Shcur 부등식의 특수한 경우에 대해서 증명하였다. 예를 들면, 부

등식 18-1에서   을 대입하면      ≥  ,  
 

     ≥ 이며, 
     ≥ 가 된다. 이 부등식은 이미 부등

식 8에서 증명하였다. 부등식 18-1에서   를 대입하면    

 ≥ 이며, 이를 정리하면 다음과 같다.

 
       

     ≥  ,


  

    
  

   ≥  .

이로부터 
  

  
   ≥ 이 성립한다. 이 부등식은 이미 부등식

14에서 증명하였다. 결국 본 연구에서는    ,   인 경우의 Schur 부등식을

매개된  ,  , 를 이용하여 새롭게 증명하였다. 부등식 8과 부등식 14를 이용
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하여, 부등식들을 증명하자.

부등식 19. ,  ,  ≥ 에 대하여,         ≤    

   .

증명. 부등식의 우변을 좌변으로 이항하여  ,  , 로 표현하여 정리하면,

               , 
       , 

 

  가 된다. 결국 
     ≥ 을 증명하면 된다. 이것은 부등식

8의 부등식이므로, 부등식이 증명되었다. □

부등식 20 [1964년도 IMO 문제]. 삼각형의 세 변 ,  , 에 대하여,

                ≤  .

증명. 부등식의 우변을 좌변으로 이항하여  ,  , 으로 표현하여 정리하면,

                 ,

                  ,

    ,      ,

 
    

       ,  
    

가 된다. 결국  
     ≤ 을 증명하면 된다. 이 부등식은 부등식 8

에 의해 성립하므로, 부등식이 증명되었다. □

부등식 21. ,  ,  ≥ 에 대하여,       ≥     

  .

증명. 부등식의 우변을 좌변으로 이항하여  ,  , 으로 표현하여 정리하면,

다음을 얻을 수 있다.

             ,


      , 

         


      

     
     , 

     .

결국 
     ≥ 을 증명하면 된다. 부등식 8에서 

   

 ≥ 이 성립하고, 부등식 5에서  ≥ 가 성립하며, 이들을 연립하면 부

등식이 증명된다. □

부등식 22 [Nesbitt 부등식]. ,  ,  ≥ 에 대해   


  


 


≥ 


.
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증명. 부등식의 양변에      를 곱하면,    

         ≥      가 된다. 우변을 좌변으로

이항하여,  ,  , 으로 표현하여 정리하면, 부등식의 좌변은 다음과 같이 된

다.

                  ,

                       ,

                     

            ,  
       ,


     .

결국 
     ≥ 을 증명하면 된다. 이것은 부등식 11에서 증명되었

다. □

(4) 항들을 적당히 변형시켜 묶음(grouping)을 만드는 방법

이 방법에서는 식을 하나의 전체로 보지 말고, 몇몇 항들을 변형시켜 이미 증

명된 부등식들을 이용할 수 있도록 괄호를 이용하여 묶음을 만든다. 이제, 증명

된 부등식을 순차적으로 적용하면 원하는 부등식을 증명할 수 있다.

부등식 23. ,  ,  ≥ 에 대하여,

        ≥            .

증명. 부등식의 우변을 좌변으로 이항하여,  ,  , 으로 표현하여 정리하면,

다음 식이 얻어진다.

          
       ,


     

        

 
 

     
        ,

     
 

     ,




  


  
  

  


  
  

 ,




  


  


  
  

 .

이제 얻어진 식의 항들을 다음과 같이 증명된 부등식 항들로 묶어서 정리하자.
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    .

그러면 부등식 3, 부등식 4, 부등식 5에서 
 ≥  , 

 ≥  ,  ≥ 이

성립하므로, 부등식 23이 증명된다. □

부등식 24. ,  ,  ≥ 에 대하여,


   

≥

       

.

주어진 부등식에서 우변을 좌변으로 이항하여,  ,  , 으로 표현하여 정리

하면, 
      ≥ 이 된다. 이제 부등식 23의 증명과 유사한 방법

으로, 증명된 부등식들을 괄호로 묶어 정리하면, 다음과 같다.


       


    

  


 
 

    
    



 
 

     
      



 
 

     
        .

이제, 부등식 3, 부등식 4, 부등식 5에 의하여, 부등식 
 ≥  ,  ≥  ,


 ≥ 가 성립하며, 이로부터 부등식      ≥ 을 얻을 수 있지만,

 
 

     
    ≤ 이 되고, 부등식 24의 증명이 유도되지

않는다. 그러나 주어진 식을 증명된 부등식들을 중심으로 괄호로 묶는 방법이 유

일하지 않으므로, 다른 방법으로 묶으면 부등식 24의 증명을 얻을 수 있다.

부등식 24의 증명. 항들을 증명된 부등식 항들로 묶어서 정리하자.




     
  



  
      


    



  
      

 
    

  

  
      

 
     

   .

이제, 부등식 2, 부등식 4, 부등식 8에 의해, 
 ≥  , 

 ≥  ,


     ≥ 이므로, 이로부터 부등식 24가 증명된다. □

살펴본 증명에서 항들을 적당히 묶어서 이미 증명된 부등식들을 이용할 수 있

도록 변형시키는 것은 바로 알아내기는 힘들다. 하지만 부등식을 대칭다항식으로
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표현한 뒤, 이웃한 항끼리 공통인수들이 많이 보이거나, Schur 부등식의 형태가

보인다면 이 방법을 활용할 가능성이 많다. 특히  ,  , 의 내림차순으로 식

을 정리하면, 주어진 부등식을 체계적으로 정리할 수 있다.

(5) 항들의 차수를 일치시키는 방법

부등식에 가끔씩 차수가 같지 않는 다항식이 포함되는 경우가 있다. 이때 조건

에서 특정한 값이 주어지는 경우가 있는데, 이를 이용하면 부등식을 효과적으로

증명할 수 있다. 즉 다항식의 낮은 차수에서 주어진 조건을 이용하여 높은 차수

로 맞추거나, 높은 차수에서 주어진 조건을 이용하여 낮은 차수로 맞춘 다음, 부

등식을 증명해 나갈 수 있다.

부등식 25 [1984년도 IMO 문제]. 음이 아닌 실수 ,  , 에 대하여,

     일 때,  ≤       ≤ 


.

증명.  ≤      를  ,  , 으로 표현하여 정리하면,

   ≥ 이 된다. 이때       이므로 차수가 2이며,   는 차

수가 3이다. 즉 두 항의 차수가 일치하지 않으므로, 주어진 조건을 이용하여 차

수를 맞추자.        이므로   이지만, 의 차수는 2차이고

의 차수는 3차가 된다. 의 차수가 3차이므로,   에서 각 항의 차수는

서로 다르지만   에서 각 항의 차수는 서로 같게 된다. 이제   

를     로 변형시키자. 그러면 부등식 5에 의하여 부등식

   ≥ 이 성립하며,  ≥ 이 성립하므로,      ≥  ,

   ≥ 이 증명된다.

이제       ≤ 


의 우변을 좌변으로 이항하여  ,  , 로 표현

하여 정리하자. 그러면 부등식의 좌변은        ,

     가 된다. 이때 주어진 조건   을 이용하여 항들의 차수를

맞추자. 즉         
       

     

     
         가 된다. 부등식 5, 부등식 8에서

     ≤  ,  
      ≤ 이므로,       ≤ 


이

증명된다. □

부등식 26. 음이 아닌 실수   에 대하여      일 때,
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       ≥      .

부등식 26의 부등식에서 우변을 좌변으로 이항하여  ,  , 로 표현하여 정

리하면,                     
  

  
   


    가 된다. 가령, 부등식 8에서 

     ≥ 을 이용해 보

자. 이 부등식의 양변에 을 곱하면 
  

   ≥ 이며 양변에


        

를 더하면, 다음을 얻을 수 있다.


  

  
    

     ≥ 
        

 .

이제, 부등식 4에서 
   ≥ 이므로, 

       


   ≥       

이 성립한다. 이때   이므로, 조건을 이용

하여 차수를 맞춰주면,       
  

  이다. 그런데 부등식

3에서  
   ≤ 이 성립하므로, 이 방법으로는 부등식 26이 증명되지 못

한다.

한편, 부등식 14의 
  

    
 ≥ 을 위에서와 같이 적당히 변형

하여도 부등식 26에 대한 증명은 얻어지지 못한다. 이제   라는 조건을 이용

하여, 주어진 부등식의 모든 항들의 차수를 같도록 변형시켜 문제를 해결해 보

자.

부등식 26의 증명. 주어진 부등식의 우변을 좌변으로 이항하여 정리하면,

             ,     가 된다. 이제 얻어진 식을  ,  , 

로 표현하면, 
  

  
      

     가 된다.

이 식을   를 이용하여 부등식의 모든 항의 차수를 같게 맞추어 정리하면,


  

  
    


  


 

     ,





  




  
   ,






  
  

   

이 얻어진다. 이제 부등식 14에서 
  

  
   ≥ 이 성립하므로,

부등식 26이 증명된다. □

본 연구에서는 기본대칭다항식을 이용하여 부등식을 증명하는 방법으로 ‘ ,
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 , 에 대한 부등식의 직접 적용을 통한 방법’, ‘문자의 치환을 이용한 방법’,

‘Schur 부등식을 이용한 방법’, ‘항들을 적당히 변형시켜 묶음(grouping)을 만드는

방법’, ‘항들의 차수를 일치시키는 방법’을 체계화하였으며, 각 방법의 특징 및 예

를 소개하였다.

5. 결론 및 논의

대수 영역에서 문자식을 원하는 형태로 변형시키는 인수분해, 전개, 방정식, 부

등식 등은 수학 탐구의 도구일 뿐만 아니라, 그 자체로도 중요한 문제가 된다.

특히 부등식은 오래 전부터 많은 수학자들이 연구의 주제로 삼아왔으며, 산술-기

하-조화 평균에 대한 부등식, Cauchy 부등식, Bernoulli 부등식, Jensen 부등식,

Schur 부등식 등과 같은 많은 부등식들이 알려져 있고, 지금도 활발하게 연구되

고 있다.

본 연구의 연구문제는 첫째 기본대칭다항식  ,  , 에 대한 부등식을 만들

고, 얻어진  ,  , 에 대한 부등식을 바탕으로 다양한 부등식들을 생성하며,

둘째 대칭다항식으로 된 부등식을 기본대칭다항식  ,  , 를 이용하여 증명하

는 방법들을 체계적으로 정리하는 것이다.

첫 번째 연구문제와 관련하여, 본 연구에서는 기본대칭다항식  ,  , 에 대

한 부등식 
 ≥  , 

 ≥  ,  ≥  , 
 ≥  , 

 ≥ 
 ,


     ≥  , 

  
 ≥  , 

 ≥ 
   , 

   

 ≥  , 
  

 ≥ 
 , 

   ≥ 
 , 

  
  

   ≥ 을

생성하여 증명하였고, 이로부터 18개의 다양한 부등식들을 생성하였고, 이에 관

련된 수학적인 특징들을 자세히 기술하였다.

두 번째 연구문제와 관련하여, 대칭다항식으로 된 부등식을 기본대칭다항식

 ,  , 를 이용하여 증명하는 방법들을 체계화하기 위해, IMO 출제 문제를

비롯한 다양한 비정형적인 부등식 문제들을 해결하였다. 그리하여 기본대칭다항

식을 이용한 부등식 증명의 방법으로 (1)  ,  , 에 대한 부등식의 직접 적용

을 통한 방법, (2) 문자의 치환을 이용한 방법, (3) Schur 부등식을 이용한 방법,

(4) 항들을 적당히 변형시켜 묶음(grouping)을 만드는 방법, (5) 항들의 차수를

일치시키는 방법을 분류하여 제시하였으며, 이에 관련된 예들을 구체적으로 기술

하였다.

본 연구를 통해 얻어진 기본대칭다항식을 이용한 부등식의 생성, 증명, 증명

방법의 체계화는 매우 큰 의미가 있다. 일반적으로 고난이도의 부등식을 풀기 위
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해선 직관이나 통찰력이 필요하다. 물론 직관이나 통찰력 없이 비정형적인 고난

도 문제에 접근하는 것은 어렵다. 본 연구의 결과는 중등학교 수준에서 새로운

부등식을 만드는 방향에 대한 시사점을 제공할 수 있으며, 비정형적인 고난도 부

등식 문제의 해결을 위한 한 길잡이가 될 수 있을 것으로 기대된다.
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